Kajsa Brating & Lars Madej

Generaliserad aritmetik

— en bro mellan aritmetik och algebra

Svenska elever har haft svart for algebra bade ur ett historiskt och ett
internationellt perspektiv. | projektet som beskrivs i artikeln utgar forfattarna
fran internationell forskning for att hitta utbildningstraditioner som
karakteriserar den svenska skolalgebran. Ekvationer, funktioner, samband och
forandring ar delar av algebra som forekommer i hog grad i svenska kursplaner
och larobdcker. Daremot &r generaliserad aritmetik starkt underrepresenterat.

matiken pd gymnasiet och universitetet. Flera studier visar att manga

nyborjarstudenter fir problem med universitetsmatematiken pa
grund av bristande grundkunskaperi just algebra. Traditionellt sett har algebra
introducerats relativt sent i grundskolan eftersom man ansett att elever i yngre
aldrar inte ir tillrickligt mogna for att ta till sig algebra. Men under senare tid
har matematikdidaktisk forskning visat att man med foérdel kan borja under-
visa algebra redan i de tidigare skoldren. Detta har lett till att minga linder,
diribland Sverige, har indrat sina kursplaner och bérjat integrera algebran i
skolmatematiken redan p3 ett tidigt stadium. Forskning visar dock att det ir
svart att implementera nya sitt att undervisa om man inte beaktar den ridande
undervisningskulturen.

[ Sverige har algebra under lingre tid varit en del av skolmatematiken som
elever haft stora svirigheter med. I internationella mitningar som exempelvis
TIMSS och PISA har svenska elevers resultat i algebra legat under det inter-
nationella genomsnittet inda sedan borjan av 1960-talet. Aven i TIMSS-test
fran 1995, d4 Sverige presterade som allra bist, 1ag resultatet i algebra under det
internationella genomsnittet. I TIMSS-tester frin 2007 och 2011, da svenska
elevers resultat i matematik forsimrades kraftigt, var algebra och geometri de
omraden som drog ned resultatet allra mest. I den senaste TIMSS-miitningen
2015 forbittrades de svenska elevernas resultat jimfort med 2007 och 2011 men
det ligger alltjimt under det internationella genomsnittet. Fortfarande ir det
innehallsomradena algebra och geometri dir svenska elever presterar simst.

Hur kommer det sig att svenska elever har svirt for algebra? Den frigan
ligger till grund for forskningsprojektet Mot en forsknings-
baserad undervisning i algebra — diakrona och synkrona
analyser av styrdokument, liromedel och ldrares interak-
tion med dem som startades 2016 under ledning av pro-
fessor Kirsti Hemmi, Abo Akademi och Uppsala univer-
sitet. Projektets overgripande syfte dr att bidra till den
internationella forskningsdebatten kring problematiken
med att implementera algebra i skolmatematiken genom

Goda kunskaper i algebra ir en viktig forutsittning for att klara mate-
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att undersdka det svenska fallet utifrin olika perspektiv. Mer specifikt hand-
lar projektet om att hitta méjliga orsaker till misslyckandet med att héja kva-
liteten i den svenska algebraundervisningen genom att undersdka hur algebra
traditionellt har behandlats i svenska liroplaner och lirobdcker for drskurs 1
till 9 (ett diakront perspektiv). I projektet undersdks ocksa dagens situation
(ett synkront perspektiv) genom att analysera hur algebran behandlas i aktu-
ella styrdokument och lirobdcker samt genom att intervjua aktiva lirare. Vi
presenterar nu ett av de forsta resultaten i projektet dir vi undersokt liropla-
ner och lirobocker for att ta reda pé vilken sorts algebra som karakteriserar
den svenska skolalgebran och borjar med att ge en kort dversikt dver de senaste
arens internationella forskning om lirande i algebra.

Den internationella forskningen i algebradidaktik

Inom det matematikdidaktiska forskningsfiltet finns en speciell gren som
behandlar lirande i algebra. I Sverige brukar man kalla den forskningen for
algebradidaktik medan en vanlig internationell beteckning ir "algebraic thin-
king and learning”. Under de senaste decennierna har ett omdebatterat imne
inom algebradidaktiken varit nir algebran ska introduceras i skolan och vil-
ken svarighetsgrad den bor ha. Forskare som exempelvis Victor Katz och Bill
Barton menar att begreppsutvecklingen inom algebra hos enskilda individer
avspeglas i den historiska utvecklingen. Detta synsiitt brukar kallas rekapitu-
lering och medfor bland annat att i enskilda individers begrepps-
utveckling foregdr alltid aritmetik och retorisk algebra den "rik-

cee aritme tlk tiga” algebran. Enligt den teorin bér man inte syssla med algebra

i tidiga grundskolan utan lira sig aritmetiken ordentligt forst.

kdn SeS SOM eIl Andra forskare menar att elever inte har de kognitiva forutsitt-

ningar som behovs for att ta till sig algebra forrin i de tidigare

Spe Cialf dll AV tonaren. Dessa bida synsitt har kritiserats starkt av flera fors-

kare, som exempelvis David Carraher och hans kollegor, vilka

alge b 7d  framhaller att algebra bor introduceras redan i de tidiga skoldren.

De senare menar att kopplingen mellan aritmetik och algebra ir
dubbelriktad och att aritmetik kan ses som ett specialfall av algebra.

Som vinimnde har traditionen i minga linder varit att vinta med att intro-
ducera algebra till de senare skoliren men detta haller pi att férindras. Flera
linder har under de senaste dren genomfort dndringar i kursplanerna i mate-
matik och implementerat algebra redan i de tidigare skoliren. Inom algebra-
didaktiken har en upps;jo av studier under de senaste dren pévisat fordelarna
med att borja lira sig algebra tidigt. Exempelvis har Maria Blanton, en fram-
stdende amerikansk forskare i algebradidaktik, lett en stor longitudinell studie
dir de undersokt konsekvenserna av att introducera algebra i de tidiga skol-
aren. Det handlade om att under ett r mita effekterna av att infora en speci-
ellt anpassad algebra for elever i drskurs 31 ett antal skolor i USA och jimfora
resultatet med skolor dir de foljt den traditionella matematikundervisningen.
Resultatet visade att de elever som foljt den nya anpassade algebraundervis-
ningen var biittre pa att losa algebraiska problem jimfort med de elever som
foljt den traditionella undervisningen. Exempelvis var forsoksgruppen bittre
pa att anviinda likhetstecknet pa ritt sitt, de forstod inneborden av ekvationer
bittre och de kunde representera okinda kvantiteter med hjilp av variabel-
notation. Det ir dock viktigt att podngtera att den algebra som introduceras i
grundskolans tidigare &r miste vara anpassad till barn.




"Big ideas” — en klassificering av skolalgebran

Ett annat dimne som intresserat forskare inom algebradidaktik ir att forsoka
identifiera och kategorisera algebrans olika delomraden. Om vi haller oss till
skolalgebran sa ger Blanton foljande exempel pé en kategorisering av fem si

kallade ”big ideas”:

1. ekvivalenser, uttryck, ekvationer och olikheter
2. funktionslira

3. variabler

4. proportionalitet

5. generaliserad aritmetik.

Den forsta kategorin inkluderar bland annat likhetstecknets betydelse, att
forstd matematiska relationer och att kunna resonera kring uttryck och ekva-
tioner. Ett exempel pa en uppgift ir att kunna lésa och resonera kring likhe-
ten 8+5=__+4. Den andra och tredje kategorin handlar om funktioner och
variabler och inkluderar bland annat att kunna konstruera och lisa av tabeller,
identifiera sivil monster som funktionsregler och kunna beskriva dessa med
ord samt forsta vilken roll variabler kan ha i olika matematiska kontexter. Den
fjirde kategorin handlar om att kunna se niir tvd kvantiteter ir proportionella
mot varandra och kunna ge exempel pa och resonera kring proportionella sam-
band. Slutligen i den femte kategorin, generaliserad aritmetik, fokuseras det
pa strukturer och relationer som uppkommer inom aritmetiken. Detta kan
handla om olika riknelagar som exempelvis kommutativa, associativa och dist-
ributiva lagen men ocksa att man inom aritmetiken undersdker kvadrat- och
kvadreringsreglerna som vi visar i kommade exempel 2 och 3.

Som en del av virt projekt undersdker vi for nirvarande vilken sorts alge-
bra som kinnetecknar den svenska skolmatematiken. Bland annat har vi bor-
jat analysera grundskolans kursplaner och matematiklirobocker dir vi som
analytiskt verktyg har anvint just Blantons ”big ideas”. Resultatet hittills visar
att de fyra forsta mer eller mindre alltid dr och har varit vilrepresenterade i
sdvil svenska kursplaner som i svenska lirobdcker. Betoningen pa funktioner
och variabler har stirkts med tiden vilket man till exempel kan se i den senaste
kursplanen i matematik fran 2011 dir "Samband och forindring”, som tidi-
gare varit utspritt dver olika omrdden av matematiken, lyfts fram som en egen
kategori. Detta ir inte nagon tillfillighet utan féljer en internationell trend dir
”study of change” bland annat har identifierats som ett nyckelomride i PISA:s
ramverk dver skolmatematik. Nir det giller den femte kategorin, generaliserad
aritmetik, s ir den starkt underrepresenterad inom den svenska skolalgebran,
speciellt under de tidigare skolaren. Detta skriver vi fram i ett paper som pre-
senterades pA NORMA 17. Vad detta beror pd ir svart att siga men formodligen
kan det vara s3 att den helt enkelt inte tillhér den utbildningstradition inom
skolalgebra som vi dr vana vid att hélla oss till i Sverige. Exempelvis férekom-
mer inte termerna generalisera eller generalisering i den nuvarande kursplanen
i matematik f6r grundskolan.

Generaliserad aritmetik handlar om att kunna resonera kring operatio-
ner och egenskaper hos olika tal. Mera specifikt handlar det om att kunna se
den underliggande matematiska strukturen bakom berikningar med speci-
fika tal genom att identifiera generella monster i aritmetiken. Istéllet for att
fokusera pa resultatet av 3+2 =5 kan elever redan i de tidigare skoliren borja
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tinka pa olika egenskaper som uppkommer nir tal adderas. Exempelvis vilka
utfall som kan uppkomma nir man adderar olika kombinationer av udda
och jimna tal: udda+udda=jimn, jimn+ jimn =jimn, udda+jimn=udda,
jimn +udda=udda, som i exempel 1 nedan. Istillet for att tinka pd enskilda
exempel av additioner mellan udda och jimna tal kan eleverna bygga upp ett
algebraiskt tinkande genom att de far i uppgift att uppticka ett monster hos
resultaten av additionerna mellan udda och jimna tal. Nir eleverna kan for-
klara monstret och forstar varfor monstret stimmer for godtyckliga par av
udda och jimna tal har de lyckats med att generalisera aritmetiken. Detta
kan ta tid men enligt flera forskare ir det viktigt att paborja processen med
att generalisera s3 tidigt som mojligt. Ibland brukar man betrakta generalise-
rad aritmetik som en bro mellan aritmetik och algebra. For att f4 en mer kon-
kret forstaelse f6r vad generaliserad aritmetik kan innebira ger vi tre exempel
imnade for olika arskurser.

Exempel 1

Foljiande exempel riktar sig mot de tidigare skoliren och behandlar pari-
tet. Tanken ir att eleverna ska argumentera for sina slutsatser kring udda och
jimna tal till exempel med hjilp av "hopp” pa tallinjen. I var liromedelsanalys
var den hir typen av uppgifter niist intill obefintliga.

Udda och jamnt

Addera tva udda tal. Blir summan udda eller jamn?

Addera tva andra udda tal. Blir summan udda eller jamn?

Undersok fler summor av tva udda tal. Vilket monster ser du?

. Forklara varfor det du upptéckt alltid galler.

Om du adderar annu fler udda tal, kanske 3, 4, 5 eller till och med annu
fler, kommer summan da att bli udda eller jamn? Vad ar det egentligen
som gor att summan blir udda eller jamn?

D on T

Idén bakom uppgiften ir att eleverna ska uppticka att addition med ett udda
tal byter paritet, det vill siga om vi adderar ett jimnt tal med ett udda tal
blir summan ett udda tal. Vi har alltsa bytt paritet fran jimnt till udda. Som
alternativ till uppgiften skulle eleverna kunna 3 uppticka att addition med
ett jimnt tal inte dndrar talets paritet. Det skulle vara enklare foér barnen att
genomféra men kanske inte lika spinnande eftersom upptickten blir att ing-
enting indras. Genom att eleverna sjilva far sitta ord pa upptickten dvergar
eleverna fran en aritmetisk kontext till en mer generell kontext. Denna 6ver-
ging ir ett exempel pa det Blanton kallar for generaliserad aritmetik. Mélet dr
inte att eleverna maste utfora ett formellt bevis; de ska liira sig att sitta ord pa
samband de upptiicker samt se om det dr méjligt att generalisera sambandet.
Vi sjilva skulle vilja benimna detta som att “leka med matten”, bara ha kul och
uppticka olika regler, ssmband eller monster.

Paritet

Paritet dr en tvdvard egenskap, till exempel udda eller jamna tal, positiva eller
negativa tal, svarta eller vita rutor pa ett schackbrdde etc.




Exempel 2

Foljande exempel riktar sig till drskurs 9 och leder fram till konjugatregeln och
kvadreringsreglerna.

Konjugat- och kvadreringsreglerna
Betrakta foljande sex uttryck:

(5+3)-(5+3) (5+3)-65-3) (5-3)-(5-3)

52-3? 52432+2.5-3 52432-2.5.3

a. Berdkna vardet av varje uttryck.

b. Vilka uttryck har samma varde?

¢. Bytuttalen5och 3 motandra tal och berdkna de nya uttryckens varden.
d. Vilka uttryck har nu samma varde?

e. Vilka monster tyder detta pd?

f. Formulera detta med hjdlp av algebraiska uttryck.

Avsikten med det hir exemplet ir att hjilpa eleverna att tinka i en riktning
som gor att de littare kan forstd konjugatregeln och kvadreringsreglerna. Ofta
introduceras dessa regler direkt med bokstiver vilket kan leda till att eleverna
uppfattar reglerna som krangliga och abstrakta. Eftersom skolans algebra och
aritmetik bygger p& samma grundliggande tankar och strukturer ir det fordel-
aktigt att lata eleverna uppticka monstren bakom reglerna samt beskriva dessa
med egna ord och/eller formler. Genom att lta eleverna fa leka med talen och
pa egen hand beskriva det de uppticker blir det littare for dem att se hur alge-
bran ir uppbyggd. Efter att eleverna sjilva har fatt uppticka reglerna kan hela
klassen tillsammans med liraren hjilpas 4t att formulera ett strikt matematiskt
bevis. Exempel 2 ir dirmed tinkt att fungera som en bro mellan aritmetiskt
och algebraiskt tinkande, eller med andra ord som generaliserad aritmetik.

Exempel 3

Ettalternativ till de uppgifter i exempel 2 som introducerar férsta kvadrerings-
regeln ir att utgd fran den traditionella skriftliga uppstillningen for multipli-
kation. Aven andra skriftliga uppstillningar, till exempel jalusimetoden, kan
anviindas for detta syfte.

Forsta kvadreringsregeln
Berdkna for hand, det vill séga med skriftlig uppstélining, kvadrattalet
36-36.

a. Duhar utfort fyra multiplikationer. En av dessa ar 30-6. Vilka ar de 6vriga
tre? Férekommer ndgon berdakning mer én en gang?

b. 36-36drsumman av dessa fyra multiplikationer. Fyll i luckorna i féljande
likhet:

(30+6)B30+6)=_+__+___ A2 = P+ D

C. Berdkna ndgra fler kvadrattal. Skriv ned dessa pa samma satt som i b.
d. Uttryck det monster du ser med hjalp av algebraiska uttryck.
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Nir eleverna riknar med hjilp av multiplikationsalgoritmen, till exempel
ndgon av
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kan det vara svart att se strukturen bakom multiplikationen. I deluppgift a
ir tanken att eleverna ska uppticka vilka berikningar som ingar i multiplika-
tionsalgoritmen, till exempel att man multiplicerar 6 ental med 3 tiotal vilket
ir 6-30=180. I deluppgift b vill vi att eleverna forstar att de fyra multiplikatio-
nerna summeras. Det som kan ha varit en magisk algoritm for eleverna bryts
dirmed ned i sina olika bestandsdelar. Genom att i uppgift b, och senare i upp-
gift ¢, explicit skriva ut "upphojt till 2” pa tva av termerna samt 2-__-__ som
en tredje term leder vi in eleverna i monstret bakom forsta kvadreringsregeln.

Bide andra och tredje exemplet handlar om att fa bittre forstaelse for kon-
jugatregeln och kvadreringsreglerna men det finns en viisentlig skillnad mel-
lan dem. T exempel 2 far eleverna uppticka att vissa av de givna uttrycken har
samma viirde medan i exempel 3 later vi eleverna bygga vidare pa ndgot som de
redan kan, i detta fall multiplikationsalgoritmen. I bada fallen leker vi med tal,
dock pa olika sitt, for att fa ett monster att framtrida. Exempel 3 har fordelen
att eleverna, forutom att uppticka forsta kvadreringsregeln, aven far uppticka
vad som ligger bakom multiplikationsalgoritmen.
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