David Taub

Skrivfelet som bara ger och ger

Ibland kan ett enkelt skrivfel ge upphov till férdjupande och intressant
matematik. Har far vi folja med pa en undersdkning av ett felkonstruerat
problem med algebra och ndgra dynamiska program, en undersékning som
leder [dngt bortom vad som var tanken med det ursprungliga problemet.

ag fick nyligen en friga om hjilp fran en fore detta kollega. Han hade hit-
tat ett problem som han ville ge till eleverna, men kunde inte l6sa det sjilv:

B P c

A D

Punkt P ligger pa sidan BC i rektangeln ABCD. Punkt E &r ritad pa AP sa att
DE &r vinkelrat mot AP. Om AP=DE och arean av rektangeln &r 900 cm?,
bestdm da AP och DA.

Vid forsta 6gonkastet tyckte jag att det kunde l6sas enkelt med tex likformig-
het, men jag insdg ganska snabbt att nigonting inte stimde. Det gir helt enkelt
inte att bestimma AD entydigt — problemet inneholl ett skrivfel och fragan
skulle ha varit "bestim di AP och DE”. Nu bérjade intressanta fragor och f6ljd-
fragor dyka upp, och snart direfter idéer till lektionsplanering som passar allt
fran hogstadiet till gymnasiet och for elever pa olika kunskapsnivéer. Idéer fort-
sitter att komma — problemet verkar vara en nist intill bottenlos killa att §sa ur.

Om arean av rektangeln dar 900 cm?, bestam da AP och DE.

Ifall man skriver ut nigra skalenliga bilder av rektangeln kan eleverna klippa
lings strickorna och "ligga pussel”. Det gir att bygga en kvadrat med sidorna
AP och DE som kan leda till arean AP-DE. En nigot svirare uppgift som kan
losas med likformighet ér:

Visa att om punkt E ligger i rektangeln dr arean AP-DE, dven om AP #DE.

For elever som behover stod kan man formulera om frigan och be dem att
experimentera med GeoGebra:

Finns det ett samband mellan AP och DE och arean av rektangeln?
Nu bérjar det bli mer intressant:

Om man valjer punkt P godtyckligt pd BC och punkt E ligger pa linjen AP sa
att DE dr vinkelrdt mot AP, nér ligger punkt E inne i rektangeln och narligger
den utanfor?
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Eleverna kan med fordel experimentera med exempelvis GeoGebra. De kan
skapa olika rektanglar och flytta punkt P och notera var punkt E hamnar. Att
konstruera modellen i GeoGebra kriiver kreativitet av eleverna och kan vara
ett lirorikt och roligt moment i sig, men férst kan det vara en fordel att ta upp
nagra mer allmidnna fragor med klassen:

Vad dir det egentligen som skiljer en rektangel frin en annan?

Kan man beskriva grupper av olika rektanglar utan att ange specifika mdtt pd
sidorna dd det finns odndligt mdnga kombinationer av mdtt?

Forhoppningsvis kommer eleverna fram till, kanske med hjilp frin liraren, att
det ir just forhillandet mellan sidorna som spelar roll, allt annat 4r bara en fraga
om skala, och alla likformiga rektanglar kan beskrivas med ett enda tal. Jag har
tex valt att anvinda bokstaven k for forhallandet mellan rektangelns sidor s&
att k=2 betyder att AD ir dubbelt sa 1ang som AB. D4 iir det littare att skapa
en modell i GeoGebra att experimentera med.

B P c

k=32 p=05

Nir eleverna har utvecklat en teori kan de borja préva den. Négra elever kan
forsoka bevisa teorin eller till och med ga direkt pa en teoretisk 16sning medan
de andra experimenterar.

Losningsstrategier

Det finns manga olika sitt att 16sa problemet. Liraren kan antingen guida och
uppmuntra vissa strategier, eller lita eleverna sjilva hitta olika sitt och sedan
jimfora dem. Hir foljer nagra forslag.

36 NAMNAREN NR1-2015




o Det giratt anvinda likformighet och algebra pd lite hogre niva. Detta leder
till en andragradsekvation som kan 1sas med vanliga metoder eller som
kan skrivas in i Wolfram Alpha om eleverna inte har lirt sig hur man gor.
WolframAlpha kan till och med 16sa "allmiinna” andragradsekvationer. Till
exempel:

¥ WolframAlpha rro

solve for x (x*2-kx+1=0) g8 |

solve X -kx+1=0 x
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o Problemet kan vara ett bra tillfille att visa hur man kan kombinera olika
delar av matematik. Ett nigot enklare och kanske inte uppenbart sitt iir att
anvinda grafer. Sitt ut rektangelns punkter s& hir (jag visar ett allmint siitt
med k, men om detta iir for svirt kan eleverna vilja olika specifika tal att
testa):

A(0,0)B(O,1) C(k,1) D(k,0)
For att underliitta de algebraiska berikningarna ansiitter vi en variabel BP=n
Ekvationen for linjen AP blirdd y=nx (enkel proportionalitet)

Nista steg ir att hitta ekvationen for DE. Vi vet lutningen direkt: -1/n da
den ir vinkelrit mot AP. Vi vet punkt D och anvinder standardmetoder:
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Punkten E ir di skirningspunkt for AP och DE. Det iir egentligen bara
y-virdet som iir intressant. Nir ir det mer eller mindre in y=1{or ett givet k?

o Eleverna kan undersoka situationen med Desmos for olika k-viirden (man
kan anviinda en sk slider i Desmos eller bara byta ut virdena).
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Notera att x-axeln visar hur langt punkt P ir frin punkt B och y-axeln visar hur
hogt punkt E ligger ovanfor AD. Monstret blir litt att genomskida nu. P och E
sammanfaller pd tva stillen (om k > 2), E ligger ocksa pé rektangeln vid tva stil-
len. E ligger utanfor rektangeln mellan de tvé stillena, annars innanfor. An en
ging ir det skirningspunkter vi vill hitta:

kx

1= >x2+1=kx »x*—kx+1=0
x2+1

En andragradsekvation som kan 16sas for hand eller med Wolfram Alpha. Det
ir intressant att notera att for k < 2 ligger E alltid inuti rektangeln. En annan
intressant fraga dr foljande:

Gardetalltid att hitta punkt P sd att AP =DE om E ligger inuti rektangeln?

Man kan tex anvinda likformighet och Pythagoras foratt fABP = vk —1 .
Viser att k miste vara storre in 1, men finns det en 6vre grins? Vi kan anvinda
samma Desmos-modell som tidigare och bara ligga till denna punkt. Man kan
efter lite provning se att det endast gir om 1<k <2. Elever som behover utma-
ningar kan fi uppgiften att bevisa det.

... och till sist

Detir litt att se att om punkt P ligger lingst till viinster d sammanfaller E med
A.Men vad hinder lingst till hoger? Finns det ett grinsvirde f6r E? Vad hinder
niir k blir riktigt stor? Man kan utforska problemet med en graf, anviinda deri-
vata for att hitta extrempunkter eller anviinda grinsvirden. En rolig utmaning
kan vara att utforska problem mer noggrant i GeoGebra. Se figuren nedan. Hiir
ser man alla stillen diir punkt E kan ligga. Ar kurvan en del av en cirkel? Eller
ser det bara ut s? Problemet innehéller innu mer intressant matematik, som
det kan vara roligt att hitta sjilv eller med hjilp av eleverna.

Allt det hir frin ett enda skrivfel!

k=32 p=0.56
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