Odandlighet och
gransvarde

SAMBAND OCH FORANDRING — DIGITAL TEKNIK — PROBLEMLOSNING

Avsikt och matematikinnehall

Kunskap om oiindlighet och grinsvirden ir grunden for att forstd infinitesimalkalkyl. Aktiviteten
utmanar elevernas forestillning om oindlighet. Syftet dr att introducera begreppet grinsvirde och
attillustrera det med matematikens sprak. Genom aktiviteten utmanas elevernas kreativitet och
problemldsningsférméga utifran ett par grinsvirdesproblem. Problemen gar att 16sa med grafiska,
algebraiska och numeriska metoder. Uppgifterna ger mojlighet att lita eleverna lira sig av varandras
strategier.

Forkunskaper
Rationella uttryck, funktioner, grafer, definitionsmingd och virdemingd.

Material

Elevsida, penna och tillgang till grafritande hjilpmedel. Det ir en fordel om graferna kan visas i
helklass med hjilp av projektor.

Beskrivhing
Efter en introduktion om oiindlighet si tilldelas eleverna var sitt uppgiftspapper. Utan nagra tidigare
forkunskaper om grinsvirden ska eleverna fundera 6ver vad som hinder med funktionerna
x? 2 — 312

f(ﬂf):m och g(x) = 2211

déd x gar mot oindligheten (det vill siga d& x blir storre och stérre). Det bor vara valfritt - men eleverna
kan anvinda sig av digitala hjilpmedel. Enligt modellen EPA (enskilt — par — alla) far eleverna efter

en stund jimfora sina resultat och strategier med en klasskamrats. Liraren lyssnar in de olika sitten
som eleverna tagit sig an problemet pd. Genom att det dven finns ndgra foljdfragor (Vad hinder med
f(x) di x nirmarsig 1? Vilken definitionsmingd och virdemingd har f(x)?) bor varje elev hanigot att
fundera 6ver tills dess att liraren bryter arbetet for en helklassdiskussion. I diskussionen sammanfattas
elevernas losningsforslag och de strategier som de anvint sig av vid problemlésningen. Liraren har
moijlighet att infora beteckningen limes och skrivsittet x — oo,

Introduktion

Be eleverna vid lektionens start att fundera éver vad det innebir att ett tal x blir stérre och storre i ett
uttryck som tex x + 2. Vad blir uttryckets virde di x vixer obegrinsat?

Begreppet oindlighet kan nu introduceras enligt foljande:
Beritta om Hilberts hotell, ett hypotetiskt hotell, konstruerat av den tyske matematikern David
Hilbert i borjan av 1900-talet. Den speciella egenskapen med detta hotell ir att det har oéindligt manga
rum. Nir en ny gist en dag anlinder fir han till sin besvikelse veta att hotellet ir fullbelagt. Hotellets
portier Hilbert lovar att han inda kan hitta ett ledigt rum. Han ber alla innevarande gister att flytta till
rummet med hdgre rumsnummer pa sa sitt att gisten i rum 1lyttar till rum 2, giisten i rum 2 flyttar till
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rum 3 och sd vidare. Alla giisterna har nu ett rum och det finns méjlighet for den nyanlinda giisten att
flyttainirum1.

Den forsta slutsatsen blir: ett plus oindligheten ir fortfarande oéindligheten.

Berittelsen om hotellet fortsitter. Nista kvill, nir hotellet fortfarande ir fullbelagt, anlinder en
oindligt stor buss med ett oiindligt antal nya giister. Vad gor Hilbert? Jo, han ber innevarande giister att
flytta till det rum som har dubbelt rumsnummer mot det som de nu bor i. Det innebir att giisten i rum
Ilyttar till rum 2, gisten i rum 2 flyttar in i rum 4 och s vidare. De gamla giisterna bor dirmed kvar i
rummen med jimna nummer och de nya gisterna far lov att flytta in i rummen med udda nummer.

Nista slutsats: En dubbel oindlighet forblir oindlig.

Uppfdlining
Led en diskussion utifrin elevernas undersokningsresultat. Det finns olika metoder att angripa
problemet pé, exempelvis numeriska, grafiska eller algebraiska. Att lyfta fram olika losningsstrategier
ger eleverna bra verktyg for fortsatt arbete i matematik. Det finns elever som siitter in storre och storre
viirden pd x i funktionsuttrycken och pé si sitt riknar ut att f(x) blir allt mindre.
Andra elever kanske forkortar med x i funktionsuttrycket f(x) och far ett enklare samband att utgé
fran: 1
o) =
D4 ges tillfille att resonera kring att ju stérre x som siitts in i funktionen desto mindre virde fir
funktionen, vilket betyder funktionen nirmar sig noll.
Nagra elever kan ha skissat kurvan eller anviint sig av ett grafritande verktyg (tex Geogebra). Grafen
till funktionen kan studeras tillsammans i klassen via en projektor. Dé x blir oindligt stort (eller
negativt oindligt stort) nirmar sig funktionen noll.

-

Funktionen g(x) ir antagligen lite svdrare for eleverna. Det dr limpligt att grafen till g(x) ritas med
ett grafritande hjilpmedel och projiceras pa tavlan. Funktionen verkar nirma sig -3 dd x gir mot
oindligheten. Gar det att vara helt siker pi det?

2x—3x?
x?+1

g(x) =
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Hir kan du visa ett "trick” dir bade tiljare och nimnare divideras (forkortas) med x? sd att

2
£-3
x) ==
9() 1_|_$L2

For stora x gar bide EOCh — mot nolloch g(x) gir dirmed mot -3. Samma sak hiinder for stora
x

negativa virden pd x.

Ater tillbaka till funktionen f{x). Har nagra elever funderat kring vad som héinder dé x nirmar sig 17
Studera funktionens graf tillsammans. Funktionen f{x) ir inte definierad for x =1 (och observera, inte
heller for x=0, iven om det tycks se ut s). Nira x =1 hinder ndgot mirkligt. D4 x nirmar sig 1 frin
vinster s vixer funktionen mot + oo och da x nirmar sig 1 frin hoger si avtar funktionen mot — oo,
Det blir olika grinsvirden fran hoger respektive viinster och funktionen f(x) saknar grinsvirde da x
ndrmar sig 1!

Vad blir definitionsmingd och virdemingd for funktionen f{(x)? Svaret ir att definitionsméngden,
Dj:x#1 och x#0 och att viirdemiingden, Viy=0.
2

T I 1@ = M = M1 =0

Avslutningsvis kan skrivsittet limes (som betyder grins) introduceras och visas med exemplet f(x):
Det ocksa limpligt att ta upp skrivsittet: Da x — o0 sd f{x) —0.

Variation 3 Ay
Aktiviteten gir att variera genom att andra funktioner studeras. For b (1) = R ir grafen en
w J—
parabel men funktionen ir inte definierad for x =2 (en punkt pa kurvan saknas). Funktionen ir
diskontinuerlig men har ett grinsviirde da x— 2. Bdde frin hoger och viinster nirmar sig funktionen 8.
Genom forenkling med konjugatregeln ir det littare att se dd h(x) = x(x + 2).

Utveckling

Oindlighet och grinsvirden kan studeras ihop med talserier och deras summor. Den geometriska
summan
1+ ! + ! + ! + ! +

2 4 8 16

har ett grinsvirde medan den harmoniska seriens summa

1+ L + ! + : + ! +

2 3 4 5 7
istillet divergerar. Oindlighetsresonemanget kan férdjupas ytterligare. De naturliga talen ir oindligt
manga, likasd heltalen. De rationella talen dr oindligt manga de ocksé eftersom de kan ordnas for att
riknas upp. De reella talen, som fyller hela tallinjen, ir inte upprikningsbara si de ir fler iin heltalen
och de rationella talen. Oindlighet ir inte ett entydigt begrepp!

Erfarenheter

Idéen med att lata eleverna uppticka grinsvirdesbegreppet utvecklades for ka forstielsen for
skrivsittet limes och for derivatans definition. Det har visat sig att elever har kreativa och ibland
vildigt olika sitt att 16sa problemen pa. Limes-beteckningen blir naturligare att anvinda i exempel som

W eleverna sjilva har undersdkt och jobbat med. ‘
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Vad hinder med funktionerna f(x) och g(x) da x gir mot oindligheten?

5132

fa) =

() 21 — 32
Tr) =
g 2 +1

r3 — 12

Vad hinder med f(x) da x nirmar sig 1?

Vilken definitionsmingd och virdemingd har f{x)?
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