Problem fran klockan och kalendern

Lars Nystedt

Matematikbiennalens tema &r "Tid for matematik”. En av forel&sningar-
na behandlade problem som har anknytning till klockan och kalendern.
Ur en almanacka kan manga intressanta problem konstrueras, problem
som anknyter till fragor som manga elever har och manga vuxna. Vem
har t ex inte funderat éver varfér solens upp- och nedgang inte ligger
symmetriskt runt tolvslaget? Det finns ocksa goda mojligheter att ge ett
historiskt perspektiv pa uppgifterna. Amnet har ocksa ett allmant bild-
ningsintresse, for saval elever som larare.

Jag hor till dem som anser att humanistisk
kultur och kunskaper i kulturhistoria&r en
nodvéandig ingrediensi ett samhalles and-
liga liv och déarfor bor ingai skolans un-
dervisning.

Att forsoka hallareda patidens gang ar
ett av mansklighetens tidigaste problem.
Det har vi arbetat med sedan urminnes ti-
der. Det gor att matemati ska problem som
har med tid att gbra ofta har en bakgrund
av kulturhistoria. Jag vill ge ett exempel.

| antikenslander runt Medelhavet dela-
desdagensljusatidini tolv likalangatim-
mar med borjan vid soluppgangen. Histo-
riskabevisfor dennaindelning finnsi Bi-
beln, t ex i liknelsen om tradgardsmasta-
ren som gick ut i elfte timmen for att lgja
arbetare. | passionshistorien star att Jesus
gav upp andan vid nionde timmen. Emel-
lertid & dagarnalangre sommartid anvin-
tertid. Det gor att &ven timmarna var av
olikalangd. | stort sett hade man tvahjalp-
medel for att métatid: dels solur, gnomon,
dels vattenur, klepsydror. Dessa fungera-
deungefar somtimglas. Man | &t vattenrin-
naner i en smal stralei ett karl. Det fanns
graderingar som visade hur hogt vatteny-
tan skulle sta efter en timme, tva timmar
osv. Det finns antika klepsydror bevarade
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som har tvagraderingar, en for sommarens
langre timmar och en annan for vinterns
kortare. Ordet klepsydra & etymologiskt
intressant. Det bestar av tvaled: delsklep
som betyder tjuv, —vi har det i ordet klep-
toman —delshydrasom betyder vatten. En
klepsydra &r alltsd en vattentjuv. Har har
vi bakgrund till ett problem:

Om vi skulle rékna timmar pa samma sétt
som i antiken; hur Ianga skulle &rets langs-
ta och arets kortaste timmar vara?

For att |6sa detta problem méaste eleven ga
till en almanacka. | deflestakaendrar finns
tabeller dver solens upp- och nedgang vid
fem horisonter i Sverige. Man kan ocksa
observera att svaret blir ett annat i Gote-
borg & om vi gor berdkningar for Stock-
holm eller Lund — och framfor allt Kiru-
nal Kanske en intresserad elev kan halla
ett kort foredrag om varfor det ar sa.

Problemet blir genast svarare om vi fra-
gar efter sammasiffror for tex London el-
ler, annu svarare, Alexandria. Det kanske
inte & sasvart att finna uppgifter for Lon-
doni en engelsk Nautical Almanach, men
var far mantagi en astronomisk almanacka
Over Alexandria?

Jag har valt orten Alexandria darfor att
dér 13g antikens valdigabibliotek, grundat
av Ptolemaios | Soter (g att forvaxlamed
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den store astronomen Ptolemaios), och som
forstordesi omgangar, forstagangen ar 47
fKr da Caesar belagrade Alexandria och
slutgiltigt ca400 eKr. Flerastoramatema-
tiker verkade dér, bl a Eratosthenes som
maétte jordens omkrets. Det skulle kunna
varaav intresse att |&ta en elev halla fore-
drag om bibliotekets historia.

Annu svérareblir det omvi anger enviss
latitud, t ex 45 grader, och stdler samma
fraga for den latituden. Finner man ingen
|amplig astromisk alamanacka, maste man
ta till rymdtrigonometri, och da blir pro-
blemet genast ett svart problem pa gym-
nasieniva, som exempelviskan ges som en-
skild uppgift till en braelev.

Decimalt eller sexagesimalt

Vi tillampar i Sverige det decimala matt-
systemet sedan 1889. Alla sorter & nume-
radecimalaoch sortférvandlingar sker (till
skillnad fran tidigare) med en faktor 10,
100 eller 1000. Det gér tio decimeter pa
en meter, tusen millibar paen bar, hundra
gram pa ett hekto och tusen volt pa en ki-
lovolt. Det vill s&ga — alla sorter utom de
som maéter tid (och vinklar). Det gar 60
sekunder pa en minut och sextio minuter
pa en timme. Detta gor att det blir en an-
nan matematik att rakna med klockan én
att rakna med meter och kilo. Allt detta &ar
minnen fran babylonisk tid da man inte
hade ett decimalt talsystem utan ett sex-
agesimalt system. Kanske en elev skulle
kunna beratta om den babylonska kil skift-
ens sexagesimala sétt att betecknatal.

Det ar ocksa sant att vi sager ” tusen
tack” och inte” ett kilotack” !

Star solen i soder klockan 12?

Nér vi anda har almanackan uppe— |t oss
titta efter nar pa dagen solen star rakt i so-
der, dvs hogst upp pa himlen. Det bor bl
precisklockantolv. Men s ar det inte. Det
sker mitt emellan solens upp- och nedgang,
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vilket 1 jan blir i Stockholm kl 11.51 ochi
Go6teborg sammadag kl 12.15. Varfor blir
det inte klockan tolv, och varfor blir det
en skillnad pa 24 min mellan hur det &r i
Stockholm och i Géteborg? Solen gar 360
grader pa 24 timmar —hur langt hinner den
pa 24 minuter? Stammer det med den verk-
ligaskillnadeni longitud mellan detvasté
derna? Har kan man beréttaom —eller 13ta
en elev beradtta om — lokal tid och svensk
normaltid som skulle vara gemensam for
helariket. Den blev nédvéandig nér jarnvé-
gen kom, och infordes 1878.

Vi fortsétter att tittai almanackan. Bade
den 8 dec och den 22 dec 2000 gar solen
ner kl 14.46 i Stockholm, men uppgangen
skiljer sig 14 minuter. Dettainnebar att tid-
punkten pa dagen da solen star rétt i soder
har flyttat sig 7 minuter pa 14 dagar. Kan-
ske dettaskall undersbkasvidare. Man kan
|éta elever gora ett diagram over nar pa
dagen solen star i soder for olika tidpunk-
ter pa aret. Resultatet blir att tidpunkten
nar solen star i soder varierar med upp till
32 minuter. Dygnen & altsdintelikalanga.
Aretslangstadygn & ca40 sekunder [angre
an det kortaste. For att fa likalanga dygn
aret runt blir vi tvingade att uppfinna en
sk medelsoltid. Skillnaden mellan medel -
soltid och verklig soltid kallas for " tidsek-
vationen” och var kand redan i antiken.
Ptolemaios talar om den i sitt stora verk
Almagest. Det & imponerande att man kun-
de upptécka den med de primitiva instru-
ment man da hade till férfogande. En in-
tresserad och skarpt elev kan fai uppgift
att studera varfor tidsekvationen uppstar.
Medan vi talar om klockan —

Hur fort rér sig de olikavisarna? Hur manga
vinkel sekunder hinner t ex timvisaren paen
sekund?Vad blir svaret omvi réknar i "gon”
av vilka det gar 400 pa ett varv? Vad blir
svaret om det skall gesi radianer?

Resultatet blir mycket férvanande om man
betanker att geodeterna i slutet pa 1700-
talet kunde méta vinklar med en noggrann-
het av en vinkel sekund!
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Decimalklockan

Under franskarevol utionen beslutades om
en decimal klocka. Den skulle hatio tim-
mar paett dygn, hundraminuter paentim-
me och 100 sekunder pa en minut. Urtav-
|an brukade goras sadan att timvisaren gick
fem timmar paett varv, dvstvavarv paett
dygn. Har kan vi goraen enkd sortférvand-
ling.

Nér den decimalaklockan &r t ex 7.30; vad
ar dden ”normal” klocka?

Nér den decimala klockan & 7.70; vad &r
daen”normal” klocka?

Dettakan en god elev pamellanstadiet kla-
raav. 7.30 & kanske litet val lurigt valt.
Mangakommer att tro att det & " halv atta’,
men "halv atta’ & 7.50. Naturligtvis kan
man sortforvandla a andra hallet med.

N&r var klocka &r halv atta; vad visar den
decimala klockan?

Det kan till&ggas att den decimalaklockan
inte blev nagon succé. Den” glémdes bort”
redan efter halvannat &r. Den intresserade
rekommenderas ett besok pa Musée Car-
navalet i Paris. Dér finns decimala klock-
or utstéllda. Det kan dock papekas att se-
kunden numeradelasin decimalt i tionde-
lar och hundradelar, och inte i sextionde-
lar, som den i logikens namn egentligen
borde géras.

FOr Ovrigt kan vi titta pa klockan och
konstatera, att daoch dastar tvavisarerakt
ovanpa varandra.
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Hur stora ar tidsmellanrummen mellan att
tex timvisaren och minutvisaren €ller tim-
visaren och sekundvisaren helt 6verens-
stammer?

Vi antar att klockan har en sekundvisare
som ror sig jamnt och inte hackigt som ofta
ar fallet. Kan det intréffa att allatre visar-
na dverensstammer? (Utom kl 12.00 for-
stés.) Vi kan stélla samma fragor fér den
decimala klockan som for var vanliga
klocka, dvs: Med hur [angamellanrum star
tvavisare rakt dver varandra? Vi kan ock-
safragafoljande:

Finns det ndgon indelning av dygnet i x an-
tal timmar och nagon indelning av timmen
i y minuter och minuten i z sekunder pa s&-
dant sétt, att allatre visarna vid nagon viss
tidpunkt antar samma lage?

L okal tid

Vi har tidigare berort skillnaden mellan
nationell tid och lokal soltid. Ar 1884 sam-
lades man till en konferens i Washington
for att samordnaklockornai helavérlden.
Det var da det bestamdes att man skulle
utga fran Greenwichmeridianen och for
ovrigt delain vérlden (i princip) i 24 tids-
zoner. Det kan bli en bra studieuppgift for
en grupp att paen varldskartafoljautveck-
lingen vérlden runt under tva dygn fran
midnatt till midnatt och illustrera under
dygnets gang vad klockan & och vilken dag
det & paolikastdlen pajorden. Observe-
ra att det finns tva datumgranser, en fast
och en rorlig.

Det nuvarande systemet var dock endast
ett av flera forslag vid konferensen. Ett
annat av dem var foljande: Vi gor inga zo-
ner, utan alla klockor i varlden skall ga
likadant som GMT, dvs som klockan i
Greenwich. Det skulle naturligtvis fa till
foljd att i somligalander 1ag man och sov
mellan, s&g 10 och 18 och affarerna 6pp-
nade kl 20 och stangde ki 04. Vitsen med
detta system &r, att det inte blir ndgon da-
tumgrans. DagarnabytslikaOver helajor-
den. Mandag blir tisdag 6ver helajorden i
samma 6gonblick det sker sai Greenwich.
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Hur skulle man daforklaraatt man vinner
en dag genom att fardas jorden runt oster-
ut, som Phileas Fogg gjorde i Jules Ver-
nesroman? Det finnsjuingen datumgréns
léangre.

Jordens, manens och solenstid

Det finns ett omrade till dar forhallande-
na mellan de olika sorterna inte & deci-
malt, och det & kalendern. Det &r dessut-
om ett omrade dér vi manniskor inte helt
rader 6ver sorterna. De&r ossgivnaav dels
jordens rotation, dels solens och manens
vandring 6ver var himmel. Det astrono-
miska sambandet mellan (medel sol)dygn,
manad och &r & inteensgivnaav heltal. |
varakalendrar déremot skall forhallande-
na ges som heltal. Det skall ga ett heltal
antal dagar paen manad, respektiveett ar.
Den minstaenheten & dygnet som allt-
sa & den tid det tar for jorden att snurra
ett varv. Men vad &r ett varv? Skall det
raknas efter (medel-)solens varv eller ef-
ter en stjarnas varv? Stjarndygnet, det si-
deriska dygnet, ar litet kortare an medel-
soldygnet eftersom det gar exakt ett side-
riskt dygn mer per & an medelsoldygn.

Varfor & det s&, och hur mycket kortare ar
det sideriska dygnet an medel soldygnet?

Néastastorhet & en rent mansklig konstruk-
tion, namligen veckan som bestar av ex-
akt sju dygn. Det finns inget fenomen pa
himlen som motiverar sudygnsveckan.
Observeraatt veckan &r oberoende av sor-
ternamanad och ar. Veckodagarnas foljd
fortsdtter som vanligt, oberoende av om
det blir en ny méanad €eller ett nytt ar.
Ytterligare nasta storhet & den tid det
tar for manen att fullbordaen cykel av vax-
ande och avtagande. Detta kallas for en
synodisk ménad eller lunation. Den cykeln
har givit upphov till vart begrepp manad.
Observeraatt begreppet "nymane” har tva
betydelser. Det kan dels betyda den sma-
laskdrasom &r den synliganymanen, men
det kan ocksa betyda den tidpunkt damé&-
nen star i samma riktning som solen och
antingen ar osynlig eller fororsakar sol-
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formorkelse. | var kultur har vi manipule-
rat manvarvet, s att en manad har blivit
en mycket konstig sort som kan vara 28,
29, 30 eller 31 dagar. Vilken annan sort
kan uppfora sig sa? | islamska lander &r
det daremot sa att en ny manad borjar nar
tva personer infor en ansvarig person vitt-
nat att de verkligen sett nymanen. En sy-
nodisk manad &r 29,53059 medel soldygn.
Men en kalenders manad skall varaett helt
antal dygn. Den islamska manaden &r allt-
sa omvéaxlande 29 och 30 dagar lang.

Ett &, som bestér av tolv sddana manader,
hur manga dygn blir det?

Vad hander med nyadrsdageni ett sadant ar?

Hur l&nge dr¢jer det innan det islamska ny-
aret har gatt ett varv runt det vasterlandska
aret?

En utvikning & hér pa plats. Det &r ofta
viktigt att vetamed vilken noggrannhet en
uppgift ar given.

Den synodiskamanaden angestill 29,53059
medel soldygn. Vilken skillnad i minuter och
sekunder blir det om sistasiffran hade varit
en dttai stéllet for nia?

Som allahar lagt mérketill, gar manen upp
senare och senare for varje dygn som for-
flyter i manvarvet. Vad kommer dettasig,
och hur mycket senare star manen rakt i
soder for varje dygn som gar?

Hur langt ar ett ar?

Betydligt besvéarligare an att bestdmma
manvarvet var det att bestdmma hur langt
det mycket langre varv som vi kallar &r &r.
Hur skall man kunna méta arets 1angd? |
vissalander kan man fahjdp av arligafe-
nomen. | Egypten, tex, borjade Nilen sti-
gavid en visstidpunkt for att senare svam-
ma dver. Man kunde ocksa lagga mérke
till att flyttfaglarnakom eller att bjorkarna
slog ut. Men om man réknar antalet dagar
som gatt fran det att bjorkarnaslar ut ett ar
och tills de slar ut nasta ar, &r det inte s&
kert att man far rétt svar. L6vsprickningen
kan varatidig ett ar och senare nésta ar.
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Numera vet vi att arstidsaret,det tropiska
aret, & 365,2422 medelsoldygn. | det fa-
raonska Egypten 1& man aret ha 360 da-
gar plus fem Gverskjutande dagar, sk epa-
gomener. Det blev litet fel. Vad hande da?
Julius Caesar utfardade ar 46 f Kr en for-
ordning om en kalenderreform som inne-
bar att tre av fyra ar skulle ha 365 dagar,
under det att det fjarde aret skulle kallas
bisextilt (ordet " bisextilt” har ocksaenin-
tressant historia) och ha 366 dagar.

Vilken langd pa dret motsvarar det?

Hur mangaminuter och sekunder skiljer sig
det tropiska aret och ett sddant kalenderar
a?

Hur manga ar tar det innan skillnaden mel-
lan de tva sétten att rékna aren uppgar till
ett dygn?

Under arhundradenas gang véaxte skillna-
den sdpass mycket att det blev till ett pro-
blem, framfor allt vid berékningen av nér
pasken skulle infalla. Ar 1582 beslét p&
ven Gregorius X111 om en kalenderreform,
som innebar att jamna sekelar inte skulle
varaskottar, forsavitt inte sekelsiffrornaér
jamnt delbara med fyra. Pa fyrahundra ar
blev det alltsa 97 och inte hundra skottar.

Vad ger det for langd pa kalenderéaret?

Hur manga ar drjer det innan det ackumu-
lerade felet uppgar till ett helt dygn?
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L &ngderna pa lunationerna respektive sol-
aret &r mycket ojamférbara. Under antiken
blev man darfor mycket lycklig over att
finna en period som "néastan” bestod av
bade ett helt antal ar och ett helt antal |u-
nationer. Tva sddana perioder var attadrs-
perioden octaéteris och (i synnerhet) den
19-ariga Metons cykel.

Hur mycket skiljer sig den metonskacykeln
fran ett heltal antal lunationer?

Pasken skall infalla forsta sondagen efter
forstafullmane efter vardagjamningen. Det
kan vara av intresse att veta att det &nnu
efter Gregorius reform ror sig om en ka-
lendarisk fullmane beréknad efter Metons
cykel och inte om den "verkliga’, astro-
nomiska fullmanen. Skillnaden mellan de
tvafullmanarnakan uppgatill ett par dygn.
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