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Utmaningar for understimulerade

Att rakna fore i boken ar ett vanligt satt att mota de elever som ar
speciellt intresserade och duktiga i matematik. Ofta saknas dock
de utmaningar som kan behdvas for att halla intresset vid liv. Har
ges forslag pa ett arbetsomrade som avser att fordjupa och vidga
kunskaperna och ocksa stimulera intresset hos dessa elever.

vart mote med nagra elever i drskurs 4

ien skola i en forort till Stockholm for
nagra ar sedan. Vi var dir f6r att préva ndgra
idéer som vi hade om hur skolan ska kunna
ta hand om de elever som 4r understimule-
rade i matematik. Liraren hade darfor valt
ut den handfull elever som hon trodde skul-
le vara lampade f6r oss att prata med. Var
avsikt den dagen var att forklara modulorik-
ning fér dem. Vi ville se om de kunde félja
med i vira resonemang om varfér man kan
vilja rikna med modulo, och om hur man i
praktiken gor det.

Vi borjade med att prata om klockan och
hur man ska tinka om man till exempel vill
rikna ut hur mycket klockan ir 8 timmar
efter klockan 9. Vi forklarade att man bara
behovde addera som vanligt, men att man
sen skulle ta bort 12 frin resultatet efter-
som 12 timmar 4r samma sak som ett helt
varv runt urtavlan och alltsd inte spelar né-
gon roll. Trevligt nog hade de inga stérre
problem att férstd varfor och idén med att
hela varv var ointressanta och att man dir-
for kunde strunta i multipler av 12 var snart
helt naturlig for dem. Nir de fick rikna lite
pa egen hand klarade de snart ocksa av sub-
traktion, dir de istillet var tvungna att lig-
ga till 12 fér att fa ett korrekt klockslag.

Efter att ocksé ha ndmnt och diskuterat
veckodagar med dem, dir det istéllet &r ta-
let 7 som #r viktig, forklarade vi modulo-

l at oss borja med en liten berittelse om
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rikning mer allmint, det vill siga hur man
raknar med modulo for godtyckliga tal. De
var intresserade och hade gott om frigor.
Vi pratade om att nir man riknar modulo
5 kan man siga att man bérjar om fran 1 nir
man kommer till 6, 6 4r ju samma sak som 1,
och s8 vidare, och att det dirfor egentligen
bara finnsfem tal: 1, 2, 3, 4, 5.

Nir vi kommit s& langt frigade en av
eleverna hur man gér med 0: S ir ju egentli-
gen 0, s3 hur fungerar det egentligen?”.

Flickan som frgade hade redan tidiga-
re varit den som verkade ha klart littast att
forstd vad vi pratade om, och hennes fraga
hade vi innan lektionen funderat pa - skulle
vi ta upp nollan eller hoppa 6ver den fér att,
som vi trodde, gora det enklare? I och med
hennes friga insdg vi att de hir eleverna var
alltfér begdvade i matematik fér att vi skulle
kunna hoppa 6ver saker for att gora det enk-
lare, och vi skulle bli tvungna att ta upp hur
det egentligen férhéller sig med nollans roll
i modulorikning.

Efter tva timmar var vart méte med elev-
erna slut och vi hade ett samtal med liraren.
Vi berittade hur imponerade vi varit dver
elevernas forstdelse, och framforallt &ver
flickan som stillt fragan. D3 framkom né-
gonting intressant: Liraren, som precis hade
Svertagit klassen, hade egentligen inte varit
siker pa att flickan ifriga var bra pd mate-
matik. Hon var alltid uttrékad pé timmarna
och verkade inte lyssna, men lidrarens kinsla




var att flickan kanske var understimulerad
och dirfér hade hon fatt vara med i gruppen
vi traffat. Den flickan, som uppenbarligen
var mycket begdvad vad giller matematik
men som givetvis var uttrdkad pa lektioner-
na dr exakt den sorts elev som vi vill kunna
hjilpa.

Vad gors idag?

Det finns vissa standarderfarenheter som
understimulerade elever i matematik bru-
kar ha: Rikna fére i boken, rikna fler och
ibland svirare uppgifter pd samma tema,
vara hjilplarare 8t andra elever, rikna knep-
och-knap-uppgifter. Vi ska inte gé in alltfér
detaljerat pa varfor vi tycker att det hir ar
mindre lyckade strategier for eleven sjily,
men nagra av problemen &r att eleven ofta
inte foljer med i den vanliga undervisning-
en eftersom han/hon redan riknat avsnittet
och att eleven inte fir chansen att lira sig
sd mycket matematik som han/hon egent-
ligen skulle kunna tillgodogéra sig. I Lpo 94
stdr det att "undervisningen skall anpassas
till varje elevs forutsittningar och behov”,
och det giller dven de speciellt begdvade
eleverna. Dirfér foredrar vi att man istél-
let ger eleven mojligheten att lira sig ma-
tematik som inte tas upp i i kursplanen fér
grundskolan. D3 kan de f6lja med i den van-
liga undervisningen nir nya saker tas upp
dir, men ocksa parallellt ha en annan bok
att jobba med nir de har tid 6ver. Dir kan
man ta upp mer abstrakta problem och ge
utmaningar som kriver bade kreativitet och
analytisk férméga.

Lampliga omraden for
bredvidmaterial

Riknekunskaperna hos mellanstadieelever
ar inte alltfor stora sd de omrdden man vil-
jer att behandla bor inte kridva avancerad
aritmetik. Exempel pd bra omraden &r kryp-
tologi (som ménga elever tycker dr roligt),
kombinatorik (som delvis tas upp i den van-
liga kursplanen) och flera omriden inom
den diskreta matematiken. Dessa har vi be-
handlat i vira bécker. Hir tar vi upp ett om-
rdde som vi ockséd tycker passar utmirkt,
grafteori.

Grafer

Fér en mellanstadieelev kan grafer te sig
som ett mirkligt matematikomrade. Till
skillnad frén det mesta de sett tidigare, dir
det ofta handlar om siffror och rikning, sa
handlar det nu nistan enbart om struktu-
rer och tankar om dessa. Ytterligare ett skil
till att grafer 4r ett omrade som dr virt att ta
upp ir att vi vill visa att matematik innehél-
ler s& mycket mer 4n ren aritmetik.
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Figur 1. En graf bestdr av punkter och streck mel-
lan punkterna. Vi kommer att kalla dessa for
horn respektive kanter i fortsdittningen.

En graf som den i bilden ovan kan symboli-
sera manga olika saker:

o En karta med vigar och stidder, dir hor-
nen &r stider och kanterna vigar mellan
stdderna

o Ett sociologiskt diagram, dir hérnen &r
minniskor och kanterna symboliserar
ett forhéllande mellan dem

o FEtt abstrakt sitt att illustrera samband
mellan godtyckliga féremal.

Man kan ocksd ha riktade grafer, det vill
siga grafer dir kanter som férbinder tva
horn har bestimd riktning. En sddan kant
kan exempelvis symbolisera en enkelrik-
tad gata eller det faktum att person A dlskar
person B, men kinslan inte dr besvarad.

Ett bra sitt att fa forstdelse f6r vad en
graf egentligen &r ir att ta upp Eulerstigar,
det vill siga problemet om néir man kan rita
en graf med ett enda kontinuerligt streck.
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Problem:
Forsok att rita figur 1 ovan med ett enda
streck. Du ska borjaiett horn, och du far
bara anvanda varje kant en gang.

Svar: Det gar bra.

Ett exempel pa en 16sning ar
A>E>B>A>D->B>C->D->E.

Problem:
Forsok gora samma sak med figur 2.

B C
A D
Figur 2

Svar: Det garinte.

Vi ska bevisa varfor det dr omojligt. For
att uttrycka det formellt s har vi hittat en
Eulerstig i figur 1, men fér grafen i figur 2
finns det inga Eulerstigar. Beviset hir ir
skrivet fér Niamnarens lisare, for elever
kan det passa bittre med ett mer informellt
bevis med illustrerade exempel.

Det ar enkelt att bevisa kriterierna fér
att det ska finnas respektive inte finnas en
Eulerstig i en (oriktad) graf. Det ricker med
att titta pd graden for ett hérn, dir graden
for ett hérn definieras som det antal kanter
som utgdr fran hornet. Exempelvis har hérnet
A grad 3 i graferna ovan.

Sats:
Om det finns 0 eller 2 horn med udda
grad i en sammanhdngande graf (sam-
manhdngande innebdr att grafen inte
bestar av flera delar) sa har grafen en
Eulerstig. Om det finns 4 horn eller fler
med udda grad sa saknas Eulerstigar.

Notera att det inte kan finnas ett udda antal
hérn med udda grad eftersom varje kant gar
mellan tvd hérn, s& om man summerar gra-
den fé6r alla horn sé fir man ett jimnt tal.
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Figur 3
Bevis:

Vi vill rita grafen med ett enda streck, och
vi far bara anvinda varje kant en géng. Det
betyder att allteftersom vi ritar strecket s
plockar vi bort de kanter vi anvinder, och
nir vi ir klara ska inga kanter finnas kvar i
grafen om det finns en Eulerstig.

Studera nu hur graden i ett hérn dndras
nir vart streck passerar forbi den. Varje gng
strecket nar ett horn och sedan fortsétter ut
fran hérnet sd kommer graden minskas med
2 (en kant anvinds pé vigen in till hornet,
en pa vigen ut). S3 ett horn med jimn grad
kommer fortfarande ha jaimn grad efterat,
och detsamma giller for ett horn med udda
grad. Men i det hérn man bérjar skiftar gra-
den, och pa samma sitt i det hérn man slu-
tar, eftersom bara en kant anvinds i bada
fallen.

Lat oss borja med fallet med en graf dir
alla horn har jimn grad, se figur 3. Vi bérjar
rita stigen i ett horn X. Det innebir att X nu
har en udda grad, medan alla andra hérn har
jamn grad. Och det innebir i sin tur att oav-
sett hur man drar strecket s& kommer det
att sluta i hérn X. Om du inte kan fortsitta
strecket betyder det att graden for hdrnet dr
1 nir strecket 4r pd vig in till det. Men alla
hérn utom det du boérjade i har jamn grad,
och fér sddana hérn vet vi ju redan att de
fortfarande har jamn grad efter varje ging
strecket har passerat igenom det. Alltsa
maste strecket sluta i det forsta hornet. Nu
kan vi lyckas rita hela figuren med ett enda
streck eller sa ser det ut som i figur 4.
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Figur 4. Alla horn har jamn grad, och strecket bor-
jari A. Istéllet for att plocka bort anvinda kan-
ter har vi med pilar markerat hur strecket gar;
som synes kom de tre dversta kanterna inte med i
strecket.

o————>
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Eftersom alla hérn hade jimn grad frén bor-
jan sd har alla hérn fortfarande jamn grad,
dven nir man har dragit sitt streck. Det
innebir att for de eventuella delgrafer som
inte kom med i strecket kan vi géra samma
sak igen: Vi kan bérja med ett nytt streck
i ett horn som ingick i det forsta strecket,
och det nya strecket kommer da att sluta i
det horn det bérjade. Sen kan vi klistra ihop
det strecket med det forsta strecket, och sa
vidare till hela grafen ritas med ett streck. I
figur 4 borjar man alltsd streck nummer tvé
i hérn B i nedre vinstra hornet av triangeln
som inte kom med:

\

Figur 5.

Alltsé kan man alltid hitta en Eulerstig i en
graf dir alla horn har jamn grad. For att vara
exakt kan man till och med hitta en Euler-
cykel, det vill séiga ett streck som bérjar och
slutar i samma horn.

P& samma sitt kan man alltid hitta en
Eulerstig om endast 2 hérn har udda grad.
Om man bérjar strecket i det ena av dessa
hérn s maste det sluta i det andra, och ef-
tersom alla andra horn har jamn grad kan
man tillimpa resonemanget om hopklistra-
de streck. Det dr omoiligt att hitta en Euler-
stig om det finns 4 eller flera hérn med udda
grad. D3 kan maximalt 2 stycken hérn ha
dndrat grad fran udda till jaimnt eller tvirt-
om. Om du har ritat hela grafen med ett
streck maste alla horn ha gitt ner till grad =
0 nir du dr klar.

Viharalltsd bevisat att det finns en Euler-
stigien graf om och endast om det finns ex-
akt O eller 2 hérn med udda grad.

Fortsattning

Efter att ha arbetat med Eulerstigar kan man
fortsitta med Hamiltonstigar, dir stigen ska
passera varje horn exakt en ging, med bipar-
tita grafer som ar grafer dir alla hérn har en
av tva firger och tva forbundna horn inte far
ha samma firg. Andra problem &r allmin
graf-firgning, det klassiska handelsresande-
problemet dir man ska hitta den kortaste
vigen for en handelsresande som maste be-
soka alla stider precis en gang, minsta snit-
tet, storsta flédet och sé vidare.
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