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Problemldsning i symbios
med matematikhistoria

Samverkan mellan matematik och andra dmnen kan sti-
mulera problemlosning. Hdr finns mdnga anknytningar till
naturvetenskap, konst, teknik och inte minst historia. Syftet

med denna artikel dr att pavisa hur problemlosning och
matematikhistoria kan korsbefrukta varandra och ingd i en

levande symbios.

ar finner vi dventyren i matema-
\ / tiken? Utan tvivel dr det frage-
stillningarna som inbjuder oss till
dventyr. Det dr de som ger oss utmaningar.
I var strivan att klara av dem kan det bli
riktigt spdnnande. Redan i bérjan av en
problemldsning kan adrenalinet rinna till
nir man tror att man funnit en fruktbar
uppslagsinde. Ska den leda framat eller in
ien atervindgrand? Och nér man slitit ett
bra tag och slutligen kommit fram till en
l16sning kan pulsen oka
en hel del medan man
undersoker om l6sningen
verkligen héller f6r logi-
kens skarpa proévning.
Problemldsning i vixel-
verkan med begreppsbildning och 6kad
kunskap bildar kdrnan i all matematisk
aktivitet, inte minst i skolmatematiken.
Till skillnad mot matematikerna maste
lararna halla sig innanfér en anstringan-
de tidsram. Det hiander tyvirr att viktiga

Bengt Ulin har varit lektor vid
Ldrarhogskolan i Stockholm
och Kristofferskolan i Bromma

moment rentav maste uteslutas pa grund
av tidsbrist. Sddant kinns oangenimt, i
synnerhet med tanke p& évningsaspekten
av dmnet. Problemlosning bér f& bedrivas
ilugn och ro.

Breddning av skolmatematiken
En viktig faktor for att stimulera eleverna
till utmaningar och trining r att integre-
ra matematiken med andra verksamhets-
falt. Vilka filt rér det sig
déd frimst om? Natur-
vetenskap och teknik,
enligt manga. Kant anség
att det finns s& mycket
hallbar kunskap i natur-
vetenskaperna som det finns matematik i
dem - en ritt extrem bedémning, fir man
vil siga, eftersom naturvetenskapen si
starkt bygger pa iakttagelse.

Men #ven konst, hantverk och historia
har manga och djupgdende anknytnings-



punkter till matematik. Ju mer denna kan
vdvas samman med nirliggande dmnen,
desto djupare blir elevernas helhetssyn
och desto starkare deras motivation. Det
ar darfor viktigt att i viss man realisera
skolmatematiken som ett orienterings-
dmne. Hur ska nu detta gé till, ndr utrym-
met inte tycks ricka till f6r matematiken
som 6vningsimne, for 6vning i problem-
16sning?

Symbios mellan problem-

|6sning och historia

I en tinkvird artikel i Ndmnaren nr 3,
2001 ger Tomas Wennstrém en berittigad
varning for att matematikhistorien enbart
ges i notisform. Han ger intressanta exem-
pel pd hur matematik varit integrerad med
olika sektorer av samhillet. Min erfaren-
het 4r att man kan forbittra tidsekonomin
i undervisningen genom att sammanflita
problemldsning med matematikhistoria.
Dessutom forstérker en sddan integration
elevernas motivation en hel del. Problem
som tagits ur olika kulturer och som ir
forenliga med kursen bidrar till en kors-
befruktning mellan problemldsning och
idéhistoria. Dessa tvé filt kan leva i sym-
bios med varandra. [ fortsittningen ska vi
se pa nagra representativa exempel.

Exempel 1

Som Papyrus Rhind och Papyrus Moskva
visar var de fornegyptiska liromistarna
skarpsinniga nir det gillde & ena sidan
uppdelning av brék i en summa av stam-
brak (bréktal med téljare 1), & andra sidan
16sning av geometriska problem. Ibland
behandlade de proportionalitet pa ett spe-
ciellt sitt, ndmligen i den Hau-rdkning
som spelade en viktig roll (Hau betydde
hop, méngd). Hir féljer uppgift nr 26 ur
Papyrus Rhind:

En mangd och dess fjardedel ger tillsam-
mans 15. Hur stor ar méngden?

Som 16sning anvisar skrivaren: "Rikna

med 4, ta dirav en fjirdedel, dvs 1. Sum-
man blir 5. Talet 5 gér upp 3 ganger i 15.
Alltsa blir svaret 12.”

Det stimmer, eftersom fjirdedelen av
12 4r 3 och 12 + 3 = 15. L4t oss nu ta ett
sprang over till ett geometriproblem i god

euklidisk stil:

Exempel 2
Av en triangel ABC kdnner man vinklarna
A och B samt triangelns omkrets p. Kon-
struera triangeln (med passare och lin-
jal).

Lat oss forst konstatera att dven vinkeln C
arkind, eftersom triangelns vinkelsumma
ar 180°. Vi kanner alltsd alla tre vinklarna
och det finns en odndlig skara likformiga
trianglar med de givna vinklarna. I denna
skara har en viss triangel en omkrets lika
med den givna strickan p. Det finns alltsd
en entydig 16sning. Man kan hir passa
pé att diskutera med eleverna varfér en
sddan 16sning maéste finnas och anknyta
till kontinuitetsprincipen. Nu kan forn-
egyptiernas Hau-metod komma vl till
pass, dvs att forst finna proportionerna
och sedan justera till ritt storlek: vi vil-
jer en triangelsida A'B” och avsitter vink-
larna a och B vid andpunkterna A" resp B'.
Dirmed erhéller vi en triangel A'B'C’, vars
vinklar dr de givna. Den erhallna triangeln
méste sedan justeras s att dess omkrets
p’ blir lika stor som strickan p. Detta
genomfors med den parallellkonstruktion
som fig 1 visar f6r det fall att omkretsen
maste forstoras, dvs dd p< p. I figuren har
vi av utrymmesskail valt att jamf6ra halva
omkretsarna.
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En mirklig, konstlad problemtyp rérande
forstoring och férminskning finner man i
de babylonska urkunderna:

Exempel 3
Jag fann en sten [men vdgde den inte];
sedan jag 6kat dess vikt med en sjunde-
del och darefter 6kat [den nya vikten]
med en elftedel vagde jag stenen: den
vagde dd 1 ma-na. Vad vdgde stenen
fran borjan?

Vi skulle inte vilja utsitta véra elever for
en sidan orealistisk uppgift, men tydligen
gav man stenar av detta slag som trining i
Babylonien. I ett historiskt perspektiv kan
vi med gott samvete stilla eleverna infor
ett och annat problem av artificiellt slag,
tex for att visa att konstlad "skolmate-
matik” har en ldng historia. Ldsningen av
det babylonska exemplet visar fér Svrigt
eleverna fordelen med att utnyttja for-
andringsfaktorer; i det aktuella fallet kan
de stilla upp och 16sa ekvationen
8 12 _,
7 11

dér x ar den sokta vikten uttryckt i vikt-
enheten ma-na. Dessutom kan eleverna fa
kontrollera det babylonska svaret,

2 ma-na, § gin, 22 1 se,
3 2

varvid 1 ma-na =60 gin och 1 gin = 180 se.

I anslutning till exempel 3 - eller efter
ndgon annan inledning - kan man ta upp
det babylonska talsystemet, vars bas var
60. Samma bas kom senare att anvindas
av grekerna. Den ir fortfarande aktuell i
véra tidsenheter timme och minut som
ju utgér 60 minuter respektive 60 sek-
under. Den utnyttjas pa likartat sitt vid
vinkelmitning, dven om teodoliternas
vinkelskalor numera oftast baseras pa
decimalsystemet.

Man kan girna ge uppgifter pa andra
talsystem, t ex mayakulturens system dar
basen var 20. Av stort virde dr att lata
elever i 15-4rsaldern skapa ett eget talsys-
tem, girna med 5 som bas, och 13ta dem

pa egen hand utveckla tekniken fér olika
algoritmer. Givetvis ska det bindra syste-
met tas med, eftersom det har biring pé
datatekniken.

Lat oss nu se pd en geometriuppgift
fran den hellenska epoken:

Exempel 4
AB @r en given stracka. Finns det en del-
ningspunkt X pa strackan, s att den kor-
taredelenfdrhallersigtilldenstorredelen,
somdennaforhallersigtill hela strackan?
I'sd fall, var befinner sig punkten X?

Om X befinner sig nira B, sa ligger for-
héllandet u = |XB|/|AX| nira O, medan
forhallandet v = |AX|/|AB| 4r nira 1. Om
ddremot AX upptar négot mer 4n halva
strickan AB, s3 ir u nira ett, medan v ir
endast nagot storre dn en halv. I det forra
fallet giller alltsé u < v, i det senare fallet
ddremot u > v. Av kontinuitetsprincipen
foljer att likheten u = v méste uppnds nir
X 161 sig mot mitten frdn ett l4ge néra B.
Alltsa finns en 18sning.

Med |AX| = x och |AB| = 1 far vi ekva-

tionen

x
1

1-x B

Detta leder till andragradsekvationen
xX*+x=1
och ger eleverna ett meningsfullt tillf4lle
att anvinda kunskap i algebra.
Den positiva roten ar

(/5 -1)/2=0,618

Talet ger det gyllene snittet av strickan
AB, ett delningsforhéllande som ansags
sarskilt vackert och utnyttjades i stor
skala i de gotiska katedralernas arkitek-
tur. Det finns en omfattande litteratur
om gyllene snittet och de Fibonacci-tal
som ir nira férknippade med talet. Hir
gar matematikhistorien hand i hand dven
med biologin.

NAMNAREN NR3 43



I geometrin dyker gyllene snittet pa ett

skont sidtt upp i den regelbundna fem-
hoérningen. Dess diagonaler formar ett
regelbundet pentagram, den "logo” som
pythagoréerna anvidnde for hilsa, och
varje diagonal skdrs av de angrinsande
diagonalerna i gyllene snittets proportion.
Att underséka den reguljira femhorning-
ens egenskaper innebir att pa ett instruk-
tivt sitt férena geometri med algebra. En
sddan mojlighet ger dven fénstren i de
gotiska katedralerna, som féljande pro-
blem ger ett exempel pa.

Exempel 5

Figuren visar schematiskt den 6vre delen
av ett gotiskt katedralfonster.

Cirkeln &r inskriven i utrymmet mellan
en bas AB och tvd symmetriskt stéllda
spetsbdgar med centrai A och Bochvars
radie ar lika med basens ldngd, 2a. Hur
stor ar cirkelradien?

PN

A a T B

Det giller hir att {3 ett grepp om laget fér
cirkelns medelpunkt, M. Poingen ir att M
ligger pa linjen fran A (eller B) till cirkelns
tangeringspunkt med motstidende bage.
Om nu T far vara cirkelns beréringspunkt
med basen AB och radien sitts lika med 7,

sa far man enligt Pythagoras sats

Qa-r)=r+a’

med den vackra l6sningen r =%Ta.

Férdelaktigt nog fér skolmatematiken har
négra av de riktigt stora matematikerna,
t ex Euler och Newton, formulerat intres-
santa uppgifter av elementirt slag. Fran
Newton hirrér foljande uppgift som dven
den erbjuder en instruktiv kombination

av geometri och algebra. Jag néjer mig hir
med att endast formulera problemet:
En ratvinklig triangel har area A och
omkrets 2p.
Hur 1dng ar hypotenusan, uttryckt i A och p?

Kontinuitet och konvergens
Med den berémda paradoxen om Akilles
och skoldpaddan stillde filosofen Zenon
fran Elea (ca 490-430, ej att forvixla med
Zenon frén Kition, stoicismens grundlig-
gare) djupgéende frigor om rorelse, konti-
nuitet och konvergens. Zenon péstod att
den snabbfotade Akilles ej helt kan himta
in det forsprdng som den langsamma
skéldpaddan hade fatt vid kapplopning-
ens borjan. Zenon férde foljande logiska
resonemang. De bada tidvlande startar
samtidigt men skoldpaddan har ett visst
forsprang. Nar Akilles har natt skéldpad-
dans startpunkt, har skoldpaddan rort sig
négot till en ny punkt. Nir Akilles nér
denna punkt har skéldpaddan rért sig till
en ny punkt, osv. Mer dn Zenons dvriga
paradoxer har Akilles-paradoxen engage-
rat tankare dnda in i vér tid. [ matemati-
ken kom problemen kring det infinitesi-
mala, det odndliga och kontinuiteten att
inta en central plats.

Under lang tid "har de skarpaste intel-
lekten i varje generation, det ena efter det
andra, angripit dessa problem, men &stad-
kommit ingenting, grovt talat. ... Weier-
strass, Dedekind och Cantor ... har full-
stindigt 16st dem ... Frigan om det infini-
tesimala 16stes av Weierstrass, 16sningen
pd de tvd andra problemen pabdrjades
av Dedekind och fullféljdes definitivt av
Cantor.”

Sa skrev den kinde Cambridge-filoso-
fen och logikern Russell &r 1901.

Ett resultat, som publicerades 1875 och
bidrog till att géra Weierstrass virldsbe-
rémd, var konstruktionen av en kontinu-
erlig funktion som saknar derivata i varje
punkt. Funktionskurvan &r grinskurva till
en foljd av funktionskurvor som bockats till
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och komprimerats in i det infinitesimala.
Vid samma tid gjorde Cantor banbrytan-
de upptickter rérande oindliga mangder.
Bla visade han att mingden reella tal (sig
mellan 0 och 1) till skillnad mot mingden
av rationella tal inte 4r numrerbar. Sa f6r-
haller det sig trots att det finns odndligt
manga rationella tal mellan tva hur nir-
liggande tal som helst.

Nog borde eleverna fa uppleva négot av
kontinuets fascination! Den problemlos-
ning som kan bedrivas pd detta omrade
kan erbjuda spinnande férdjupningsupp-
gifter &t dem som har visat stort intresse
for matematik. (Det ar f 6 viktigt att dven
mer begévade elever kan f3 ta sina krafter
i ansprak.)

Ar 1904 konstruerade svensken H von
Koch den sedermera berémda snéfling-
ekurvan. Den har anknytningspunkter
till savdl Cantors mingdlira som Weier-
strass granskurva. Utgangsformen &r en
stricka, sig p. Den delas i tre lika l&nga
delar. Cantor tog bort tredjedelen i mit-
ten. Genom detta férfarande skapade han
"Cantor- mingden” som grinsresultat av
en odndlig upprepning. Koch bildar istél-
let en likbent bock 6ver den tomma mitt-
delen och far dirigenom fyra delstrickor
med langden p/3, se figuren. For att {3 en
sluten form later vi tre lika ldnga strickor
bilda en liksidig triangel med omkrets 3p
som utgangsfigur.

I andra stadiet bildas dd en polygon
i form av en sexuddig stjirna I figuren
nedan ser vi de tva nidrmast féljande sta-
dierna f6r de kurvor som konvergerar mot
snoflingekurvan.

N\

3

PALREE

Exempel 6
Snoflingekurvan ryms inom ett begransat
omrdde. Ar &ven dess langd begrénsad?

Svaret ir nej, vilket beror pé att lingden
vid varje iterationssteg multipliceras med
faktorn 4/3.

Om L ir lingden hos polygonen med
nummer niféljden (n=1,2,3,...) harvi

4 n-1
L= 3p'(§)
vilket visar att L vixer obegrinsat di n gar
mot oindligheten.

Hausdorff introducerade ett dimen-
sionsbegrepp som kan appliceras pd Kochs
kurva och andra s k fraktaler:

Om antalet repliker vid 6vergdng fran
ett stadium till néstféljande stadium ir a
och skalfaktorn s,
loga

sd ir kurvans dimension d =
log s

. s _ D _ h
[ vartfall 4rs 73 3, oc

for Kochs kurva giller uppenbarligen
a=4, en linje ersitts av fyra nya, vilket
ger kurvan Hausdorff-dimensionen

_ loga

= ~1,262
log s

Vi ser att virdet ligger mellan 1 och 2. For
en stricka, en kvadrat och en kub ger for-
melnd=1,d =2 resp.d = 31i6verensstim-
melse med vart gingse dimensionsbegrepp.
Om tex sidolingden i en kub férstoras N
ganger kommer antalet ursprungliga kuber
som behdovs fér att fylla den nya kuben att
bli N 3. Formeln ger da:

d_log]\[3 =3logN=
"~ logN ~ logN

"Fraktal” betecknar bruten mingd; i sta-
dierna till Kochs kurva upptrider alltfler
brytpunkter. Studiet av fraktaler tog fart
sedan Mandelbrot 1977 publicerat en bok
om fraktaler och naturformer. Det har
visat sig att man utgdende frdn en rek-
tangel kan imitera exempelvis gestalten
hos en ormbunkskvist forvinande vil
med hjilp av en geometrisk iteration efter
ett 50-tal steg.
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Kaos
I slutet av 70-talet expanderade &ven
omradet dynamiska system starkt, sedan
Feigenbaum (1978, i bérjan mest pa lek)
genomfort iterationer

avtyp x,,,=f(x,)

varvid han som funktion f(x) bl a valde
kx(1-x),dar 0 < x < 1 och k 4r en konstant
> 1. Funktionskurvan ar en parabelbdge
fran origo till punkten (1;0) med maximi-
punkt (0,5; k/4). Grafiskt kan iterationen
genomforas pa sé sitt att ett ingdngsvirde
x ger ett funktionsvirde y som "speglas”
i linjen y = x, vilket ger ett nytt x-virde
som i sin tur ger ett nytt funktionsvirde,
osv. For k =1 tangerar kurvan linjen y = x
i origo. For stérre k-virden har bégen
och denna linje férutom origo en punkt
A(p;p) gemensam,

. 1
d =1-—.
ir p .

Det bér vara en trevlig skoluppgift att
understka om iterationen leder till kon-
vergens hos talféljden {x }. Man finner att
den konvergerar mot O for k = 1. Origo
sdgs da vara en attraktor till funktionen.
For k-virden i intervallet 1 < k < 3 finner
man att attraktoregenskapen 6vergar till
punkten A, den punkt i vilken linjen y = x
skar parabelbagen.

Feigenbaum fann ocksa att iterationen
ger divergens nir k just dverskridit virdet
3: funktionen far da tva attraktorer, dvs
foljden {x } erhaller tva hopningspunkter.

y“ y:x
A
os+
y=2x(1-x)
|
|
t |
1 1
[ \
1 |
0 e —3=
0 05 L o 1
k=2

Denna férdubbling av antalet attraktorer
kallas bifurkation. Det mérkliga 4r att nya
bifurkationer intraffar dd k passerar en
foljd av k-varden, {k } (k, = 3), som vixer
mot ett grinsvirde g = 3,57.

Dirutéver fann Feigenbaum att diffe-
renskvoten

kn_kn—l
kn+l _kn

gar mot ett gransvirde d, d& n vixer obe-
grinsat, och att detta giller dven for andra
funktioner dn den vi tagit upp hér! Talet
d kallas Feigenbaums konstant. Studiet
av vad som hinder da konstanten k i vart
exempel 6verskrider virdet g = 3,57 leder
direkt in i den dnnu ritt moderna kaoste-
orin. En liten dndring av utgangsvirdet x,
kan medféra stora forandringar i de vir-
den som iterationen ger. Hir finns mate-
rial f6r specialarbeten pd gymnasieniva.
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