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Det handlar om symmetri

Har ges en inledande presentation till en grupp artiklar i detta nummer som behandlar symmetri
och hur vikan arbeta med det i klassrummet. Vi far ocksa utdrag ur de nya kursplanerna, dar
olika motiv fér att arbeta med symmetri uttrycks. Aven problemavdelningen tar upp symmetri.
Pa Namnaren pa natet finns ytterligare en artikel med klassrumsexempel och ocksa en lista med
forslag till [asning om symmetri och med lankar. Tillsasmmans hoppas vi att detta ger en bra

grund for arbetet med symmetri.

ir vi ser oss i spegeln kan vi beskriva
Ndet vi ser pa olika sitt. Huvudet har

en oval form, gonen ir sma och grona,
nisan rak eller lite sned. Vi beskriver form,
storlek och firg, egenskaper hos linjer och ytor.
Men det finns fler egenskaper som ett fysiskt
objekt kan ha. Tink dig att du sitter kanten
pa spegeln mitt emellan dgonen. Ditt halva
ansikte tillsammans med bilden i spegeln ger
en ny bild. Bilden har en egenskap som vi bru-
kar kalla symmetrisk, bilden blir oférindrad om
vi speglar den lings en linje som i det hir fallet
ir spegelns kant. Om bilden ser exakt ut som
ditt ansikte har du ett symmetriskt ansikte,
men i verkligheten 4r minskliga ansikten sil-
lan exakt symmetriska. I stora drag uppfattar
vi vdra ansikten och kroppar som symmetriska
med avseende pa en lodrit linje mellan gonen.
Vi har ju trots allt ett 6ga pa varje sida om niisan
och inte tva pd ena sidan och tre pa den andra.

Detiirinte baraminniskokroppen som upp-
fattas som symmetrisk utan det ir en genom-
giende egenskap bland vixter och djur. Vi
minniskor har dven valt att skapa miljoer dir
symmetrier forekommer. En del hivdar att vi
finner det tilltalande och vackert medan andra
hivdar att symmetriska foremal r trakiga och
ointressanta.

I Matematiktermer for skolan (Kiselman &
Mouwitz, 2008) definieras symmetri som "egen-
skapen att vara oférindrad under en viss bijektiv!
avbildning”. Ordet kommer fran grekiska sym-
metria, jimforande miitning. Den symmetri jag

har beskrivit i inledningen kallas reflektion eller
spegling, men det finns ocksd andra typer som
gdlidreflektion, rotation och translation.

Symmetri inom matematiken

Inom matematiken ser man en symmetri som en
funktion. I skolans matematik ir funktioner ofta
forknippade med att man till ett tal ordnar exakt
ett annat tal genom nigon regel. Men inom
matematiken kan man para ihop vilka typer av
objekt som helst och sa linge varje objekt paras
ihop med exakt ett objekt kallas det for funk-
tion. I vart exempel med ansiktet parar vi ihop
geometriska objekt och di brukar man ofta
kalla dessa funktioner {6r transformationer (se
Matematiktermer for skolan). Vissa transforma-
tioner, tex forstoringar och férminskningar,
resulterar i att objektet blir férindrade. Andra,
dvs symmetrier, leder till oférindrade objekt.
Man har inom matematiken intresserat sig
for att studera méngden av alla symmetrier for
ett visst objekt och vad som hiinder di man sit-
ter ssmman symmetrierna. Det finns paralleller
mellan mingden av symmetrier och operatio-
nen "sitta samman symmetrier” och mingden
av alla heltal och operationen addition eller
multiplikation. For en rektangel som inte ir en
kvadrat finns det fyra symmetrier diribland
rotation 180 grader och speglingienlinje genom
mittpunkten parallell med en av sidorna. Att
rotera 180 grader och direfter speglailinjen ger
samma resultat som att forst spegla och sedan

1”bijektiv avbildning” betyder ett ett-till-ett férhillande mellan tvd mingder, varje element i den ena motsvaras av
ett element i den andra. Inget element "blir dver” om man projicerar den ena pa den andra och vice versa.
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rotera 180 grader. I vilken ordning man sitter
samman de fyra symmetrierna har ingen bety-
delse. Detta giller for alla fyra symmetrier for
en rektangel som inte ir en kvadrat. P4 samma
siitt ger 2+ 3 samma resultat som 3 + 2, vilket dr
sant for alla heltal. BAda operationerna iridessa
fall kommutativa. (Detta giller just for denna
symmetrigrupp, diremot ir exempelvis grup-
pen av symmetrier for en liksidig triangel inte
kommutativ.) En annan parallell ir att det till
varje symmetri finns en symmetri som innebir
att man "angrar sig”, en invers. En rotation 180
grader motsols har inversen rotation 180 grader
medsols och talet 3 har inversen -3. Symmetri
4tfoljt av inversen ger tillsammans en speciell
symmetri, dvs den som inte gor nigot alls. 3 plus
-3 ger junoll och talet noll har samma egenskap
attinte gdra nagotalls, 3+0 =3.

Utforskandet av mingder av symmetrier
och operationer pd dessa mingder bidrog
under 1800-talet till utvecklingen av en innu
mer generell teori, gruppteori. Tre till synes
helt olika omraden: symmetrier, permutatio-
ner och kongruensrikning utvecklades paral-
lellt och forenades till slut inom gruppteorin.
Aven vira olika talomraden (naturliga tal, hel-
tal, rationella tal ...) kan betraktas som grup-
per. Men det tog tid {6r matematikerna att se
sambanden. De idéer Galois skrev pa natten
innan han dogi en duell 1832 var det egentligen
ingen som forstod betydelsen av forrin i slutet
av 1800-talet d4 man till slut fann en definition
av begreppet grupp. Gruppteori anses vara
ett svirt omride inom matematiken och det
iterfinns oftast forst pa avancerad nivd. Men
idven intresserade gymnasieelever kan ta till sig
omridet, tex i KTH:s matematiska cirklar.

Begreppet symmetri har viktiga tillimp-
ningsomraden, bla anvinds det av kemister for
att forsta kristallers strukturer, av fysiker for att
forutse forsoksresultat vid CERN och av bio-
loger vid undersdkningar av virus. (Marcus du
Satoy ger i sin presentation exempel pa detta).

Symmetri for lust och larande

Att urskilja att det bakom till synes olika
fenomen finns gemensamma strukturer och
begrepp iir en del av tjusningen och drivkraf-
ten till att utveckla och lira sig matematik. Det
kan ses som delar i de matematiska aktiviteter
som beskriver mianniskors — barns och vuxnas
—behov av att leka och firklara.

— Mamma den dr samma, samma och sammal
utbrister Minna, 4 dr, medan hon vrider, vrider
ochvrider...

Grundliggande for allt lirande, men i syn-
nerhet matematikinldrning, dr upptickandet
ochurskiljandet av likheter och olikheter. Det
lilla barnet jamfor intuitivt foreteelser i sin
omuvirld nér det vor sig i rummet, uppticker
eller utforskar handlingars utfall. I och med
att barnet upptdicker att saker och ting skiljer
sig dt, oppnar sig mdjligheten for barnet att
urskilja vad som dr lika eller olika och att
generalisera och bilda begrepp.
(UrU10.027)

Att understka och studera symmetrier kan ge
eleverna mojligheter att utveckla olika férma-
gor, som att ldsa problem, resonera, kommu-
nicera och modellera. I arbetet med symme-
tri far eleverna ”... mojligheter att reflektera
over matematikens betydelse, anvindning och
begrinsning i vardagslivet, i andra skolimnen
och under historiska skeenden och dirigenom
kunna se matematikens sammanhang och rele-
vans” och “relatera matematiken till dess bety-
delse och anvindning inom andra dmnen, i ett
yrkesmissigt, samhiilleligt och historiskt sam-
manhang”. Studier av symmetrier kan ocksa ge
eleverna "méjlighet att uppleva estetiska vir-
den i moten med matematiska monster, for-
mer och samband”. Att uppleva estetiska viir-
den kan tolkas som att upplevelsen kan vara
intellektuell, tex en fascination dver ett ver-
raskande resonemang. Det kan ocksd innebira
att eleverna kan uppleva tex symmetrier rent
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visuellt. De digitala verktygen ger oss bra moj-
ligheter att visualisera och experimentera med
symmetribegreppet. Samtidigt som eleverna
undersoker och studerar symmetrier kan de
ocksa "utveckla sin formaga att anvinda digital
teknik, digitala medier” for att "undersoka pro-
blemstillningar”. (Citat ur Lgr 11 och Gy 11)

Att studera symmetrier i vdr omgivning,
inom geometri och hos funktionsgrafer mm
kan ocks3 bidra till att elever dvar upp en gene-
rell formaga att inom matematiken se samband
och monster — symmetrier i en vidare bemiir-
kelse. Det finns "symmetrier” att uppticka hos
tal och operationer pa tal, tex att 2+ 3 ir det-
samma som 3+ 2, och multiplikationstabellen
innehallermingderav monster och symmetrier.
Vid ekvationslésning behover varje behand-
ling av en likhet vara "symmetrisk” i betydelsen
att "gdra samma sak pa bigge sidor om likhets-
tecknet” sd att tex x+3 =7 blir ekvivalent med
x+3+(-3) = 7+(-3) Trigonometriska formler ir
littare att behirska om man ser "symmetrier”
mellan dem. Proportionella samband har vissa
"symmetriska” egenskaper till skillnad frin
exponentiella och studeras tex inom yrkespro-
grammet matematik la.

Symmetri i styrdokumenten

I grundskolans kursplan och gymnasieskolans
dmnesplansom borjar gillahosten 2011inklude-
ras begreppet symmetri vilket inte gors explicit
i kursplanerna frin 2000. Internationellt fore-
kommer symmetri i kursplaner i tex Finland,
England och Kina. I USA ir omradet sen linge
etablerat, speciellt i samband med studier av
grafer till funktioner (Usiskin, 2010).

Redan i férskolan kan barnen fi bekanta sig
med symmetri. Forskolan ska, enligt malen i
liroplanen, striva efter att varje barn "utveck-
lar sin forstaelse for rum, form, lige och riktning
och grundliggande egenskaper ..”. Barnen ska
dven "utvecklasin formédga att urskilja, uttrycka,
undersodka och anvinda matematiska begrepp
och samband mellan begrepp”. Forstaelse for
form kan mycket vil inkludera formégan att
urskilja, undersdka och uttrycka begreppet
symmetri. I de matematiska aktiviteter som
skrivs fram i Forskola i utveckling —bakgrund till
dandringar i forskolans liroplan (U10.027 ) ryms
symmetrier.

o Lokalisera: "att uppleva, jimfora
och karakterisera egenskaper hos
rummet, inomhus, utomhus, i
planerad miljé och natur..../... Utveckla
sin kroppsuppfattning....//. Skapa
representationer av sig sjilv och
omgivningen med konkret material,
teckningar, bilder, ord och andra
uttrycksformer samt utveckla symboliskt
tinkande”

o Mita: "Uppmirksamma och undersoka
olika typer av egenskaper hos foremal och
fenomen, tex storlek, temperatur, lingd,
bredd, hojd, vikt, volym, hallfasthet och
balans. Jimfora, ordna, bestimma och

uppskatta egenskaper samt se likheter och
skillnader.”

o Konstruera: "Sortera och karakterisera
objekt med tanke pa egenskaper som
storlek, form, moénster och samband.
Formge och konstruera former och objekt
med olika material. Utforska egenskaper
hos geometriska objekt som tex cirklar,
trianglar, och rektanglar. Representera
konstruktioner med avbildningar, ord
och andra uttrycksformer. Resonera kring
egenskaper, perspektiv och proportioner.”

I grundskolan och gymnasieskolan ska under-
visningen behandla det som skrivs fram under
centralt innehill. Under rubriken geometri
finns explicit begreppet symmetri:

Ak I-3: Symmetri, till exempel i bilder
och i naturen, och hur symmetri kan
konstrueras.

Ak 4-6: Symmetri i vardagen, i konsten
och i naturen samt hur symmetri kan
konstrueras.

Ak 7-9: Likformighet och symmetri i planet.

Matematik la, yrkesprogram: Geometriska
begrepp valda utifran karaktirsimnenas
behov, till exempel skala, vektorer,
likformighet, kongruens, sinus, cosinus,
tangens och symmetrier.

Matematik Ib for Samhiillsvetenskapsprogrammet,
Estetiska programmet, Ekonomiprogrammet
och Humanistiska programmet: Begreppet
symmetri och olika typer av symmetriska
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transformationer av figurer i planet samt
symmetriers forekomst i naturen och i
konst frin olika kulturer.

Undervisningen ska idven behandla geome-
triska objekt dir fokus ligger pa objektens egen-
skaper och inbordes relationer. I 4k 7-9 tillkom-
mer iven "geometriska satser och formler och
behovet av argumentation for deras giltighet”.
I Matematik 2b och 2c pa gymnasiet behand-
las "anvindning av grundliggande klassiska
satser i geometri om likformighet, kongru-
ens och vinklar” T samband med detta inne-
hall kan symmetri vara ett viktigt begrepp att
belysa och anviinda sig av. En annan aspekt som
skrivs fram under geometri i grundskolan ir
konstruktioner av geometriska objekt somiak 7-9
dven inkluderar avbildningar. Hir finns det
utrymme att handfast uppleva symmetri. Aven
i gymnasieskolan finns detta med for yrkespro-
grammen och S, Est, Ek, Hum:

la: Egenskaper hos och representationer
av geometriska objekt, till exempel
ritningar, praktiska konstruktioner och
koordinatsystem.

Ib: Representationer av geometriska objekt
och symmetrier med ord, praktiska
konstruktioner och estetiska uttryckssitt.

Symmetrier kan dven anvindas for att konstru-
era, beskriva och uttrycka geometriska mons-
ter som tas upp under rubriken Algebra i 3k 1-3
och 4-6. Under rubriken Samband och forind-
ring 4k 4—6 ryms koordinatsystem, grafer och
i 8k 7-9 funktioner som sedan férdjupas i gym-
nasieskolans kurser. Representation av funk-
tioner med hjilp av grafer ger upphov till ett
geometriskt objekt som kan ha symmetriska
egenskaper. I gymnasieskolan Matematik 2b,
2c, 4 studeras tex egenskaper hos andragrads-
funktioner, absolutbeloppet som funktion och
de trigonometriska funktionerna vars grafer iir
symmetriska (for dvrigt 4r det en spinnande
uppgift att lita gymnasieelever forsoka kon-
struera funktioner vars grafer ndstan ir sym-
metriska). Aven normalférdelningen, som
behandlas i Matematik 2b och 2c, har symme-
triska egenskaper.
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Matematisk formulering av frigestillningar
utifrin enkla, vardagliga situationer och olika
dmnesomraden kan behandla problem som
handlar om eller 16ses med hjilp av symme-
tri. Med tanke pa symmetrins forekomst inom
konsten i olika kulturer genom tiderna kan det
dven finnas mojlighet att behandla begreppet
som exempel pi “matematiska problem med
anknytning till matematikens kulturhisto-
ria” som finns under rubriken Problemlésning i
gymnasieskolans dmnesplan.
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