Karin Kairavou

Konkretisering av begrepp

Denna artikel om konkretiseringar dr ett resultat av en skandinavisk
samverkan. Forfattaren har i manga ar varit en av de drivande p& Mattelandet
i Helsingfors. Artikeln har tidigare publicerats i norska Tangenten och ar har
bearbetad for Namnarens lasare.

Xingjian, anvinder en spinnande metod i sitt arbete. Han talar in sina

blivande texter pd band for att kunna lyssna pd dem innan han skriver
ner dem. Det gor han for att texten ska uppfattas av 6rat och inte enbart med
de verktyg vi anvinder nir vi tinker.

Manga vetenskaper har sina egna tecken for notation, sitt eget symbolsprak.
De insatta kan enkelt ta del av symbolerna och férvandla dem till inre bilder.
En musikaliskt bevandrad minniska kan lisa noter och samtidigt hora musik
inom sig. P4 samma sitt kan en matematiker lisa matematisk text och gora sig
en bild av situationen i sitt inre.

D en kinesiske forfattaren och nobelpristagaren i litteratur ar 2000, Gao

Ett material visar olika matematikinnehall

For de allra flesta av vara elever behovs det nigon form av konkretisering for
att matematiska begrepp och regler ska bli begripliga och kunna befistas i
deras verklighet. Konkretisering ir ett sitt att synliggdra matematiska idéer sa
att manga personer, olika till sin liggning och fallenhet, kan ta del av dem. Niir
man konkretiserar stimuleras flera sinnen samtidigt och upplevelsen beror
pa djupet. Konkretisering sker oftast i samband med introduktion av nya
begrepp och regler. For mig dr konkretisering att med hjilp av konkreta hjdlp-
medel viigleda eleven till forstdelse av teoretiska begrepp. Metoderna och hjilp-
medlen vid konkretisering kan variera. Jag anser mig konkretisera begrepp
dven nir jag anvinder mitt sprak till att pa olika sitt férklara nya begrepp och
regler for elever.

For matematikens del kan vi genom att konkretisera f uppgifterna att stiga
ut ur papperet. De svarta symbolerna pé det vita papperet behdvs, men kon-
kretiseringen ger liv it uppgifterna och hjilper eleverna att forstd teoretiska
resonemang. Nir vi arbetar med konkret material i matematikundervisningen
blir uppgifterna dppna och ger méjlighet till differentiering. Vi konkretiserar
for att hjilpa elever till forstielse av teoretiska begrepp, vicka nya idéer eller for
att lta dem bekriifta det de redan vet.

Vad fordras det av en elev for att hon ska kunna kinna glidje och ha fram-
gingisina matematikstudier? Som gymnasielirare frapperas jag of ta av att pro-
blemen i matematik pi alla stadier ser ganska lika ut. Eleverna kinner sig osiikra
infor rikning med braktal, att hyfsa enkla uttryck, rikning med kvadratrotter,
skillnaden mellan uttryck och ekvation, inférandet av variabel och parameter
samt enhetsomvandlingar.
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Alla lirare vet hur viktigt det ir att eleven tillignar sig en god grund i mate-
matikstudierna. En forutsittning for att studierna ska uppfattas som menings-
fulla dr att eleven med lirarens stod far mojlighet till egen begreppsbildning,
Liraren kan sedan hjilpa eleven att befista begrepp i sin egen matematiska
verklighet.

For elever i aldern 6-12 ar 4r det naturligt att begrepp maste konkretise-
ras pa olika sitt. Ocksa for elever i de hogre klasserna kan konkretisering tka
intresset och forstielsen for matematik. Forutom klara begrepp behover elev-
erna en god taluppfattning for att studierna ska I6pa smidigt. Da man loser
matematiska problem giller det ofta att kunna ana sig till l6sningsmodeller;
man bor kunna koppla ihop olika delar av sitt kunnande pa ett kreativt sitt. Ett
sitt att beskriva den formagan ir att tala om en matematisk intuition. For att
kunna utveckla en sddan ir god taluppfattning mycket virdefull.

Talen ska giirna ha en skepnad och skilja sig frin varandra for att eleverna ska
kunna experimentera med dem och anvinda olika tankemodeller. Med sma
transparanta firgknappar skapar vi bilder av tvd udda tal och visar elegant att
summan av tvd udda tal alltid 4r jimn. Med hjilp av knapparna kan man litt
och vackert konkretisera eller visualisera ett antal matematiska regler och san-
ningar. Uppgifterna nedan iir goda exempel pa det. Elevernas abstraktionsfor-
maga utvecklas i "egen takt” vilket betyder att det i ett och samma klassrum
oftast finns elever med olika férmaga till abstraktion. Med varierande under-
visningsmetoder och med stdd av konkretisering kan man ge alla elever chan-
ser till inldrning. Savil hog- som ligpresterande elever gynnas av att anvinda
olika kanaler for inlirning.

Jiamna och udda tal

Bilden av ett jimnt tal upplever eleverna som naturlig. Vi kan dela knapparna
rittvist mellan tva personer och tvé lika hoga staplar kan bildas. PA matemati-
kens exakta symbolsprik skriver vi 2-n dir n € N, de naturliga talens miingd.
Ett udda tal diremot gir inte att dela jimnt med tva. D4 vi arbetar abstrakt och
endast anvinder symbolsprak betecknar vi ett udda tal 2n—1 eller 2n+1 diir
n tillhor de hela talens mingd. Nir vi konkretiserar udda tal anviinder vi oss
av formen 2n +1, diir n ir ett naturligt tal. D4 vi anvinder konkretisering som
hjilpmedel ir det limpligt att jobba endast i talmingden N.
Nu kommer vi till den egentliga uppgiften.

Om eleven har bekantat sig med udda tal och deras "konkreta” framstillning
ir det enkelt att bevisa satsen ovan:

Bevisa att summan av tva udda tal alltid &r ett jamnt tal.

2n+D)+(2m+)=2n+2m+2=2(n+m+1)

diir (n+m+1) utgor ett positivt heltal. Alltsd dr summan av tva udda tal alltid
ett jimnt tal.

Beviset ovan ir inte speciellt svart for en elev att lira sig om liraren visar
bevisféringen med symboler. Om eleven istillet har laborerat med talens egen-
skaper och visuella utseende ir det sannolikt att hon kan komma pa beviset
utan handledning av liraren.




Summera udda tal
Visaatt 1+3+5+7+9+...+2n-1)=n

Summan av pa varandra f6ljande udda tal, med borjan frin
1, blir alltid ett kvadrattal. Att konstatera faktum genom att
summera talen kan vara en upplevelse i sig. Eleverna kan
konstatera samma sak genom att forma udda tal med fiirg-
knappar och sedan foga ihop en bild, diir de bérjar med den
triviala ettan och direfter omgirdar den ensamma knappen
med knappar i andra firger, formade som bilder av talen 3, 5,
7,9, ... Resultatet dr forbluffande i borjan, men medan elev-
erna bygger den allt storre kvadraten inser de att regeln ir
allmingiltig.

Kvadreringsregeln

Visa att kvadreringsregeln (n+ 1)*=n?+2n + 1

Eleverna konfronteras med kvadreringsregeln pa hogstadiet
och den upplevs som svir av manga elever. Hir hjilper det
med konkretisering. Eleverna mirker sjilva att den "dubbla
produkten” motsvaras av de gula knapparna pd bilden.
Forstaelsen okar och via den viigen blir regeln ocksa begrip-
lig. Vikan anvinda firgkoder och tala om de réda knapparna
som motsvarar n?, de gula kommer frin 2n och till sist den
ensamma blda knappen som representerar ettan.

Delbarhet

Bevisa att (n*—n) ar delbart med 6 dad n > 2.

Detta ir en uppgift som kriver god taluppfattning.
Den forekom i studentexamensprovet i matematik hos-
ten 2007 i Finland. Jag minns att jag har gett samma
uppgift till mina elever i drskurs ett pid gymnasiet for
ett antal ir sedan. De klarade att hyfsa uttrycket till
n(n—1)(n+1). Direfter var det stopp. Eleverna hade svérig-
heter med att dra slutsatser av resultatet. De saknade erfaren-
heten att vart tredje tal ir delbart med 3. Den upplevelsen
kan vi ge dem redan i tidig 4lder. En talremsa rullas runt en
Tobleroneask som pa bilden och saken ir klar.
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Ftt matematikinnehall synliggdrs med olika material

I exemplen ovan har vi utgitt frin ett konkretiseringsmaterial, i detta fall de
smé firggranna och transparenta knapparna, och samlat begrepp och reg-
ler som later sig konkretiseras med hjilp av dem. Nu viinder vi pa steken och
undersoker hur kvadratrotsbegreppet kan goras synligt med hjilp av olika
konkretiseringsmaterial.

Firgknappar

Rada upp knappar i formationer som ar lika breda som de ar héga. Vi kallar
antalet knappar i formationerna for kvadrattal.

Vi later firgknapparna fungera som en bro och eleverna startar med dem.
Liraren gor direfter en tabell med en kolumn for det totala antalet knappar i
formationen och en annan kolumn fér antalet knappar pa en sida. P4 s sitt far
eleverna i ett tidigt skede en uppfattning om kvadratrotens uppgift. Det kan
vara spinnande att utforska vilka antal knappar som liter sig formas till kva-
drater. An s linge far eleverna noja sig med att kvadratrotens virde ir ett hel-
tal. En fundersam elev kan leva i tron att kvadratroten ur 17 inte existerar. I hel-
talens virld dr allt innu enkelt.

Geobride

Nu utdkar vi midngden av tal som konkretiseras. Vi tar ocksd med de irratio-
nella talen och byter konkretiseringsmaterial frin knappar till geobride. Om
det inte finns geobriden i skolan kan man anvinda prickpapper. Uppgiften till

eleverna lyder:
C——K—6C6——9
Mark ut en kvadrat med arean
16 rutor pa geobradet. Markera
inne i den forra kvadraten en ny ® ®
kvadrat, vars area ar halften av den
forra kvadratens area. Fortsatt pa ( D
samma satt ytterligare tva ganger.
Gor ddrefter en tabell lik den ovan.
Ena kolumnen ger kvadraternas ) 0
area och den andra ger ldngden av
sidorna. ® - & - 4))

O

Denna évning kan utvecklas och ger liraren mojlighet till
individualisering. Efter att Pythagoras sats blivit kind for
eleverna kan de fritt laborera vidare och visa kvadrater pa
geobridet med areorna 2,5,13,17, ...
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Smd kuber

En f5ljdfraga kan vara varfor v/3 inte gr att visa pa geobridet. Jag har fortsatt
uppgiften med iildre elever genom att vi byggt riitblock med hjilp av sma kuber
med sidlingden 1 cm. Lingden av rymddiagonalen i den lilla kuben kan da fa
representera v/3. Vikan visa v/14 med hjilp av ett ritblock med dimensionerna
1x2x3cm.

Tangram

[ ett tangram vimlar det av kvadratrotter. Vi bestimmer att arean av den enda
parallellogrammen i pusslet ir 1. Direfter kan vi be eleverna berikna arean
samt sidornas lingder for alla de andra delarna.

De kan ocksa bygga en serie kvadrater med hjilp av bitarna, dir varje kva-
drats area ir hilften av den foregiende kvadratens area. En intressant uppgift
far vi om vi ber dem ligga fyra kvadrater sida vid sida, s som bilden visar, och
direfter ligga en linje genom alla fyra kvadraternas 6vre hogra horn. Det finns
sikert elever som girna forsoker sig pa att bevisa det som ser ut att stimmai bil-
den, dvsatt linjen verkligen gir genom alla kvadraters évre hdgra hornpunkt.

Vill vi ge den intresserade eleven en spinnande utflykt kan vi fortsitta upp-
giften ocksa efter att tangrambitarna tagit slut. Vi halverar kvadraternas areor
i all oiindlighet och beriknar summan av alla kvadraters sidor. Det intressanta
ir att alla dessa halverade kvadrater ryms pa sivil en finlindsk som pa en norsk
eller svensk elevs arbetsbord.
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Karin Kairavuo visar i ett antal filmer exempel pa hur man kan arbeta med konkret material inom
matematik. Dessa filmer finns att hdmta via lank pa Namnaren pa natet.
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