Peter Fredrikson & Rimma Nyman

Garagebyggen

Matematisk progression i monsterproblem

Forfattarna presenterar en serie uppgifter om vaxande monster som bygger
pa varandra och som erbjuder rika ldarandemajligheter i matematik pa lag-
och mellanstadiet. Eleverna far undersoka tre olika typer av garageldngor och
diskutera likheter och skillnader mellan dem.

dldern niir de moter regelbundenhet och upprepningar. Att beskriva den

upprepande delen i ett monster brukar sillan varanigon storre utmaning
for elever i forskoleklass och &k 1. T de ligre aldrarna forekommer ofta moénster-
uppgifter dir en viss monsterdel ska upprepas, till exempel rod, gron, bli; rod,
gron, bl; osv. Till skillnad fran dessa upprepande monster har ett s kallat vix-
ande monster en mer dynamisk karaktir genom att monsterdelen forindras pa
ett strukturerat och systematiskt siitt. Relativt lite uppmirksamhet ges at vix-
ande monster som kan bana vig for ett algebraiskt tinkande.

Vissa monster har en konstant differens mellan varje figurpar och kan dir-
for ligga till grund for att skapa en aritmetisk talfoljd sisom 0,2, 4, 6,8, ... I mer
komplexa vixande monster kan fiven forindringen variera och skapa talfoljder
sasom 1,3, 6,10, 15, ...

Monster ir ett spinnande matematiskt innehall som engagerar elever i alla
aldrar. Genom att arbeta praktiskt, laborera, f4 uppticka och resonera kring
skillnader och likheter, bide mellan upprepande monster och olika typer av
vixande monster, forbereds eleverna for att senare kunna anviinda symbol-
sprak och att kunna generalisera. Det finns forskning som stédjer idén om att
matematiska strukturer och samband &r centrala for att yngre elever ska f6r-
std algebra. Dirfor dr det viktigt att hitta fruktbara sitt att tidigt arbeta med
strukturer, till exempel genom monsteruppgifter. Att undervisa med och om
vixande monster pa ett systematiskt sitt kriver forstaelse for begreppet mate-
matisk progression, vilket handlar om att det matematiska innehallet vidgas
och férdjupas och blir allt mer avancerat. En sekvens av uppgifter som bygger
pé en tinkt matematisk progression innehaller uppgifter dir:

I l\underingar kring monster dr nigot som barn dgnar sig dt redan i forskole-

1. detfinns en relation mellan alla uppgifter

2. svarighetsgraden okar for varje ny uppgift s att eleven fir utmana sina
tidigare forestillningar.

Hir beskriver vi ett lektionsuppligg kring ett exempel diir Carl, Clara och Kalle
bygger garagelingor. Den matematiska progressionen ir strukturerad och kan
synliggoras utifrin monstrens algebraiska uttryck. Carls vixande ménster tol-
kas som det algebraiska uttrycket 2n, progressionen gir vidare till Claras méns-
ter 2n+1 och slutligen till 2n —1som uttrycker Kalles monster.
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Ett problem — ett eller flera ldrandemal

Vi beskriver nu en serie uppgifter som limpar sig for en eller flera lektioner i
foljd. Uppgifterna lyfter centrala matematiska idéer som hjilper eleverna mot
ett allt mer algebraiskt tinkande och de kan anpassas till olika arskurser. Ett
lirandemal kan vara avgrinsat till en lektion eller en specifik aktivitet och vara
formulerat med fokus pa vad eleven ska lira sig utan att precisera hur under-
visning ska genomforas eller varfor. Lirandemal ska vara innehéllsligt preci-
serade for att vara mitbara samt forankrade i kursplanens centrala innehall.
Undervisningen tar sin utgdngspunkt i ett garageproblem som beskrivs nedan
och har tre lirandema3l, dir tanken ir att eleven ska:

1. kunna uppticka en konstant 6kning eller minskning i en aritmetisk talfolid

2. forsta att nir differensen mellan tva figurer i ett viixande monster ir
konstant kan forindringen antingen beskrivas som upprepad addition eller
som en multiplikation

3. kunna tolka vixande ménster och formulera ett algebraiskt uttryck med
hjilp av begreppen byggelement, forindring och gemensamma delar.

Garageproblemet

I garageproblemet fir eleverna méta tre olika upp-
gifter med tydlig matematisk progression. Eleverna
introduceras stegvis till de olika monstren uti-

fran en kontext dir tre personer, Carl, Clara och D
Kalle, har byggt garagelingor. Med hjilp av kon-
kreta byggplattor aterskapar eleverna garagebyg- Byggplattor

gena och forsoker lista ut hur minga byggplattor

som behovs for ett visst antal bilar. Aktiviteten abstraheras sedan sa att elev-
erna kan betrakta garagebyggena som monster dir det antal bilar som rymsien
garagelinga far utgora figurens nummer.

llustrationen visar att i den garagelinga som bendmns som figur 2 finns det tvd

garage (och tva bilar).

Det mest uppenbara for elever som méter vixande monster iir den givna forind-
ringen frin en figur till nistkommande figur, i det hir fallet hur antalet bygg-
plattor forindras. 1 ett vixande monster dir forindringen ir konstant ir for-
indringen relativt litt att uppticka. Men att bara uttrycka antalet byggplattor i
niista figur i monstret leder inte automatiskt till algebraiskt tinkande. Eleverna
behover ges moijlighet att resonera kring hur varje garagelinga ir konstruerad
och hur den gir att dela upp i ett antal garage, diir varje garage i sin tur bestar
av ett antal byggplattor. For att komma ifrdn att eleverna endast riknar antalet
byggplattor behtver de utmanas med fragor som éppnar upp for hogre tal: Hur
mdnga byggplattor behivs till en garagelinga for 50 bilar? Hur ser figur 100 u?
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Carls garagebygge

[ garagebygget bestir varje figur av ett antal garage. Malet ir att eleverna upp-
ticker dels den konstanta férindringen mellan olika figurer, dels hur garagen iir
relaterade till denna forindring, dvs att en given figur bestar av ett antal garage.
Dessa underliggande strukturer ir inte sjilvklara for alla elever.

Nir eleverna fitt bygga och fundera en stund kan diskussionen ta sin
utgingspunkt i en given figur, exempelvis figur 3. For varje figur adderas tva
byggplattor. I figur 3 finns tre garage som vart och ett konstrueras med hjilp

av tvd byggplattor. Vi definierar dessa bida byggplattor tillsammans som ett Carls by%lgeleg-
byggelement. Genom resonemang om vad byggelementet kan vara, illustratio- Wl;i/ygggllilttga

ner av det och hur olika figurer bestir av dem, kan eleverna komma vidare mot
ett algebraiskt tinkande.

Eleverna skriver ned hur antalet byggplattor kan uttryckas numeriskt. Det
ir vanligt att elever anviinder sig av den additiva strukturen, men de behover
ocksa fa syn pd den multiplikativa strukturen for att kunna formulera ett alge-
braiskt uttryck. Hir kan liraren visa pa enkelheten i att uttrycka upprepad
addition (2; 2+2; 2+ 2 +2;...) som multiplikation (1-2;2-2;3-2;...).

Kopplingen mellan antalet bilar, figurens ordningstal och det totala anta-
let byggelement som behovs ir nigot eleverna kan komma fram till genom
lirarens fragor. Har ni upptickt att varje garagelinga har ett nummer, ett figur-
nummer? Finns det ndgot gemensamt mellan garagelingans nummer och de
antal byggelement som ingdr? Vad?

Nir eleverna forstitt att en figur byggs upp av ett antal byggelement och
att dessa ir sammankopplade med figurnumret kan eleverna uttrycka antalet
byggplattor i Carls garagelinga som addition av 2 lika manga ginger som figu-
rens nummer, eller som multiplikation av figurens nummer med 2. Om n star
for en godtycklig figur i monstret och 2 for antalet byggplattor i ett byggele-
ment kan dirfor hela monstret uttryckas som n-2. I de senare arskurserna kan
konventionen att alltid skriva konstanten forst och utelimna multiplikations-
tecknet inforas si att n-2 skrivs som 2n, men i borjan dr det littare om det
algebraiskt uttrycket skrivs pi samma siitt som det aritmetiska.

Claras garagebygge

P B 7 ~

I nista uppgift far eleverna mota Claras garagebygge. Efter en del byggande,
ritande och funderande kan klassen diskutera vad som ir lika och vad som
skiljer Carls och Claras monster 4t. Bida forindras pa samma siitt, det vill siiga
med en 6kning av tva byggplattor fran en figur till nista. Fragor som utma-
nar eleverna att tinka vidare kan vara: Hur ser byggelementen ut i Claras gara-
geldnga? Vad dr det som skiljer jamfort med Carls garagelinga? Varfor kan vi
inte uttrycka Claras garagelinga som n-2 om forindringen dr densamma? Vad
betyder tvdan i uttrycket n-2?
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Claras byggele-
ment med tvd

byggplattor

Carls garage

En strategi som elever ibland anviinder sig av ir att de utgar fran figur 1 och
uppfattar denna figur som en helhet. Denna helhet ses dd som den gemen-
samma delen och den ingar i nistkommande figurer. I detta monster inne-
bir det en svarighet eftersom garagen ir hopbyggda si att det behovs tre
plattor till forsta garaget men bara tva for att oka med ett garage. Genom
att firgligga de oférindrade byggdelarna i varje figur (hir vit/orange viigg)
kan det visuella monstret synliggora likheten mellan Carls och Claras gara-
gelingor. Bida monstrens byggelement bestar av tva byggplattor (de bla).
Skillnaden iir allts att det finns en extra byggplatta i Claras monster som
inte forindras. Den utgdr en gemensam del i alla figurer.

Manga uppgifter och problem om ménster och tal-
foljder som elever méter uppmanar eleven att fort-
sitta monstret at hoger. Det gir dirfor att utmana
eleverna genom att stilla frigor om hur monstret
skulle se ut om det istiillet fortsatte at viinster, eller
genom att friga hur en tinkt figur O skulle kunna
se ut. Figur O visualiserar den oférindrade delen
som ir gemensam i alla figurer. Monstrets forind-

Claras garage

2 +2 5§D ring at viinster innebir en subtraktion med 2, s& for

s Ve e Ba att komma pa figur O behover vi subtrahera 2 fran

startvirdet. Dessa diskussioner leder in pa skill-

1 3 5 7 9.. naden mellan de algebraiska uttrycken n-2 och
| B i VA W (n-2)+1. Eller utryckt pi ett mer kompakt sitt:
-2 -2 -2 5 skillnaden mellan uttrycken 2n och 2n +1.

Det irinte ovanligt att elever uppfattar startelementet i Claras garagelinga
som tre byggplattor (hir gréna). Om de borjar med tre plattor, som i figu-
ren nedan, blir uttrycket istillet 3+2(n —1) och inte 1+ 2n. Men i slutindan
blir antal byggplattor inda lika, eftersom uttrycken ir ekvivalenta:

3+2-n-1)=3+2n+2-(-)=3+2n-2=1+2n=2n+1

Liraren kan fraga eleverna om de kan uppticka ett byggelement dveniden
forsta figuren. Den forsta enheten pa tre byggplattor kan di delas uppi ett
byggelement plus en platta, 2+ 1.
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Anvind en tabell

En tabell ir en matematisk representationsform som gynnar problemlésning.
Nir det giller Claras garagelinga med utgingspunkt i tre gemensamma delar
ir det sirskilt fordelaktigt att bokfora sina tankar i tabellform. Hir behover
eleverna inte tinka pa figur O, utan de kan borja direkt med den gemensamma
delen som de ser, 3. Vi har skrivit utrikningar i tabellen, for att kunna folja vad
som hiinder steg for steg och synliggéra sambandet mellan figurnummer (n)
och det totala antalet byggplattor.

Figurnummer 1 2 3 n

Gemensamma delar 3 3 3 3

Antal byggelement 0-2 1-2 22 (n-1)-2

Totala antalet byggplattor: 3+02 3+12 3+22 3+(n-1)-2
Kalles garagebygge

Utifrin tidigare resonemang kring figur O fir eleverna undersika Kalles garage-
bygge. Hir finns inga gemensamma delar att uppticka. For att fa figur O skulle
vi behdva subtrahera ett byggelement (som bestar av tva plattor) fran figur 1.
Men eftersom figur 1 bara bestir av en byggplatta si gir det inte att subtrahera
tvi — det fattas en byggplatta. Det algebraiska uttrycket formuleras som 2n 1.

201y

=1 f

2 byggplattor  figurnummer figuro

Den viktiga avslutningen

For att forstd begreppet monster pa djupet behover lag- och mellanstadieele-
ver ges mojlighet att arbeta praktiskt. Da kan de uppticka skillnader mellan
upprepande och viixande monster och skapa insikter som kan foras fram i en
gemensam diskussion.

En av de viktigaste delarna i ett undersokande arbetssitt iir att avsiitta tid i
slutet av lektionen for diskussion och reflektion. Det ir lirarens ansvar att se till
att varje elev far goda mojligheter att nd uppsatta lirandemal och det dr i det
avslutande skedet som lirandet kan synliggiras, befistas och ssmmanfattas.
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Sammanfatta de tre monstren som alla bygger pa samma forindring och med
liknande byggelement. Carls garagelinga har inga gemensamma byggplattor.
I Claras garagelinga ir en byggplatta gemensam vilket ger oss det algebraiska
uttrycket 2n + 1. Kalles garagelinga saknar en byggplatta och det kan beskrivas
med uttrycket 2n—1.

Oversitt monstren till talfoljder for att synliggora virdet av att bestimma
figurO. Eftersom aritmetiska talfoljder definieras som en konstant differens
mellan varje figurpar erhilles figur O genom att den konstanta differensen, i
det hir fallet 2, subtraheras fran starttalet.

Carls garage: .., 0,2,4,6
Claras garage: .., 1,3,57
Kalles garage: .., -1,1,3,5,7

Under diskussionen kan du som lirare tillsammans med eleverna lyfta likhe-
ter och skillnader utifran de olika monstren, finga upp elevernas sokande efter
regelbundenheter och forsok till att avgora riitt antal for niista figur. Diskutera
hur en figur dr konstruerad for att synliggdra byggelement och samtala om
olika sitt att hitta de gemensamma delarna. Hitta startvirdet genom att skriva
om bilden till en talf6ljd och utmana eleverna med att friga om det funna sit-
tet alltid funkar. Testa det nyfunna sittet gemensamt i klassen genom ett nytt
exempel och lyft fram metoden i lektionens sammanfattning.
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