EVA-STINA KALLGARDEN

Nu blommar det

— en utvecklingsplan i matematik?

Genom att valja bra problem kan vi fa arbetsmaterial som racker fran
forskola till universitet. Det blir ett arbete som gar fran specialfall
till en generell [6sning. Arbetet utgar fran stravansmalen
och har stod i historisk utveckling av begrepp.

tillsammans med elev och férilder

skriva en utvecklingsplan i matematik
for varje elev i klassen. (Den 1 januari 2006
tridde en dndringigrundskoleférordningen
i kraft (7 kap. 2 §)). Planen skall utgd fran
strdvansmalen som finns inskrivna i kurs-
planen.

Foér mig betyder stravansmalen att under-
visningen har dessa mal som styrande fér
béde innehall och arbetssitt nir den genom-
fors i klassrummet. Eleven far ddrigenom
mojlighet till utmaningar i bland annat
begreppsbildning, problemlésning, model-
lering och kommunikation, dir logiska re-
sonemang betonas.

Jag vill beskriva en utvecklingsplan som
utgér frdn ett matematikproblem och som
visar hur mélen med matematikarbetet i
klassrummet kan kopplas till hur dmnet
matematik har utvecklats. Problemet ut-
gar fran en situation dir olika mal for oli-
ka elever kan lyftas fram och dir kriterier
for bedomning av kunskap skulle kunna
diskuteras.

l drare i grundskolan har uppdraget att

En historisk koppling

I boken Fackdidaktik volym III finns en ar-
tikel skriven av Jan Thompson, dir han be-
skriver hur den symboliska abstraktionen
har utvecklats hos mianniskan.

Genom den abstrakta symbolismen blir det
mojligt att operera med objekt utan mening,
storheter i tecken av bokstdver som sdalunda
endast bidrar med sig sjilva, men som sd
att sdga tagit upp bdde talet och storheter,
sddana som ldngd, area, volym och tid. Kal-
kylen utfors med tecken som spelar samma
roll som marker i vanliga tédrningsspel. Men
pedagogiskt sett uppstdr ett svdrt problem.
Risken finns att de matematiska begreppen
alltfor tidigt blir symboler utan mening och
att matematiken stelnar.

Hir beskriver han en modell till en utveck-
lingsvdg i undervisningen, som &r parallell
till den som matematikern Viéte gjorde pa
1600-talet nir han skapade den symboliska
abstraktionen utifrdn den retoriska mate-
matik som Diophantos hade anvint.
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Férsta steget beskriver situationen med rik-
neord. Det andra steget visar hur rikneor-
det forenklats med ett tecken, en siffra och
likheten med likhetstecken. I det tredje 4r k
en férkortning av ordet kloss, och ordet och
har bytts ut mot ett plustecken. Det sista
steget visar kopplingen till vart sitt att skri-
va ett uttryck med hjilp av symbolen x som
nu betecknar ett tal vilket som helst. Hir
ingdr bade addition med tecken och multip-
likation med uteldamnat tecken. Att g fran
det tredje till det fjarde steget dr egentligen
ett stort "kliv”, och det tog minskligheten
1300 ar.

De fyra stegen

1 Tre klossar och fyra klossar ér sju klossar
2 3klossar och 4 klossar = 7 klossar

3 3k+4k=7k

4 3x+4x=7x

Hur kan ett matematikproblem som inbju-
der till arbete med de fyra stegen se ut i un-
dervisningen?

Att utvidga ett problem

Du har fyra blomkrukor pé katedern. I rum-
met finns tre fonster, och du fragar klassen:

Pé hur manga olika sditt kan vi placera de
hdér fyra krukorna i vdra tre fonster?

Vad tror du hinder om du inte ger fler an-
visningar eller fragor? Ja, det ar faktiskt vart
att undersoékal

I forskoleklass och i liten grupp vill bar-
nen prova pa riktigt. D& kommer diskussio-
nen igdng. Fragan giller om krukorna ar lika
eller om det spelar ndgon roll vilka fénster
de placeras i.

Hir kan maélet knytas till att eleven kan
ange antal med rikneord (steg 1) och att de
kan se uppdelning av antal. Strivansmal kan
vara kommunikation och problemlésning.

Om eleverna #r lite dldre (7 -9 8r) kan de
fa i uppgift att rita tre fonster och "klippa
ut” fyra krukor och rikna hur manga olika
mojligheter det finns att placera krukorna.
Aven hir kommer eleverna pa att det blir
olika antal placeringar om fénster och/eller
krukor ir olika. Detta kan vara ett exempel
pa en situation dir elevens taluppfattning

kan stidrkas genom att den anger antal med
siffror och en uppdelning av antalet, tex
2+7=9 (steg 2). Abstraktion, problemlos-
ning och begreppsbildning kan hir kopplas
till strdvansmal.

Fér dldre elever i grundskolan kan pro-
blemet ges muntligt. Eleven gor sina egna
val angdende lika/olika krukor eller fonster
och viljer sin egen metod att 16sa sitt pro-
blem. Liraren kan efter en stund, nir elev-
erna har "tinkt firdigt” och eventuellt 16st
problemet, bilda grupper i klassrummet dir
elever som har valt "samma” problem jamfér
sina l6sningar.

Hir uppstar helt naturligt en undran hur
resultatet ser ut for de andra grupperna i
klassen som har valt andra férutsittningar
vad giller krukor och fonster.

Att 13ta eleverna gora en liten utstillning
av resultatet dr en idé, och/eller att 1ata dem
beskriva med egna ord i sin loggbok kan visa
sig vara en bra utvirdering av olika mal. Det
kan vara nagot de lirt sig i problemlosning
eller handla om nagot begrepp. Bland méalen
kan vara att strukturera material eller att re-
presentera i tabell, vilket kan ge l4raren en
fingervisning om elevernas begreppsbild-
ning och firdighet i problemlésning.

"Blommmornas” olika fall
Fall 1

P& hur manga olika satt kan 4 likadana
blomkrukor placeras i 3 likadana fonster
ddr ingen hansyn tas i vilket fonster kru-
kan placeras?

Det innebir att om det stdr fyra blommor
i ndgot av fénstren s riknas det bara som
ett sitt.

Lésning med resonemangsmetod:
Fyra i ett fonster. D3 4r det tomt i de
andra tva.

Tre i ett fénster. D3 finns det en kruka i
négot annat.

Tva i tva fonster och tomt i det tredje.

Tva i ett fonster och en i vardera av de
andra tva.

Svar: Fyra olika sitt
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Resultat kan ocksé ses som det antal sitt
som summan av tre termer &r fyra, och dar
termernas ordning inte spelar négon roll.

Med symboler:
4+0+0=4 3+1+0=4
2+1+1=4 2+2+0=4
Fall 2

Pa hur manga olika satt kan 4 olika blom-
mor placeras i 3 likadana fénster (obero-
ende av ordningen av dessa som i fall 1)?

Om ingen hinsyn tas till hur krukorna pla-
ceras i fonstret s géller att:

Alla fyra krukorna i samma fonster:
1 mojlighet.

Tre i ett fonster ger att det finns 4 moj-
ligheter att ta bort en frén de fyra.

Tva i tva fonster ger 3 mojligheter bara.
(AB, AC, AD i det ena och resten i det
andra)

Tva i ett fonster och en i varje i de tva
andra ger 6 mojligheter.

Svar: 14 olika sitt.

Fall 3

P& hur manga olika sétt kan 4 likadana
blomkrukor placeras i 3 olika fénster?

Svar: 15

Férs6k att ordna i tabell kan ge resultatet
(1+2+3+4+5)

Fall 4

Pa hur manga olika satt kan 4 olika blom-
krukor placeras i 3 olika fonster?

Svar: 3-3-3-3=81

Varje blomma kan vilja tre olika fénster.
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Specialfall till generellt problem

Ett av mélen i matematik &r att kunna losa
ett matematikproblem med en generell for-
mulering. Att omforma problemet till ett
specialfall, att 16sa detta och sedan ater-
koppla till det generella fallet och darige-
nom finna den generella 16sningen 4r en
metod.

Om vi nu som i vart fall har 16st special-
fallet med de fyra krukorna i tre fonster, hur
formuleras d& det generella problemet, och
hur ser 16sningen ut?

Matematiken dr kind fér att overskol-
jas med bokstiver som fér den oinvigde
kan uppfattas som helt kryptiska (steg 4).
Det innebir att 6vergdngen frin specialfal-
lets virden pa variablerna till det generel-
la skrivsittet méste goras tydligt fér eleven
som "¢versittare”. Nu betecknas krukornas
antal med bokstaven n och fonstrens antal
med bokstaven k. Hdr dir bdade k och n uttryck
for antal, medan i specialfallet antal uttrycks
med siffror (steg 3 till steg 4).

"Blommornas” férsta fall kommer vid
Sversittningen till generell fragestillning
och generell 16sning att 6verga till:

P& hur ménga olika sitt kan n lika objekt
placeras i k lika fack?

Antalet sitt dr lika med antalet sitt att
skriva n som summa av k termer som dr stor-
re 4n eller lika med noll, vilket kan uttryck-
as som antalet icke-negativa 16sningar n, n_,
.m tillekvationenn=n+n+n+..+n,

Nagra exempel ér:

n+0+0+..+0=n
(n-1)+1+0+..40=n
(n-2)+1+1+..+0=n

I det tredje fallet kan problemet uttryckas:

"P4 hur ménga olika sitt kan n lika ob-
jekt placeras i k olika fack?” Att dskadliggéra
denna situation med en bild gér att 16sning-
en kan inses pa foljande sitt: Forst ritas spe-
cialfallet med 4 lika objekt och 3 olika fack
som tva lodrita streck. Strecken forestiller
de tva viggarna som skiljer de tre facken. I
detta fall betyder det att vi betraktar 6 ob-
jekt varav tva dr viggarna.




Bilderna nedan visar (2,1,1) resp. (1,2,1) med
det hir exemplet tva olika fall.

00|0|0 och ©0|0O|O

Foér att anvinda beteckningar frin kombi-
natorik skrivs totala antalet som (g) =15.

Detta svar ir naturligtvis omgjligt for alla
som inte triffat pd en sddan beteckning att
tolka. Att antalet dr 15 gar att resonera sig
fram till genom att tex rita och rikna alla
tinkbara fall. En modell i matematik, som
figuren ovan ger exempel pd, ger mojlig-
het att generalisera problemet. Att skapa en
modell ir "ett lyft” eftersom liknande pro-
blem kan losas i samma modell.

Férklaringen till sittet att tinka och skri-
va ir: (se bild ovan)

o Allmint giller att nir 6 olika objekt skall
placeras i ordning kan detta goras pa
6-5-4-3-2-1=6! sitt. 6! utlidses sex-
fakultet. (P& forsta plats finns det att
vilja mellan 6 olika objekt, sedan aterstér
det att placera 5 och direfter 4 féremaél
osv.)

o I vart fall om det var olika firg pa ringar-
na skulle dessa kunna placeras pa 4! sitt.
Men nu dr de lika och alla riknas da bara
som ett sitt. PA motsvarande sitt giller
att de tva sitt som olika viggar kan mar-

keras riknas som eft nir "viggarna” dr
lika.

o Losningen pé vért problem #r det antal
ganger talet 41-2! gér i talet 6! ?” d.v.s.
61/(41-21)=15

o Uttryckt i ord frdn matematiken &r sva-
ret "antalet kombinationer som fis nir 2
féremal dras frdn 6 foremal, utan avse-
ende pa den ordning i vilken féremalen
dras” och det korta skrivsdittet som ses i
textdr (6] eller C,.

De allménna problemen inom omradet skil-
jer sig visentligt i svarighetsgrad frén spe-
cialfallen. Om man vill férdjupa sig ytterli-
gare i matematik kan koppling till omraden
som Stirlingtal och partitioner vara ett steg
till i utvecklingen.

Fran universitet till forskola

Exemplet dr kopplat till ett moment som be-
namns kombinatorik och som ingér i univer-
sitetskurser i diskret matematik. Diskret ma-
tematik dr numera dven en sirskild kurs som
eleverna pd gymnasiet kan vilja. I kurspla-
nen fér gymnasiet ndmns bland mélen som
eleverna skall ha uppnétt efter avslutad kurs
att eleven skall "vara fértrogen med viktiga
egenskaper hos mingden av de hela talen och
kunna tillimpa dessa i problemlésning” samt
"kunna anvidnda grundliggande begrepp och
principer inom kombinatorik... ”. Om man
jamfor betygskriterierna for G, VG och MVG
for kursen finns féljande angivet i kursplanen
som forsta villkor i de tre betygsgraderna

G "Eleven anvinder lampliga matematiska
begrepp, metoder och tillvigagdngssitt
for att formulera och 16sa problem i ett
steg.”

VG "Eleven anvinder lampliga matematiska
begrepp, metoder, modeller och tillviga-
gangssitt for att formulera och 16sa olika
typer av problem.”

MVG "Eleven formulerar och utvecklar pro-
blem, viljer generella metoder och mo-
deller vid problemldsning samt redovisar
en klar tankegéng med korrekt matema-
tiskt sprak.”

Fér gymnasiet dr detta tre kriterier, som ger
tre utvecklingsnivder. Dessa kan enligt min
mening kopplas till en utvecklingsplan i
matematik for gymnasiet. Med dessa som
bakgrund, och med tillimpning av de fyra
stegen i Thompson utvecklingsmodell, vore
det rimligt att konstruera en utvecklings-
plan for eleven i grundskolan, som relaterar
till stravansmaélen. [ tolkningen av Skolver-
kets anvisningar om vad en utvecklingsplan
i matematik skall innehalla krévs att liraren
genomfor en undervisning som #r styrd av
stravansmal snarare dn uppndendemal.
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