Pesach Laksman

Geometri med spagetti

Genom att undersdka manghorningars och cirklars egenskaper ges elever
mojlighet att upptacka samband och f& en glimt av hur ndgra matematiska
idéer har utvecklats. De anvander spagetti som konkret stod for sina tankar
da de undersoker figurer och for matematiska resonemang.

och billigt att skaffa och litt att bryta av pa valfritt stille. Lt elev-

erna borja med att ligga egna figurer och strama sedan upp arbetet till
bestimda figurer som exempelvis fyrhdrningar. Vilj en elevs alster, placera det
pa en OH-projektor eller under en dokumentkamera, och 1at eleverna beskriva
fyrhoérningens egenskaper.

Nir egenskaperna ir beskrivna och figuren fothoppningsvis dven dr namn-
given, kan man friga om nigon har lagt en fyrhorning som har nigon ytterli-
gare egenskap. Ar den utvalda figuren en rektangel gar den att omforma till en
kvadrat genom att egenskapen ”lika langa sidor” liggs till, ir det en parallello-
gram kan det leda till antingen en rektangel om egenskapen "riita vinklar” till-
fors eller till en romb om egenskaperna utdkas med lika langa sidor”. Det ir
dven lAmpligt att gd at motsatt hall, dvs att ta bort nigon av egenskaperna. Har
vi startat med en rektangel hamnar vi pa parallellogram efter borttagandet av
kravet pa ritvinklighet och med en parallellogram kan vi komma till parallell-
trapets. Resultaten frin aktiviteten leder till tanken att fyrhérningarna kan
ordnas i ett slags slikttrid. Det blir d4 uppenbart att exempelvis kvadraten ir
ett specialfall av rektangeln.

S pagetti ir ett bra material att bygga minghérningar med. Det ir enkelt
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Se dven den sammanfattande tabellen pa nasta
sida. Fakta ar hdmtade fran Matematiktermer
i skolan och Developing thinking in geometry,
referenser finns i slutet av denna artikel.
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Fyrhorning Sidornas langd Sidornas parallellitet | Vinklarnas storlek |[Konvex/konkay|
Kvadrat samtliga lika ldnga parvis parallella samtliga rdta Konvex
Rektangel |motstdende parvis lika ldngal parvis parallella samtliga rata Konvex
Romb samtliga lika ldnga parvis parallella motst. parvis lika stora Konvex
Parallellogram [motstdende parvis lika 1dnga parvis parallella motst. parvis lika stora Konvex
Drake ndrliggande parvis lika langa Konvex
Pil narliggande parvis lika ldnga Konkav
Parallelltrapets (minst) ett par parallella Konvex

Ovningen kan iven indra riktning. Istillet for att eleverna far i uppgift att
ligga godtyckliga figurer och bestimma egenskaperna pa dem, fir de nui upp-
gift att utgd frin bestimda egenskaper, exempelvis en fyrhdrning med sidorna
parvis parallella. Eleverna kan da uppticka att vissa egenskaper automatiskt
foljer med, som tex att motstiende sidor dr parvis lika linga eller att motsté-
ende vinklar ir parvis lika stora. Detta visar pé vikten av precisa definitioner.
Nir vi definierar en figur behover vi inte beritta om alla dess egenskaper. De
egenskaper som ir en konsekvens av andra egenskaper behdver inte nimnas.
Det ir helt oméjligt att ligga en fyrhoérning med fyra riita vinklar utan att mot-
stdende sidor blir parallella och parvis lika langa. Dirfor dr det fullt tillrickligt i
definitionen av rektangel att endast nimna kravet pa vinklarnas storlek.

Manghorningars vinkelsummor

Att ligga fyrhdrningar med bestimda vinklar ir en bra vning. Be eleverna
konstruera fyrhérningar med tvd riita vinklar. Formodligen kommer de endast
att ligga ritvinkliga parallelltrapetser. Maste det absolut bli parallelltrapetser
med de givna villkoren? Troligtvis ir elevernas slutsats att om tva riita vinklar
ligger vid samma sida skapas det tva parallella linjer, men det sades inget om att
de rita vinklarna skulle gora det. Det faktum att den andra figurtypen
inte hittas direkt beror pd att de iir ovanliga och dirmed svérare for elev-

erna att komma pa.
Att bestimma vinkelsumman i trianglar tillhor skolmatematikens
kanon. For att inte ha for brittom med detta moment foredrar jag att
ta omvigen via fyrhdrningar, dels for att kinnedom om vissa av dessa ir

44 NAMNAREN NR3-2012

storre hos eleverna och dels for att proceduren inbjuder till reflektioner.
Friga eleverna hur manga trubbiga vinklar det kan finnas som mest i en fyrhor-
ning. Bli inte f6rvinad niir de flesta svarar "tvd”. Be dem motivera sina svar. Lt
eleverna bygga fyrhérningar med det maximala antalet trubbiga vinklar. Nu
brukar det dyka upp fyrhérningar med tre trubbiga vinklar.

Uppmuntra eleverna att forsoka fa samtliga vinklar trubbiga. Det blir snart
uppenbart att uppgiften dr omojlig att losa. Prova med évningens "motsats” dvs
att bygga en fyrhérning med enbart spetsiga vinklar. Aven hir uppticker elev-
erna att dvningen ir omdjlig och det finns goda forutsittningar for en hypotes
om att fyrhoérningars vinkelsumma iir 360°. Eleverna kiinner ju en fyrhérning




med den vinkelsumman, nimligen rektangeln, och om fyrhérningars vinkel-
summor hade kunnat variera skulle det antagligen inte vara omoiligt att bygga
fyrhérningar med endast trubbiga eller endast spetsiga vinklar. Efter nigon
form av verifiering av hypotesen, tex att eleverna river av horn i godtyckliga
fyrhorningar som de har ritat sjilva och placerar dem bredvid varandra med
vinkelspetsarna samlade i en gemensam punkt, kan eleverna underséka vin-
kelsumman i trianglar pa egen hand. Eftersom det ir litt att inse sambandet
mellan triangelns och fyrhérningens vinkelsumma, finns det goda forutsitt-
ningar for generalisering och eleverna kan bestimma vinkelsumman i en god-
tyckligménghdrning.

Cirkelns hemlighet

Jag minns en lektioniborjan pa 60-talet d4 jag sjilv satt i skolbinken och vi skulle
tareda pd relationen mellan en cirkels omkrets och diameter. Arbetet gick ut pa
att rita ndgra cirklar och ligga ett snore som holls pa plats med hjilp av knapp-
nélar runt om. Sedan skulle vi mita de avklippta, utritade snorstumparna och
cirklarnas diametrar samt utfoéra divisioner mellan dessa bada lingder. De olika
kvoterna lag strax dver 3. Liraren var angeligen om att virdet skulle ligga pa 3,14
och troligtvis var han dirfor tvungen att avsldja hemligheten om pi som ett irra-
tionellt tal. Jag minns att jag blev vildigt nyfiken och fragade vad det betydde.
Lirarens forklaring var att ingen striicka, hur kort den in valdes, kunde liggas ett
helt antal génger bade lings omkretsen och diametern.

Nir jag sjilv blev lirare och reflekterade éver den beskrivna lektionen kom
en insikt om inkonsekvensen i forfarandet. Talet vi letade efter var irrationellt
men ind4 var sjilva forfaringssittet som om vi hade letat efter ett rationellt for-
hallande. Dir fanns en uppenbar risk for att de enheter som anviindes, nimli-
gen millimeter, kunde ses som referensstriickor som gick ett helt antal ginger
i bide omkretsen och diametern. Dessutom fanns det knappast nigon anled-
ning att anviinda en tredje stricka niir vi jimforde tva lingder. Det vore betyd-
ligt enklare att ha just diametern som referensstricka.

Bland férmédgorna i Lgr 11 nimns férmédgan att féra resonemang, Vi har ofta
for brattom med att rita ut cirkelkurvan for att géra den jimforbar med dia-
metern och missar litt ett gyllene tillfille att resonera och bjuda in elev-
erna till ett matematisk samtal. Efter att eleverna har ritat sina godtyckliga
cirklar kan de bryta spagetti i bitar av diameterlingder. Direfter kan elev-
erna uppmanas att jimfora omkretsen i tur och ordning med en diame-
ter, sedan tvd och sa vidare, for att avgora vilket som ir lingst. Omkretsen
vinner uppenbart bide mot en och tvé diametrar. Vid tre diametrar kan
man inte dra ndgon slutsats baserad pa logiskt tinkande. Anledningen ir

att ingen av de tva konvexa figurerna cirkeln och den liksidiga triangeln,
med diametern som sida, kan placeras innanfér den andra. Om de pla-
ceras si att deras centra ssmmanfaller, korsar periferierna varandra. Vid
fyra diametrar #r det litt att se att vi kan bygga en omskriven kvadrat
med diametern som sida. Dirmed vet vi att {or cirkelns omkrets p giller
2d < p < 4d dir d star for diameter.

Med denna metod byggs en nyfikenhet upp efter noggrannare pésta-
enden. Diametern ir nigot otymplig pa grund av sin lingd och dirfor kan
lyckan sokas med en annan stricka kopplad till cirkeln, nimligen radien.
Spagettibitar lika linga som en radie kan liggas si att deras dndpunkter
ligger pa cirkelperiferin och vidror varandra en efter en. Om arbetet utfors
nigorlunda noggrant kommer eleverna fram till att det far plats ungefir sex
sddana striickor, vilka dven bildar en inskriven regelbunden sexhérning.
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Hir ir det pé sin plats att vicka frigan om vi kan vara sikra pa att det gir
att ligga just sex striickor och om det ir exakt eller pa ett ungefir. Har elev-
erna forkunskaper om triangelns vinkelsumma och att vinklarna i en lik-
sidig triangel dr inbordes lika stora, ser de att exakt sex liksidiga trianglar
med radien som sida kan placeras runt cirkelns medelpunkt.

Eleverna kan komma fram till att cirkelns omkrets ir drygt sex radier
eller tre diametrar. Metoden har dessutom historisk koppling, Arkimedes
hade den som utgingspunkt nir han jimforde cirkelns omkrets med

inskrivna och omskrivna polygoner. Han startade alltsd med en sexhérning
for att sedan successivt fordubbla antal horn sd att tolv-, tjugofyra-, fyrtiodtta-
horning ledde processen till en nittiosexhdrning — en figur vars omkrets ligger
ganska nira cirkelns.

Vid det hir laget kan eleverna ha utvecklat en viss dnskan att kunna
bestimma ett nigot bittre nirmevirde. Hir finns det troligen inte plats for
Arkimedes tillvigagingssitt. Elevernas forkunskaper ir kanske inte tillrickliga
da det kriivs bade Pythagoras sats och en god portion av uthillighet. Den akti-
viteten kan med fordel sparas tills storre matematiskt kunnande har uppnitts.
Det eleverna diremot kan gora ir att jimfora lingderna av diametern och peri-
ferin med hijilp av ett snore, som nimnts tidigare. De ligger di snoret si att
det foljer cirkelns periferi och klipper sé att dess lingd ir si nira omkretsen
som mojligt. For att fa stor noggrannhet ir det tillradligt att arbeta med relativt
stora cirklar. Direfter reduceras lingden av snoret med en diameter 3t gingen
efter en procedur som liknar tygforsiljarens. Efter tre reduktioner dterstar en
liten stump. Hir skulle man forstas vilja veta hur ling den ir uttryckt i diame-
trar och problemet ligger i att den iir kortare. Det krivs en viss eftertanke (fore-
tanke vore nog ett mer passande ord) att komma fram till att vi kan viinda pa
det genom att undersdka hur manga stumpar det gir pa diametern. Vid en lik-
nande procedur kommer eleverna férhoppningsvis fram till att den far plats
sju ganger, eller dir omkring, av vilket en slutsats kan dras om att en cirkels
omkrets har den ungefirliga lingden av 3 1/7 vars periodiska decimalutveck-
ling 3,142857... dverensstimmer vil i de tvé forsta decimalerna med det vil-

kinda 3,14.

Synen pa matematik

De ovan nimnda aktiviteterna bjuder pa matematiska upplevelser som anty-
der hur matematiska idéer har utvecklats. En for snabb behandling av mate-
matiska "sanningar” riskerar att flytta fokus fran det visentliga. I fallet med pi
tror manga felaktigt att det iir identiskt med 3,14 och gldmmer tyvirr att det éir
en relationskonstant och irrationell dessutom. Omkrets- och areaberikningar
ir inte det stora mélet med geometriundervisningen, men ir oftast det som
det koncentreras pa. Vi maste inse att sjilva beriknandet bara 4r en av minga
komponenter i matematikimnet och att de andra komponenterna i form av
beskrivande och resonerande samtal bor beredas betydligt stérre utrymme i
undervisningen.
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