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Artikeln beskriver elever i Middle School, arskurs 5—8, som arbetar med
tidig algebra. Via otraditionella problem gor eleverna upptéackter om mons-
ter och generaliseringar. | diskussioner utvecklas deras beskrivningar
till symbolsprak. Undervisningen sker i heterogena grupper dar grupp-
och klassdiskussioner spelar stor roll.

De senaste aren har vi undersokt olika satt
att introduceraal gebraisk notation for vara
elever. Med hjép av otraditionellaproblem
har vi funnit ett meningsfullt sétt att enga-
geraelevernai att undersoka och beskriva
monster al gebrai skt, gbraantaganden kring
de moOnster de ser, beskrivarelationer mel-
lan delar i monstret och sdsmaningom ge-
neralisera och uttrycka dessa relationer
med symboler — nbdvéandiga ingredienser
I ett algebraiskt tdnkande. Har skavi visa
nagra rika problem och elevernas forkla-
ringar, antaganden och generaliseringar
kring de monster de upptéckt. Vi anser att
detta sétt att integrera algebra med pro-
blemldsning &r helti linjemed den synman
numera har pa algebra for elever i denna
alder (NCTM 1989, 1992; Phillips 1991).

Med problemlosning i fokus

En del av var undervisningsidé &r att en-
gagera eleverna i att analysera, l6sa och
diskutera problem som inte & typuppgif-
ter. Ibland far de en uppgift att arbeta med
under en vecka, ibland utvecklas proble-
men ur en klassdiskussion. Né&r eleverna
far en veckapasig att |6sa ett problem kan
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de diskutera det med varandra, med for-
ddrar och larare. Vi f& manga positiva
reaktioner fran fordldrar och andra larare
pahur ivriga och engagerade elevernablir
nér de forsoker |0sa problemen. Fastan vi
inte presenterar |Gsningsstrategier som ska
anvandas, inser manga elever att man |
nagra av problemen ska soka efter mons-
ter.

Efter veckan aterkommer elevernamed
sinaldsningar och med en redogorel se for
vad de tankt pa nér de arbetade med pro-
blemet. Nér eleverna har diskuterat och
jamfort 6sningar i par diskuteras |6sning-
ar och strategier i helklass. Vi forsoker
upptackadem som intefrivilligt vill berét-
taoch lirkar vanligt med dem sa att de de-
lar med sig av sinatankar.

Héar foljer en beskrivning av hur elever-
nas strategier for att gora en sammanstall-
ning och deras sokande efter monster gav
0ss mdjlighet att gripa oss an algebra.

Ett av de forsta lyckade problemen ut-
vecklades ur en klassdiskussion. Proble-
met var ursprungligen tankt att hallaelever-
na syssel sattamedan | &rarna arbetade med
administrativauppgifter. Dessmgjligheter
visade sig helt och hallet av en slump.

Artikeln var publicerad i Mathematics
Teaching in the Middle School, februari
1997, och publiceras har med tillatelse
fran forfattarna och NCTM. Bearbetad
Oversattning av redaktionen.
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Hur manga prickar har en vanlig
sexsidig tarning?

Hur stor & summan pa en 12-si-
dig tarning?

Ingen av oss hade forutsett de rikamajlig-
heter som fanns i detta enkla, till synes
icke-utmanande problem. (L &s mer om att
forandra enkla handel ser till extraordinéra
mojligheter i Silver, Kilpatrick & Schle-
singer (1990), 25 —39.)

Eleverna diskuterade och arbetade med
problemet. Mangaadderadetalen 1 till och
med 6 och fick 21. Juan lade mérkettill att
prickarna pa motstaende sidor pa en tar-
ning har summan 7 och att téarningen har
tre sddana par av sidor. Darfor &r, enligt
Juan, summan av prickarna 21. Det hade
sen varit l&tt for oss att gavidare till nasta
planerade aktivitet, men Tawannavillevisa
summorna patavlan.
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Efter att hadiskuterat dettatdamligen enkla
problem fragadevi klassen, i linje med var
idé om att analysera problemen, hur vi
skulle kunnaforandradet. Terik berdttade
att han hade térningar med fler &n sex si-
dor, men att de inte hade prickar utan tal.
Han hade bl aen 12-sidig och en 20-sidig
tarning. Vi utnyttjade da detta tillfalle att
introducera ndgra ord — Terik hade en do-
dekaeder och en ikosaeder. Samantha be-
réttade upphetsat att hon hade en 100-si-
dig térning! Under deféljande lektionerna
tog elevernamed sig térningarnaoch visa-
de klassen. Som svar pavar foérfragan om
att forandra problemet, féreslog Chip:

Maénga elever angrep problemet som om
det inte hade nagon relation till det ur-
sprungliga problemet. Nagra gjorde dére-
mot en koppling och féresl og att man skul-
le paraihop talen och multipliceramed an-
talet par, dvs6 - 13=78.
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Vi frégade nu om nagon gjort nagra iakt-
tagelser. Kristin foreslog: Det storsta an-
talet prickar pa en tarning med 12 sidor
ar 12. Parsumman ar da 12+1, 13.

Elevernafick sen funderaut summan pa
en ikosaedertarning. De flesta s&g likhe-
ten mellan det nya problemet och proble-
met med dodekaedertarningen. Genom att
utga fran Kristins observation svarade
George omedelbart att summan av de tju-
go talen var 210, dvs 10 - (20 + 1). Flera
holl med och fann férenklingar: 20/2 = an-
talet par med summan 21, och déarefter
10 - 21 = 210.

| resonemanget fick klassen leta efter
likheter och skillnader i metoder och for-
klaravarfor vissa strategier var begripliga
och varfoér andrainte var det. Elevernafick
déarefter i uppgift att sammanstélla infor-
mationen fran de tre problemen i en tabell
for att se om de fann nagot monster. Vi
bad dem att ocksa téanka pa tarningar med
annat antal sidor &n 6, 12, och 20 och att ta
med dessai sin analys. (tabell 1).

Tabell 1
Sidor Talen Genvéag Summa

4 1+2+3+4 2:5 10

6 1+2+3+4+5+6 3.7 21

8 1+2+3+4+5+6+7+8 4.9 36
10 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10 5.11 55
12 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12 6-13 78
20 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12

+13+14+15+16+17+18+19+20 10-21 210
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Finns det ett satt att beskriva
summan av talen pa en tarning
med vilket antal sidor som helst,
dvs en tarning med n sidor?

Kristin modifierade sin iaktttagelse och
gjorde ett antagande:

Det storsta antalet prickar paentarning
med nsidor & n. Parsumman ar n+ 1. Pa
vilken térning somhelst &r parsumman ett
mer an antalet sidor.

Kamraternabad Kristin att ge nagra ex-
empel for att de skulle fa hjalp att forsta
vad hon sa. Hon gick igenom exemplen
med kuben, dodekaedern och ikosaedern.
Elevernautmanades att uttryckarelationen
mellan antal et sidopar och summan av par-
ens tal som en multiplikation.

Samantha hadeju beréttat for klassen att
hon hade en térning med 100 sidor, sa vi
bad var och en att forsoka rékna ut sum-
man av talen paen téarning med 100 sidor.
Eleverna tilldmpade det de upptéckt i de
tidigare exemplen och berdknade summan
till 5050.

Vi beréttade sen historien om den tyske
matematikern Carl Friedrich Gauss, somi
smaskolan beréknade summan av talen 1-
100 pa nagra sekunder och fragade klas-
sen hur Gauss hade kunnat berdkna en s&-
dan summa sa snabbt. De jamférde med
det monster de upptackt. Ahal Monsters
kraft och matematikenskraft! Sen atervan-
devi till tabellen och |&t elevernaléggatill
en analys av en 100-sidig térning och en
tarning med n sidor. (tabell 2)

Generaliseringenav mongiret, (/2)(n+ 1),
framstar nu inte som nagot magiskt.

Forst uttrycker eleverna relationerna i
ord, pa tavlan eller i skrivhaftet: " For att
fa summan av talen pa en tarning skaman
dividera antalet sidor med tva och multip-
liceradet med antalet sidor plus 1.” Elever-
na Oversétter "dividera antalet sidor med
2" med "n/2” och multiplicera det med
"antalet sidor plus1” med "n + 1”. Impli-
cit i detta arbete ar " det algebraiska spra-
ket”, som utvecklasi ett meningsfullt sam-
manhang viaprobleml dsning. Korrekt han-
tering av parenteser kommer efter hand.

| borjan skriver elevernasinaegnasym-
boluttryck for att uttrycka operationernas
ordning.

Moniquefortsatte att variera problemet.

Kan en tarning ha ett udda antal
sidor, och vad hander i sa fall?

Livlig diskussion utbrét om hur en sadan
tarning skulle kunna se ut. Elevernaville
konstruera polyedrar med olikaantal sidor
och skrivatal pa sidorna for att illustrera
och testaKristins antagande. Andraelever
ville veta om en sadan téarning skulle vara
en réttvistarning —dvsskulle allasidor ha
lika stor chans att komma upp?

Intresset var sa stort och mgjligheterna
att fortsétta de rika diskussionerna sa lo-
vande att vi agnade oss at detta atskilliga
dagar. Eleverna fick som hemuppgift att
fundera 6ver hur vi skulle berédkna sum-
man av talen pa en térning med udda antal
sidor. Fastan ingen kunde hitta en regel-
bunden térning med uddaantal sidor —och
i verkligheten finns det inga — boérjade

Tabell 2
Sidor Talen Genvag Summa

4 1+2+3+4 2:5 10
6 1+2+3+4+5+6 37 21
8 1+2+3+4+5+6+7+8 4.9 36

20 142+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12

+13+14+15+16+17+18+19+20 10-21 210

100 50-101 5050

n (n/2)(n+1) (n/2)(n+1)
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Sidor Talen Genvéag Summa
3 1+2+3 32 6
5 1+2+3+4+5 5.3 15
7 1+2+3+4+5+6+7 7-4 28
9 1+2+3+4+5+6+7+8+9 9.5 45
11 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11 11-6 66
n | n(n+1)/2 n(n+1)/2
Tabell 3

eleverna dagen darpa goraen tabell for att
analysera det nya problemet. (tabell 3)

Né&r elevernaforsokte finnaforenkling-
ar for att addera ett uddaantal pavarandra
foljandetal formulerade Chip foljande an-
tagande:

For att finna mittersta talet nér antal et
ar udda, ska man dividera antalet med 2
och laggatill resten (dvs 1) till heltal ssva-
ret. Klassen bad honom om nagra exem-
pel.

"Om man tar 7, sa han, & 4 talet mitt
emellan 1 och 7, eftersom 7/2 = 3 rest 1,
och 3+ 1= 4. Taet mitt emellan 1 och 13
a7, eftersom13/2=6rest 1,och 6+ 1=7.
Tdeemdlan1loch 21 & 11, eftersom 21/2=10
rest 1, och 10 + 1= 11." Chips idé dok upp
igen vid ett senare tillfélle nér vi diskute-
rade begreppet median. Nick analyserade
Chips antagande och situationen och fore-
slog:

Varje udda tal ar lika med summan av
tvad” granntal” (dvs pa varandra foljande
tal). Det stérre av de tva talen ar det mit-
tersta talet for det udda antalet tal.

Gissaom Chip blev bombarderad med fra-
gor fran klasskamraterna! De bad om ex-
empel. "Om man tar 77, forklarade Chip
trygot, "saar 7 likamed 3 + 4, s 4 &r talet
mitt emellan 1och 7. 13=6+ 7, sa7 &
talet mitt emellan 1 och 13; 21 =10 + 11,
sa 1l &r talet mitt emellan 1 och 21",

Kristin formul erade da nasta antagande:

For att f& summan av ett udda antal hel-
tal, ska man hitta det mittersta talet och
multiplicera det med antalet tal.

Aterigen villeklassen haexempel. Kris-
tin saatt man for att fa summan av heltalen
fran 1 till och med 7, ska ta mittentalet 4,
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med Chips eller Nicks metod, och multip-
licera det med antalet tal. SAfor 7 blir det
7-4=28.

For att folja upp denna spannande upp-
tackt bad vi de elever som formulerat an-
taganden att skriva ner dem pa stora pap-
per som de satte upp i klassrummet for
framtida bruk.

@-@-@- D-0-6-0

Hur mycket kostar parlorna?

Paentrad sitter den storsta parlani mit-

ten och de minsta langst ut. De minsta
kostar 1 krona, nasta i storlek kostar 2
kr, tredje parlan kostar 3 kr osv. Figu-

renvisar en trad med nio parlor och kost-

naden for var och en. Hur mycket skulle
en trad med 25 parlor kosta, om den var

upptradd efter samma princip?

(Szetela 1987, 37)

Allaelever kom efter en veckatillbakamed
en bild av 25 pérlor. Nagra beskrev hur de
adderade alla belopp, nagra réknade pa
papper och nagra anvande miniréknare,
Nagra elever adderade bara ena sidan av
parltraden, fran 1 till och med 12, dubbla-
de summan och latill 13. De olika strate-
giernadiskuteradesi klassen. Elevernafick
mojlighet att ventilera likheter och skill-
nader i de beskrivha metoderna. Vi bad
dem att jamforatraden med nio pérlor, som
kostade 25 kr, med traden med 25 parlor
som kostade 169 kr.
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Stephaniesa”9=3-30ch25=5-5. Alla
pérlor kan delas upp i sig gélva.” For de
flestai klassen var hennes observation obe-
griplig. Efter att haténkt en stund och ge-
nom att angripa det pa ett annat sétt, men
inspirerad av Stephanies nagot inexakta
idé, noterade Simoneatt 25&r 5 - 5 och 169
& 13 - 13. Christine byggde vidare pa Si-
mones idé och tillade att den dyraste par-
lan i mitten pa niopérlstraden kostade 5 kr
och att den dyraste patjugofempérlstraden
kostade 13 kr. Eleverna utmanades att un-
dersbka om relationen mellan mittenpér-
lan och kostnaden var densamma fér an-
drapérltradar. Jeffrey foreslog att vi skul-
le gora en tabell. Tillsammans uppréttade
klassen tabell 4.

Da John sdg monstret féreslog han:
"baravi vet mittenpéarlan kan vi fakostna-
den genom att multiplicera den med sig
gav”. Vi introducerade dabegreppet kva-
drering. Flera elever kunde forklara inne-
borden och skriva beteckningen patavian,
5.5=5=25, Vi blev dock inte férvana-
de nér vi i diskussionen mérkte att nagra
barn blandade ihop kvadrering med dubb-
ling (Curcio och Zarnowski 1996).

Chip och Nick paminde klassen om att
de kunde hitta det mittersta av ett udda
antal tal med hjalp av sin hypotes fran tar-
ningsproblemet, som fortfarande satt upp-
satt i klassrummet. Brian antog:

For att f& kostnaden for en trad med par-
lor skaman lagga till 1till antalet parlor,
dividera med 2 for att fa mittparlan och
sen multiplicera mittparlan med sig galv.

For att Oversétta Brians antagande till
symboler skrev fleraelever ((n + 1)/2)2.

Vi blir nuinte besviknaominteallakla
rar att uttrycka relationen i symbolform.
Vi inser att varaelever befinner sig paoli-
ka utvecklingsnivaer och uppmuntrar och
hjalper dem att bygga pa sin forstael se.

Eleverna vet att nédr vi har 16st ett pro-
blem &r det verkligen inte "klart”. Vi vill
altid veta "Hur kan vi férandra proble-
met?”’

Dong ladei det ursprungliga problemet
marke till att traden hade ett udda antal
péarlor. Hon véckte fragan:

Skulle det kunna vara ett jamnt
antal parlor? Skulle monstret bli-
vit detsamma?

Elevernatog sig an det nya problemet och
gemensamt konstruerade ndgraen tabell pa
tavlan. (tabell 5)

Nicole sdg ett monster och foreslog:

Nar vi vet detvai mitten lagger vi till 1
och multiplicerar.

Klassen behovde lite hjélp med detta.

Nicole sa, "Ta 6, mittentalen & 3 och
3-4=12.Ta8, mittentalen & 4 och 4 -5
=20.”

George sa, " Jag slar vad om att du téan-
ker fraga oss hur det blir om vi har n péar-
lor.” Ja, naturligtvis. Elevernafick i upp-
gift att Oversatta Nicoles antagande till
symboler. Flera gick fram till tavlan och
skrev (n/2) - ((n/ 2) +1).

Rachel skot in att hon hade en annanidé:

Tabell 4

Antal Diagram Mitt- Pris

parlor parla
3 121 2 4
5 12321 3 9
7 1234321 4 16
9 123454321 5 25
11 12345654321 6 36
13 1234567654321 7 49
25 12345...13...54321 13 169
n (n+1)/2 ((n+1)/2)?
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Safick vi ett nytt problem! Eleverna ana-
lyserade Rachels problem och gjorde ge-
neraliseringar utifran de monster de upp-
tackte. (tabell 6)

Samtal med och mellan elever om anta-
ganden och exempel &r vanligt i varaklas-
ser. Eleverna skapar mening, utmanar var-
andras tankande, utvecklar férmagan att
|6sa problem och det algebraiska tankan-
det. Ett spdnnande sétt att undervisai ma-
tematik!

Vi fortsétter att sbkaefter otraditionella
problem for att utmana vara elever. Ofta
skapar eleverna nya problem, precis som
Rachel.

Det héander att vi presenterar ett problem
som &r isomorft (till sin struktur identiskt)
med ett tidigare, barafor att undersbkaom
eleverna kan se problemens underliggan-
de likheter och om de kan tilldmpa den
generalisering som kommit till stand tidi-
gare. Vi blir mycket lyckliga nar eleverna
ser likheterna.

Antal Diagram Mitt- Pris

parlor parla
2 11 1 2
4 1221 2 6
6 123321 3 12
8 12344321 4 20
10 1234554321 5 30
12 123456654321 6 42
n | (n/2) (n/2)((n/2)+1)

Tabell 5
Varfor inte sétta de dyraste
parlorna langst ut pa traden? Avslutande kommentar er

Vi har forsokt att fanga den gladje och en-
tusiasm som genereras nar elevernafar l0sa
problem, upptéckamoénster och géraanta-
ganden nér de utvecklar sin formaga att
resonera algebraiskt. Tro dock inte att vi
kan trolla. Det gar & mycket tid, tAlamod
och energi, och det vi har beskrivit hér tog
manader att utveckla.

Elever befinner sig paolikanivanar det
gdller forstael se, och vi forsoker ge néring
& deras utveckling. Manga missuppfatt-
ningar och svarigheter kan avslgjas nar
elevernadelar med sig av sitt tankande. Var
utmaning har varit att utifran dessa situa-
tioner skapa inlarningstillféllen. Ibland
upptécker elevernamonster och relationer
soma nyafor oss. (Curcio & Stewart 1992).
Alla elever forvantas delta och de har an-
svar for att delge sinatankar om varje pro-
blem. Aven véraelever som har svart med
matematik, kan tryggt beréttaom sinaideer.
Vi har valt att hér visadet dlutligaresulta-
tet av vara diskussioner. Vissa tankar och
idéer leder in i en aervandsgrand, men vi

Tabell 6

Antal Diagram Pris

parlor
3 212 5
5 32123 11
7 4321234 19
9 543212345 29
11 65432123456 41
13 7654321234567 55
n ((n+1)/2)(((n+1)/2)-1) + n
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avfardar inte ndgra — alla presenteras for
klassen, och eleverna resonerar med var-
andra for att avgora rimligheten i forkla-
ringarna.

Vi a mycket forsiktiga sa att vi inte
vilseleder elevernaatt tro att exempel som
stodjer ett antagande & ett matematiskt
bevis. De ska inse att om man finner ett
motexempel sa upphaver det ett antagan-

de. Vi tror att man med elever i denna al-
der ska arbeta induktivt med att generali-
sera monster ur vissa exempel, for att ge
meningsfulla erfarenheter till dem nar de
borjar utvecklaal gebrai skt och symboliskt
resonemang. Vi ser fram emot att se hur
elevernapagymnasienivakommer att byg-
gaupp formellamatematiskabevis, utifran
den grund vi lagt.

Nagra problem vi anvant

akturer kravdes?

om varje vag bara kan férena 2 stéder?

dag. Hur skulle hon vélja?

1. Eric och hans 6 kamrater var pativoli. | slutet av dagen skulle de &ka berg- och dalbana
tva och tvd, pa sa sétt att alla skulle fa aka exakt en gdng med alla de andra. Hur manga

2. Ett vagsystem skabyggas mellan ett antal stader. Hur manga vagar behovsfor 12 stéder,

3. En rik granne, uppenbarligen intresserad av matematik, gav Samantha ett erbjudande
om att mala huset pa 19 dagar. Hon kunde antingen 45000 kr som engangssummaceller
1 ore forsta dagen, dubbelt sa mycket andra dagen och sa vidare med dubbelt for varje

4. Benny ska starta en dataklubb. Han &r sjdv den enda medlemmen nu, men hans plan &r
att varje medlem ska skaffa 2 nya medlemmar varje manad. Hur manga medlemmar
kommer klubben att ha efter 12 manader, om hans plan fungerar?

5. Hur manga kvadrater, av alla olika storlekar, har ett vanligt schackbrade?
Problemen &r hamtade fran O’ Daffer (1984) och (1985).
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