KERSTIN HAGLAND

Buss pa ekvationen!

Bara ordet ekvation kan fa manga, bade elever och vuxna, att
direkt tanka pa nagot som dr svart och obegripligt. | artikeln
presenterar forfattaren nagra idéer om hur man skulle kunna
avdramatisera detta begrepp i undervisningen. Det finns
mojligheter till historisk anknytning och pa Namnaren
pa natet finns nagra relaterade lankar.

manga minniskor bérja flacka lite osi-

kert med blicken. De tycker sig ha en
vag aning om vad det handlar om, ndgot med
bokstaven x och kanske ndgon sorts formel
med p och g som man maste kunna utan-
till, annars ir det kért. Och hur var det nu,
skulle bokstaven y ocksa vara med?

Hir 4r nagra forslag pd hur man skulle
kunna avdramatisera ekvationen en smula
och samtidigt jamna vigen f6r en god upp-
fattning om begreppet genom att undvika
en del onodiga fallgropar.

S dger man ordet ekvation brukar tyvirr

Forsta fallgropen:
ordet ekvation vdicker dngest

Lat oss ta tjuren vid hornen och bérja med
en definition. Vad #r en ekvation? S& hir
stdr det i Nationalencyklopedien Junior
(2008a):

ekvation dr en matematisk uppstillning
eller ett riknestycke med tva sidor eller
led, som &r lika stora. De tva sidorna skiljs
atav ett likhetstecken (=). Talen pé de olika
sidorna kan skrivas ut, om man kinner till
dem. Hir ir ett exempel:

2+2=3+1
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Tva plus tva ir fyra, och tre plus ett dr
ocksa fyra. Det tva leden #r lika stora.

Men fér det mesta innehéller ekva-
tionen ett eller flera okdnda tal, som
man betecknar med bokstéver, oftast x,
y eller z. Exempel: 2*x = 6. Man kan 16sa
den ekvationen genom att dela 6 med 2.
D4 far man 3. Alltsd dr x = 3. Tva ganger
tre dr faktiskt sex. Det gar ocksa att 16sa
ekvationer med flera okéinda.

Ordet ekvation kommer av latinets aequatio
vars verbform aequare betyder "géra lika”
(Nationalencyklopedien, 2008b). Ekvation
stdr alltsd for likhet. Ett nérbesliktat ord
ar ekvator (lika avstdnd till polerna). Och
det ordet ger vil knappast ndgon minniska
rysningar av obehag?

Mitt forslag dr darfér att man varje géng
"ekvationsdngesten” sitter in tinker pa or-
det ekvator och inser att ekvation ir ett lika
ofarligt ord. Man kan ju tillf4lligt ocks8 byta
ut ordet ekvation mot ordet likhet. "Idag ska
vi jobba med likheter!” later vil inte precis
skrimmande, eller hur? Nir man vil har
insett den enkla innebérden kan man f6r-
hoppningsvis anvinda ordet utan nigon
negativ laddning.




Andra fallgropen:
missuppfattning av likhetstecknet

Alla ekvationer innehaller ett likhetsteck-
en. For att férstd och kunna ta sig an en
ekvation maste man alltsd kunna anvinda
och tolka likhetstecknet pa ett korrekt sitt.
Likhetstecken ir ju ett matematiskt tecken
som visar att tvd matematiska uttryck som
stdr pa varsin sida om tecknet har samma
virde (Nationalencyklopedien, 2008c). Lik-
hetstecknet betyder alltsa "ar lika med”, "ar
lika mycket som” eller liknande.

Att likhetstecknet #nd& ofta tolkas som
"blir” tror jag beror pa att manga, bdde barn
och vuxna, utnyttjar likhetstecknet un-
der en pégdende rikneoperation, en proce-
dur som vandrar ivdg i lasriktningen fran
vinster till héger och avslutas med ett kor-
rekt "svar”. Ofta frdgar man sig till exempel
hur mycket blir 6 + 3? Och svarar: Det blir
9. Inte konstigt da om 6 + 3 =9 tolkas som
"sex plus tre blir nio”. Sddana rikneoperatio-
ner kan dven férekomma inom mer avance-
rad matematiktill exempel nidr man férenk-
lar algebraiska uttryck:

4a+5b-c-3a-8b+c=a-3b

Det langre uttrycket till vinster forenklas
och "blir” till det hégra.

Men om man tror att likhetstecknet be-
tyder "blir” kan till exempel féljande upp-
gift te sig fullkomligt obegriplig:

Bestdam xom
4x-3=2x+5

Hur kan 4x plotsligt "bli” 2x, vart tog de
andra tva x-en vigen? Och hur kan - 3 pléts-
ligt "bli” + 5? Och hur kan man bestimma x
genom att veta det?

Om man ddremot har f6rstatt att likhets-
tecknet betyder att uttrycket till vinster "ar
lika mycket som” uttrycket till héger kan
man arbeta precis som med en balansvég
och borja ordna och férenkla, till exempel
sa har:

Addera med 3 pa varje sida om likhets-

tecknet:

4x-3+3=2x+5+3
4x=2x+8

Subtrahera med 2x pa varje sida om-
likhetstecknet:

4x-2x=2x-2x+8
2x=8

Dividera med 2 pa varje sida om likhets-
tecknet:

N

X

2x -8
2 2
X

=4

Nu har man ordnat och forenklat s& ldngt
det gér och dirigenom ocksa fatt fram ett
virde pa x.

Mitt férslag dr att man tidigt férsdker lyf-
ta fram och fértydliga den grundliggande
betydelsen av likhetstecknet sd att den inte
gloms bort och att likhetstecknet missupp-
fattas. Man kan exempelvis bjuda pa rikne-
uppgifter av det har slaget:

Vad ska det sta i de tomma rutorna?
[l+8=4+9
20=24-]
4-3=[16

I de hir exemplen maste den som léser upp-
gifterna jamféra de matematiska uttryck-
en pa bada sidor om likhetstecknet for att
kunna 16sa gitan om hur man ska f3 ut-
trycken att "viga jaimnt”. Férhoppningsvis
ir det inte s& mycket svirare fér eleverna att
16sa sddana hir uppgifter dn de traditionella
i lasriktningen. En sak ir jag helt 6vertygad
om: nir eleverna har lirt sig att se mer 6ver-
siktligt pd& matematiska uttryck pa detta
sitt d4r mycket vunnet infér det fortsatta
matematiklirandet.

Via denna "balansvdgsmetod” kan man
dven anvinda ett lite mer kreativt arbets-
sitt. Man kan till exempel ge eleverna &pp-
na uppgifter som den hir:

Vad kan det std till hoger om likhets-
tecknet?

17 =

I sddana skapande uppgifter férséker ju
elever ofta ligga sig antingen pa en sd svar
nivd de bara kan for att imponera eller sa
vill de gora négot lite lustigt och originellt
av det hela. Om du provar i klassrummet,
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var beredd pd overraskningar! Tillsam-
mans kan eleverna sikert bjuda pé en hel
pallett med olika matematiska uttryck som
alla har det gemensamt att de &r lika myck-
et som 17. Hela tavlan blir vildigt latt "full
i sjutton”! Och hir kan eleverna verkligen
utgdra resurser for varandra i matematik-
larandet. Uppgiften kan i sig ocksa vara ett
bra sitt att diagnostisera enskilda elevers
matematikkunskaper. Vilka tal anvinder de
sig av? Vilka riknesitt? Hir dr exempel pa
négra sddana elevlésningar:

17 = TH+HH1H+HTH+HTHH+HTH+HT+H1+HT+1+H1

17=20-3
17=21-4
17=22-5
17=17

17=17+17-17
—24+4

17=2+ 3

17=0,5-34

Om man vill kan man som lidrare inféra
olika begrinsningar och krav pd 16sning-
arna, exempelvis vilka riknesitt och typer
av tal som far finnas med. Svarighetsgraden
kan varieras beroende pd vilka elever man
har. Négra exempel:

Vad kan det std till hoger om likhetstecknet?
17 =

<o Anvand subtraktion minst en gang

o Anvand tva olika rdknesatt

o Minst ett tal masta vara i brdkform

o Anvand minst tva tal storre an 50 och
multiplikation eller division

Tank vilken aha-upplevelse det skulle kunna
bli om en elev sjilv inser till exempel detta
samband:

-2+
22-5=2+ 3

Har eleven vil férstatt likhetstecknets be-
tydelse kan han eller hon mycket vil dven
snart inse att man faktiskt till exempel kan
ta bort lika mycket pa varje sida om likhets-
tecknet och #nda halla de tva uttrycken i
perfekt balans, precis som nir man anvinder
en balansvag:
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=45
20-5= 3

-4
15=3

Sadana hir férenklingar 4r mycket vanliga
vid ekvationslésning och varfér inte borja
trina det tidigt? Matematik gér juihég grad
ut pd att férenkla for sig och det borde fler
barn och vuxna fir chansen att uppticka,
uppleva och glddjas at, tycker jag.

Tredje fallgropen:
symbolen x undviks

Ofta undviks den matematiska symbolen
x nir man undervisar yngre elever. Istillet
infér man icke-matematiska tecken som _
eller en tom ruta att fyllail|(som jag gjorde
nyss), nir man vill antyda att det finns ett
dnnu okint tal som eleverna bor faststilla.

Varfér infér man tillfalliga tecken nir
man lika vl skulle kunna anvinda ett kor-
rekt matematiskt tecken pd en géng, kan
man fréga sig. Alla barn vet ju faktiskt re-
dan att x brukar std fér ndgot hemligt eller
okint, det har de list om i spinnande bock-
er eller serietidningar eller sett pa film. Det
finns darfor faktiskt ofta ocksa ett skimmer
av lustfylld spanning kring bokstaven x.
Varfér inte utnyttja den positiva attityden?

Mitt férslag dr darfér att man provar att
infora x tidigt. Jag tror inte det skulle bli ndg-
ra problem fér eleverna att komma ihég att
anvinda just bokstaven x som symbol fér det
okénda talet. Jag tror tvirtom att eleverna
till och med kan tycka det vore ganska lust-
fyllt att fa vara "taldetektiver” som "avsljar”
x. Inte tror jag heller att de far sirskilt svart
att 16sa uppgifter som exempelvis denna:

Talet x ar ett hemligt tal. Vilket tal ar x?
20=32-x

Fér att undvika missférstdnd bér man, tyck-
er jag, dessutom lata bli att anvinda X som
multiplikationstecken. Anvind istéllet upp-
hojd punkt. En del minirdknare kan ha X
som symbol for multiplikation. D3 kan det
forstas vara bra om man ar extra tydlig infér
eleverna hur man egentligen skriver ett kor-
rekt multiplikationstecken. Man kan fér 6v-
rigt 4gna en stund 3t att syna alla tecknen pa




minirdknaren. Dir férekommer ju ofta av-
vikande symboler dven for exempelvis divi-
sion och decimaltecken.

Det kan ocksa vara bra att 13ta eleverna
mota olika bokstiver som "hemliga tal” for
att géra klart for dem att det inte nédvin-
digtvis maéste vara ett x utan att man lika
girna kan anvinda andra bokstéver.

Talen a och b ar tva hemliga tal.
Men vi vet att

a+b=17
och
a-b=7

Vilket tal ar a? Vilket tal &r b?

Vad kan vi ldra av historien?

Flera forskare hivdar att ménsklighetens ut-
veckling i matematik ocks3 ér varje individs
naturliga utveckling i matematik. Det bety-
der med andra ord att matematikhistorien
skulle kunna ge oss en tydlig vink om i vil-
ken ordning matematiklarandet bér ske for
varje individ.

Nir dok da ekvationen upp i matematik-
historien? Svaret ir att den kom vildigt ti-
digt. Redan babylonier och egyptier arbeta-
de med ekvationer f6r ca 4000 &r sedan och
dé inte bara med de allra enklaste utan dven
med mer komplicerade.

Ett typiskt egyptiskt problem fran den
hir tiden var féljande:

Ett tal och dess fjardedel ar tillsammans 15.
Vilket &r talet?

Problemet har en obekant som ska avsldjas,
talet.

Den egyptiske skrivaren Ahmes anses
ha 16st ekvationen genom att forst prova
med ett svar som han frdn borjan visste var
fel (metoden kallas "enkel falsk position”).
Han valde 4 fér det gjorde det litt for ho-
nom att rikna, eftersom 4/4 = 1. Om talet ir
4 8 dr talet tillsammans med sin fjirdedel
(4+1)=5.

Men detta dr ju inte den ritta sum-
man, den var ju 15. 15 dr dock samma sak
som 3*5 s& om han multiplicerade sitt
falska svar 4 med 3, s§ hittade han det ritta
svaret. 34 =12. 12 borde dirmed vara det
ritta svaret. Slutligen kontrollerade han sin
utridkning:

12 _
12+T_15
12+3=15.

Det stammer. Talet ar 12.

Han utnyttjade alltsd en sorts forhdllande-
riikning. Det falska svaret férholl sig ju till
den falska summan som det korrekta svaret
forholl sig till den korrekta summan.

En del forskare anser dock att Ahmes
istdllet tdnkte sig metoden som sd att han
forst delade det s6kta talet i fyra lika stora
delar, f6r det handlade om fjirdedelar. Se-
dan riknade han talet och dess extra fjirde-
del som fem s&dana delar. Varje del méaste da
vara 3, eftersom fem delar skulle motsvara
15 och 1?5 = 3. Fyrasddana delar motsvarar d&
4+3=12. Talet 4r 12.

En bild av talet och dess fjdrdedel.

Kanske vore det viirt att prova detta klassis-
ka problem i klassrummet och fa folja elev-
ernas tankar fram till en 16sning? Tanker
eleverna "egyptiskt”? Eller hur gér de tillva-
ga for att hitta sin 16sning?

Ett babyloniskt problem frén ungefir
samma tid dr foljande som handlar om en
rektangel:

Jag har multiplicerat langden med
bredden for att finna arean.
Resultatet blev 182.

Darefter har jag adderat ldngd och
bredd och fatt 27.

Finn langd, bredd och area.

Problemet har tva obekanta tal som ska av-
slojas, rektangelns lingd och rektangelns
bredd (arean ir ju redan bestimd).

Hur 16ste da babylonierna detta problem?
Jo, de letade férst i sina fardigskrivna tabel-
ler. De konstaterade i "kvadrattabellen” att
rektangeln inte var ndgon heltalskvadrat.
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Nirmast arean 182 hittade de en kvadrat
med sidan 13 och arean 169 och en kvadrat
med sidan 14 och arean 196. D4 gissade de
pa en rektangel med bredden 13 och ling-
den 14, kontrollerade och konstaterade att
det stimde.

Ett matematiskt liknande nutida pro-
blem skulle kunna se ut s hir:

Summan av tva tal ar 8.
Produkten av samma tal ar 15.
Vilka ar de tva talen?

Kanske vore det problemet ocksd virt att
prova i klassrummet? Tinker eleverna "ba-
byloniskt”? Provar de med 4 * 4 férst? Gissar
de smart?

Hur fortsatte det sedan? Den grekiske
matematikern Diofantos levde pa 200-talet
eKr. Han utvecklade algebran pa babylonisk
grund. Han l6ste liknande ekvationer fast
pa ett mer abstrakt och generellt sitt. Han
inférde symboler f6r de okidnda talen. Hir
ir ett exempel:

Ténkdigatty+z=100ochyz=9.
Vilka tal &r y och z?

Diofantos I6ste sitt problem genom att till-
falligt 1dna in bokstaven x. Han bestdmde
att x fick beteckna halva skillnaden mellan
talen y och z vilket kan skrivas:

y-z=2x
Han adderade sedan detta uttryck pa émse
sidor i ekvationen y + z = 10:

y+z+(y-2=10+2x
2y=10+2x
y=5+x

Sedan subtraherade han samma uttryck pa
Omse sidor i ekvationen y +z = 10:

y+z-(y-2)=10-2x
2z=10-2x
z=5-x

Direfter satte han in dessa virden pd y och z
i ekvationen yz = 9:

5+x)(5-x)=9

25-x’=9
x’=16
x=4
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De negativa talen var inte "uppfunna” pa
den hir tiden s3 darfér bortser vi fran 16s-
ningen x = -4

Virdet pé x satte han sedan in i ekvatio-
nernay =5+ x och z=5 - x och fick pa s
sitt fram virdena pd y och z:

y=5+4
y=9
z=5-4
x=1

Hur skulle tex dagens gymnasieelever 16sa
Diofantos problem? Kommer de att "lana
in” en bokstav till eller 16ser de problemet
pa babyloniskt sitt? Kommer de att &ver-
sitta de abstrakta uttrycken till ord som i
det foregdende problemet och sedan gissa
sig fram? Det vore intressant att ta reda pa.
Prova girna sjilv Diofantos abstrakta och
generella 16sningsmetod pé det problemet!
Kanske kan dessa historiska exempel lira
oss att om eleverna fér tillfille att bekan-
ta sig med forhéllanderdkning, rita bilder
som tankestéd och 6va sig i att gora smarta
gissningar kan de dirmed ocksé bli vl f6r-
beredda fér ett mer modernt sitt att 16sa
ekvationer med en eller flera obekanta.
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