Kerstin Larsson

Subtraktionsberakningar

[ forra numret av Namnaren beskrev forfattaren olika situationer inom
subtraktion och addition. Har fortsatter hon att behandla berdknings-
strategier for subtraktion samt hur de kan tydliggéras genom nagra olika
didaktiska modeller. Dessutom diskuteras terminologifragor.

metoder fir att gora berikningar och lésa rutinuppgifter samt att eleverna ska

arbeta med centrala metoder for berikningar. Detta innebir att eleverna ska
kunna utfora berikningar pa flera sitt. Det ricker inte med en generell metod
som kan anviindas oavsett vilka tal som ingar i en uppgift. Med uttrycket cen-
trala metoder avser kursplanen utvecklingsbara metoder, det vill siga metoder
som ir effektiva i den givna situationen, men samtidigt s& generella att de ir
anvindbara i nya situationer. Eleverna ska ocksa kunna virdera metoder och
avgdra vilka metoder som passar bist i olika situationer.

I Lgr 11 stir detatt eleverna ska kunna vélja och anvinda limpliga matematiska

Terminologi

Liroplanen anvinder ordet metod bade for det jag i denna artikel kallar stra-
tegi och for mer generella metoder som att anviinda miniriknare eller huvud-
rikning. Nir jag skriver om olika sitt att utféra en beriikning i huvudet, eller
med stdd av papper och penna, kommer jag att anviinda orden berikningsstra-
tegi eller strategi. De olika berikningsstrategierna har inte nigra vedertagna
svenska namn, vilket syns i bide didaktisk litteratur och i liromedel. Aven i
den engelsksprikiga forskningslitteraturen finns olika namn for samma stra-
tegier. De namn jag anvinder ir alltsa inte de enda férekommande. Det skulle
formodligen vara enklare att diskutera strategiernas egenskaper om vi hade
samma benimningar.

Minuend och subtrahend ir tva ord som mer eller mindre har {érsvunnit ur
den svenska matematikterminologin, vilket ir synd. De ir nimligen anviind-
bara da vi talar om olika subtraktionsberikningar. I ett subtraktionsuttryck
som 7 —5=2 har sjuan och femman olika roller och i vissa fall ir det opraktiskt
att kalla bida for term, vilket svensk terminologi féresprikar. Sjuan i ovan-
stiende uttryck kan kallas for minuend och femman for subtrahend. Tvdan i
uttrycket betecknas differens, liksom dven hela uttrycket.

Term Differens

> E <4

Minuend
Subtrahend
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Berakningsstrategier for flersiffriga tal

I den hir artikeln presenterar jag olika berikningsstrategier som anviinds vid
berikningar med flersiffriga tal. Exemplen bygger pa forskning om berik-
ningsstrategier, som har genomforts under ling tid och i flera olika linder.
Strategierna anvinds vid savil ren huvudrikning som vid berikningar med
papper och penna. Papper och penna-metoder kan vara allt ifrin att skriva ner
alla delberikningar till att huvudsakligen rikna i huvudet och skriva ner vissa
delresultat for att avlasta arbetsminnet.

Jag har delat upp beriikningsstrategiernaifem huvudkategorier som avspeg-
lar hur generella eller lokala dessa ir. I de mer generella strategierna betraktas
de ingdende talen atomistiskt, man ser till delarna och texi en algoritm behand-
las alla siffror som ental. I de lokala strategierna finns ett holistiskt synsitt dir
talen betraktas som helheter. Jag vill poingtera att det inte ligger en viirdering i
denna atskillnad, s att det ena iir bittre in det andra. Det jag vill visa dr att det
ir stor skillnad mellan berikningsstrategier avseende hur generella de ir och
hur holistiskt man betraktar talen.

De fem huvudkategorierna kan delas upp i flera varianter och hir redovi-
sas nigra av de vanligaste som barn anvinder. For att exemplifiera strategierna
visar jag hur man kan beriikna 64 — 26. Berikningsstrategierna kan dven anvin-
das vid berikningar med tal som har fler siffror in tva.

Lodprita algoritmer

Forsta huvudkategorin ir lodrita algoritmer, det vi i vardagligt tal kallar for
B4 uppstillningar. Lodriita algoritmer kinnetecknas av att varije siffra behandlas
6 som om det vore ett ental, man tinker inte sextio (femtio) minus tjugo, utan
=8 sex (fem) minus tvd i tiotalskolumnen. Detta ir anledningen till att de kallas
atomistiska, man bortser frin helheten, hur stora talen ir och hur de bida talen
relaterar till varandra. Lodriita algoritmer ir ocksa generella till sin karaktir, det
vill siga man gor likadant oavsett vilka tal som ingir i berikningen. De lodriita
algoritmerna ir inte avsedda for ren huvudrikning, utan for att utféras med

papper och pennal,

Talsortsvisa berikningar

Den andra huvudkategorin ir talsortsvisa berikningar dir bida talen delas
upp i tiotal och ental. Subtraktionerna utférs med tiotalen for sig och entalen
for sig. Till sist summeras de bida delresultaten. Exempel: 64 - 26

64—26=(60—-20)+(4—6)=40+(~2)=38eller
64—26=(60-20)+(4—6)=40-2=38

Talsortsvisa berikningar kinnetecknas av att talsorterna behandlas separat
och de ir dirmed mer atomistiska in stegvisa berikningar (se nista kategori).
De kan dven anses vara relativt generella dd man, om man kan hantera negativa
tal, alltid kan gora p4 samma siitt. Manga lir sig dock tvé olika varianter, en for
subtraktion utan viixling och en annan {or subtraktion med viixling. Jag skriver
mer om detta i Mer om berikningar i addition och subtraktion som finns att lisa
pa Ndmnaren pd ndtet.

! Det finns ett flertal varianter av algoritmer beskrivna av Madeleine Lowing och Wiggo
Kilborn i Kulturméten i matematikundervisningen och jag hinvisar intresserade att lisa mer

dir.
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Stegvisa berikningar

Den tredje huvudkategorin ir stegvisa berikningar. Aven hir finns det fler
varianter och jag visar tre av de vanligaste som jag kallar for standard, med kom-
pensation och kompletterande addition.

Standard: 6426

64-20—44;44 -6-38
Borja pa minuenden, 64 i det hiir fallet, och hoppa 20 steg bakét i talraden till
44. Hoppa dirifran ytterligare 6 steg bakét till 38.

Med kompensation: 64— 26

64-30—>34;,34+4—38
Borja pad minuenden och hoppa for lingt bakat med jimna tiotal. Hoppa sedan
framit i talraden lika manga ental som du hoppade for langt.

Kompletterande addition: 64 —26

26+4—30;30+30—60;60+4— 64, svaret ir4+30+4=38
Borja pa subtrahenden, 26 i detta exempel, och hoppa framat i talraden till
nirmsta jimna tiotal. Hoppa vidare framét i talraden med jimna tiotal till 60
och hoppa avslutningsvis si manga ental som behovs for att komma fram till
minuenden. Hill reda pa vilka hopp som har gjorts och addera dessa. Man kan
ocksé hoppa framat med jimna tiotal, dvs

26+10—36;36 +10 — 46; 46+ 10 — 56; 56 + 8=64.

Det som kinnetecknar stegvisa berikningar ir att den ena termen behélls som
en helhet och den andra termen delas upp i limpliga delar med hinsyn till vart
positionssystem. Eftersom ena termen behalls som en helhet ir stegvisa beriik-
ningar mer holistiska in de talsortsvisa. Samtidigt minskar generaliteten da val-
mdjligheterna ir manga for hur man ska hoppa framét och bakat och om man
ska hoppa med jimna tiotal eller till jimna tiotal.

En vanligt forekommande variant ir en blandning av talsortsvis berikning och

stegvis berikning som kan se ut s hir: 64 —26
60-20=40;40+4=44,44—-6=38

Hir delas talen upp i tiotal och ental. Tiotalen beriknas forst for sig. Direfter

adderas minuendens ental till delresultatet och slutligen subtraheras subtra-

hendens ental.

Kompensationsberdikningar

Den fjirde huvudkategorin av berikningsstrategier ir kompensationsberiik-
ningar. Det finns tvd typer: antingen dndras den ena termen eller s3 indras

bada.

Exempel dir ena termen éndras: 64 —26

26— 30;64-30=34,34 +4=38.
Hir dndras 26 tillfilligt till 30, som ir ett jimnt tiotal, innan berikningen
utfors och sedan aterstills den tillfilliga indringen. Om den ena termen #ndras
menar en del att man alltid bor indra subtrahenden till ett jimnt tiotal, andra
menar att det beror pa vilken av termerna som ir nirmast ett jaimnt tiotal.
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Exempel dir bdda termerna forindras: 64 —26

26— 30; 64— 68,68 -30=38
Syftet med att forindra bdda talen lika mycket ir att det ena talet ska vara ett
jamnt tiotal, oftast subtrahenden. Andras bida termerna i en subtraktion lika
mycket behdver man inte aterstilla indringen eftersom skillnaden mellan ter-
merna inte har férindrats.

Det som kinnetecknar kompensationsberikningar ir att bida termerna
behandlas som helheter, alltsa dr berikningsstrategin holistisk. Det ir ocksa
kinnetecknande att man forst undersdker hur de bida talen ir beskaffade och
utifrin detta viljer hur talen ska manipuleras fore utrikningen. Det gor att
denna strategi ir lokal i motsats till generell.

Hirledda talfakta

Den femte huvudkategorin kallar jag hirledda talfakta. Ett exempel pa hur
nagon skulle kunna tinka da det giller hirledda talfakta pd uppgiften 52 — 26 ir:

Jag vet att 25+25=50. Alltsd mdste 26+26 vara 52.
Ett annat sitt att resonera:
En kortlek har 52 kort. Halva kortleken har 26 kort, alltsd dr 26 +26="52.

Hirledda talfakta dr en mycket lokal strategi som bygger pa talfakta och de
relationer till tal som den som utfér berikningen har. Det ir den beriknings-
strategi som idr mest holistisk i forhallande till hur man ser pa talen som ingar i
berikningen och kinnetecknas av att man betraktar talen och ser pa hur de
relaterar till varandra och andra tal samt kiinda talfakta.

De fem kategorierna i sammanfattning

Hir visas en sammanfattande dversikt dver de fem huvudkategorierna utifran
hur generella och holistiska de ir. Alla strategierna — utom kompletterande
addition — har en motsvarande strategi for addition, och de beskrivs i en kor-
tare artikel pd Namnaren pd nditet.

Nagra vanliga

Huvudkategorier .
9 underkategorier

Atomistisk Lodrdta algoritmer Det finns manga olika typer
Generell Varje siffra behandlas som ental av lodrata algoritmer
A Talsortsvis berdkning Standard
Tiotal och ental Blandad
behandlas separat
Stegvisa berdkningar Standard
Ena termen behandlas som en Med kompensation
helhet den andra delas upp, Kompletterande addition
ofta talsortsvis
Kompensationsberdkningar Ena termen dndras
Bada termerna behandlas Bdda termerna déindras
v som helheter
Lokal Hérledda talfakta
Holistisk Bada termerna behandlas som helheter och jamférs med andra tal

24 NAMNAREN NR1-2012



Didaktiska modeller for att forsta strategier

Ett sitt att {orstd strategier kan vara att sitta in berikningarna i en kontext.
Att kompensationsberikningar d4 bida termerna forindras lika mycket alltid
fungerar kan belysas med en jimforelsesituation:

Sofia har 64 tuschpennor och Martin har 26. Hur manga fler har Sofia?

Om bade Sofia och Martin far ytterligare fyra pennor var, kommer
skillnaden mellan deras penninnehav inte att indras. Om bida ger bort
lika ménga var kommer skillnaden inte heller att indras.

For att forstd kompensationsberikningar d4 endast den ena termen indras
passar inte jimforelsesituationen lika bra. Da kan minskning vara tydligare:

Sofia har 64 kronor och handlar fér 26 kronor.

Hon betalar med en tjugokronorssedel och en tia, det vill siga hon minskar
sin ”formogenhet” med 30 kronor och har kvar 34. Eftersom hon betalade
30 kronor far hon tillbaka 4 kronor. Hon har alltsi 34 + 4 =38 kronor.

Textuppgifter med olika situationer kan vicka elevers vilja att prova olika sitt
attrikna och tinka. Det ir viktigt att uppmirksamma att bara fér att en uppgift
presenteras i en jimforelsesituation dr man inte tvungen att anvinda en berik-
ningsstrategi som bygger pé att ta reda pa skillnaden. Man kan ha situationen
med Sofias 64 och Martins 26 pennor som ska jimforas och formulera uppgif-
tensom 64 — 26 for att sedan tinka som en stegvis minskning: Jag tar forst bort 20
fran 64, dd har jag kvar 44, sedan tar jag bort 6 till, dd har jag 38 kvar. Situationen i
uppgiften maste alltsd inte styra valet av berédkningsstrategi.

Aven bilder, laborativt materiel och andra uttrycksformer kan hjilpa elever
attforstd hur olika strategier fungerar. Kompensationsberikningar fér addition
da bada termerna forindras kan litt forstds med plockmateriel som liggs i tvé
hogar. Dessa hogar ska riknas ihop. Da spelar det ingen roll om jag tar nigra
fran den ena hgen och ligger i den andra innan jag riknar ssmman dem, for
den totala mingden indras inte.

Om jag diremot forsdker mig pa samma mandver i en subtraktion, att flytta
over nagra foremal frain den ena hogen till den andra, s forindras skillna-
den. Hir blir inneborden av de bida riknesitten tydlig. Med ett ostrukture-
rat plockmateriel synliggors strategins hallbarhet, men det visar inte varfor det
kan vara effektivt att forindra talen innan man borjar sjilva berikningen.

For att synliggora stegvisa berikningar och att skillnaden inte dndras vid
lika forindring av bida termerna i en subtraktionsuppgift kan en tom tallinje
anviindas.
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Med tallinjen synliggors inte hur talsortsvisa beriikningar eller lodrita algorit-
mer fungerar. Forattillustrera dessa — oavsett om de gorsi huvudet, lodritteller
vagritt med papper och penna — passar ett tiobasmateriel betydligt bittre.
Om man vill visa en minskning kan man ligga upp materiel {6r minuen-
den och plocka bort det antal som subtrahenden anger. Om vi istiillet ligger
upp materiel bide for minuenden och subtrahenden invid varandra illustreras

skillnaden.

Detta dr nigra didaktiska modeller i form av materiel, bilder och ord/kontext
som kan forstirka forstielsen for hur riknesitten och olika berikningsstrate-
gier fungerar. Det finns givetvis mycket mer att gora for att skapa mojligheter
for eleverna att forstd riknesittens egenskaper och att dversitta olika repre-
sentationer eller uttrycksformer for tal, situationer och berikningar. Det ir
dock viktigt att man som lirare ocksa ir medveten om de olika uttrycksfor-
mernas begrinsningar.

Berakningsstrategiers begransade effektivitet

Forskare har undersokt hur effektiva olika strategier for huvudrikning ir. Med
effektiv menar man i allminhet att berikningarna leder till korrekt svar och
utfors relativt snabbt. I en stor underskning bland brittiska 11-aringar som
genomfordes 1987, och som analyserades pa nytt i borjan av 2000-talet, fram-
gick det att talsortsvisa berikningar foredrogs av de elever som hade simst
resultat. [ ssmma undersdkning kunde man se ett samband mellan de elever
som hade biist resultat och val av berikningsstrategi. Dessa elever valde oftare
stegvisa strategier och dessa strategier ledde oftare till korrekta svar.

Dadet giller lodriitaalgoritmer visar flera studier fran vistvirlden att manga
elever far fel resultat da talen i uppgiften kriver vixling. De vanligaste felen
kan hirledas till att vixlingen inte sker, utan eleven drar det mindre talet frin
det storre oavsett om det hor till minuend eller subtrahend. I uppgiften 64 —26
riknas 64 i entalskolumnen och 62 i tiotalskolumnen varp svaret blir 42.
Dessa studier visar tydligt att manga elever inte lir sig att utnyttja lodriita algo-
ritmer {6r subtraktionsberikningar effektivt.

I talsortsvisa berikningar gor manga elever samma typ av fel somide lodrita
algoritmerna da subtraktionsberikningen kriver vixling. De hiller inte heller
hir reda pa vilket av de bada tiotalen respektive entalen som hor till minuend
respektive subtrahend, utan tar konsekvent det storre talet och minskar med
det mindre.

Stegvisa strategier ligger tankemissigt nira de strategier som de flesta barn
spontant utvecklar inom addition och subtraktion med ensiffriga tal. En del
forskargrupper menar att detta kan utnyttjas av lirare, om de lyssnar pa hur
eleverna tinker di de utfér berikningar och ocksé skapar klassrumssituationer
dir eleverna kan beritta for varandra hur de tinker di de riknar.

En utvecklad text om strategiers begrénsade
effektivitet finns pa Ndmnaren pa nétet.
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Andra patalar att det finns en risk att eleverna fastnar i ett stegvist riknande
dir de riknar ett steg i taget pa talraden, framat fér addition och bakét for sub-
traktion, utan att utnyttja vart positionssystems uppbyggnad.

Aven kompensationsberikningar kan vara en killa till felaktiga svar samti-
digt som en del elever utnyttjar dem misterligt. Det ir svirt for manga att halla
reda pa nir man ska 6ka bida termerna lika mycket (subtraktion) eller minska
den ena med lika mycket som man okar den andra (addition). Annu svarare
verkar det vara att gdra ritt dd man har rundat av den ena termen innan beriik-
ningen och sedan ska dterstiilla indringen.

Hirledda talfakta iir en sd pass lokal och personlig strategi att man inte fun-
nit generella styrkor eller svirigheter med den. Diremot finns det studier som
visar att elever med god taluppfattning oftare anviinder hirledda talfakta in
andra elever.

Strategiers relativa effektivitet

Hur ska lirare koppla ssmman kursplanens intentioner om att centrala meto-
der (strategier med mitt sprakbruk) ska vara bade effektiva och generella med
forskning kring olika strategiers effektivitet? De mest generella strategierna
4r atomistiska och har visat sig vara ineffektiva {6r stora grupper av elever. De
mest holistiska strategierna iir inte generella.

Det finns inte ndgon enkel regel {or niir en viss strategi ir bittre in en annan.
Strategiers effektivitet hinger samman med personen som anvinder den och
hur hon férstar strategin och riknesitten. En person som behirskar en lodrit
algoritm till fullo och dessutom har ett vil utvecklat arbetsminne kan produ-
cera korrekta och snabba svar — trots att lodrita algoritmer klassas som synnerli-
gen ineffektiva f6r huvudrikning av i stort sett alla forskare. En person med god
taluppfattning kan med gott resultat anvinda olika strategier vid olika uppgifter
eftersom talen har relationer sinsemellan som denna person snabbt uppfattar.
En person som aldrig har upptiickt hur talen och riknesitten hiinger samman
och kimpar med att komma ihag vilka olika regler som giiller for olika strategier
kanske inte alls lyckas komma fram till korrekt svar. Det underlittar alltsd med
gott arbetsminne, god taluppfattning och kunskap om riknesdttens egenskaper.

En del av taluppfattningen som paverkar en strategis relativa effektivitet dr
att kunna se sambanden mellan de olika riknesdtten och talens storlek och relatio-
ner. Manga ser det som mer naturligt att anviinda strategin med kompletterande
addition d4 talen iir relativt niira varandra si som till exempel 64 —58 =2 +4 =6
medan de hellre anviinder lika forindring av bida termerna i en uppgift som
53 -29=54-30=24 eftersom talen inte ligger si niira varandra och subtrahen-
den ir niira ett jimnt tiotal. Det dr dock inte nédvindigtvis enklare for alla att
gora pa det ena eller det andrasittet.

Om undervisning

En person med vil utvecklad taluppfattning, som inkluderar riknesittens
egenskaper, har andra mojligheter att lira sig, forsta och anviinda olika berik-
ningsstrategier in en person som memorerar olika regler fér hur man ska
gora. Detta samband ir dven omvint si att den som forstar, och fir tillfille att
anvinda och utveckla olika strategier, utvecklar en god taluppfattning medan
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den som enbart trinar procedurer och memorerar fakta inte gor det. Tyviirr
finns det inte ett lika entydigt svar pa hur undervisningen kan stétta denna
utveckling for alla elever. Det finns studier som visar att en undervisning dir
flera olika strategier behandlas kan forvirra de elever som inte har sa vilutveck-
lad taluppfattning, medan andra studier visar att samtliga elever utvecklar sin
forméga att hantera tal, rikning och att vilja limpliga berikningsstrategier da
undervisningen fokuserar detta.

Hur undervisningen ir upplagd avseende elevernas mojlighet att bygga upp
vad som kan kallas number sense har troligen betydligt storre inverkan éin vilka
strategier som behandlas. Number sense omfattar bland annat en god forsta-
else for talens storlek, relationer till varandra, riknesittens innebdrder och
inbordes samband samt kunskaper om talens och riknesittens egenskaper.
Overgripande for manga lyckade forsok med att lita eleverna arbeta med olika
berikningsstrategier ir att de har utgatt frin elevernas egna tankar och strate-
gier. Det har alltsd inte varit strategier som liraren, eller liromedlet, har lirt ut
till klassen. Diremot har eleverna aktivt tagit del av varandras tankar om rik-
nande. Ytterligare en framgingsfaktor ir att klassrumsnormen pd matematik-
lektionerna ir utforskande, det vill siga att alla elever kan och vill uttrycka sina
tankar och lyssna pa kamraternas samt att den diskussion och argumentation
som fors dr grundad i matematiska argument, inte personligt tyckande eller
social status.

Den avgdrande frigan ir siledes inte vilka berikningsstrategier som ir mest
effektiva eller generella. Det handlar istillet om en undervisning som ger elev-
erna mojlighet att forstd de olika strategierna, det vill siga hur, nir och varfor de
fungerar samt vilka begrinsningar de olika strategierna har. Denna forstielse
hinger samman med kunskap om hur riknesitten fungerar och relaterar till
varandra samt hur tal kan byggas upp och relatera till varandra.
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