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Tallinjen

— en bro mellan konkreta modeller och abstrakt matematik

Fem matematikldrare fran Transtenskolan i Hallsberg har under handledning
av Cecilia Kilhamn fran Géteborgs universitet arbetat med en Learning study
i arskurs 6 och 7. De har fokuserat pa elevers férmaga att storleksordna tal i
brakform och har berattar de om sina erfarenheter och lardomar.

blematiskt att undervisa om. I lirarlaget hade vi sett behov av att

utveckla elevernas formaga att arbeta med tal i brakform. I var kom-
mun hade tester fran Férstd och anvinda tal gjorts och resultatet bekriftade
den bild vi hade av att undervisningen om tal i brakform behdvde utvecklas. Vi
sig bland annat att eleverna hade svart med foljande uppgifter:

Nér en Learning study planeras viljs ett omrade som upplevs som pro-

Placera 1/10 och 4/5 pa tallinjen.
Denna uppgift klarade 40 % av eleverna i dk 6 och 50 % av elevernaiik 7.
Vilket av brdken 5/6, 5/7,5/8 och 5/9 dr storst?

13k 6 kunde 70 % av eleverna avgdra detta och 80 % av elevernai 3k 7.

Under arbetet med en Learning study vixer insikten om hur komplext liran-
det ir. For att elever ska utveckla ett kunnande, kan det finnas ett antal kri-
tiska aspekter som de maste forsta for att lirande ska bli mojligt. Vi stiillde oss
frigan: Vad ir det eleverna méste forsta for att lira sig att storleksordna brik?
Vara viktigaste insikter i studien blev att elever behdver utmanas att gi frin
konkreta exempel till abstrakt matematik och att tallinjen ir ett bra redskap i
denna process. Genom en Learning study ges méjligheter for oss lirare att for-
st processen bittre.

En Learning study borjar alltid med att ett lirandeobjekt identifieras och
sedan forsoker man ta reda pa s& mycket som mojligt om detta innan ett fortest
och en lektion designas. Tillsammans borjade vi i lirarlaget fundera pa vad det
egentligen innebir att forsta storleken av ett brik.

Om brak

Brik ir ett rationellt tal som kan representera del av antal, del av helhet och
ett forhallande mellan tvé tal. Vid undervisning av brik ir det vanligt att man
anvindersigav olikamodeller som lyfter fram skilda aspekterav braket. [ boken
A focus on fractions, bringing research to the classroom jimfors tre modeller:

P& Namnaren pa
natet finns en

sammanstallning
av ord, termer
och begrepp
som ror tal i
brakform




Modell Helheten le.a fjelar Vad braket indikerar
definieras av

Antal objektien

Antalet objekt i ) . ) .
Antalsmodell - 00) Lika manga objekt  delmdngd av hela
hela mangden R
mangden
Arean av )
Areamodell . Lika stor area Del av hela arean
ett omrade
Platsen for en punkts
. Enldngdenhet, : . avstand till noll i rela-
Tallinje g . Likastoraavstand . )
ett enhetsavstand tion till den givna

langdenheten

Jiamforelse mellan olika brikmodellers egenskaper.

[ antalsmodellen utgdrs helheten av ett antal, man riknar exempelvis hur
manga av eleverna i klassen som ir flickor eller hur manga av kulorna i bur-
ken som #r roda. Areamodellen brukar ofta konkretiseras i pizzor, tartor eller
chokladkakor. Tallinjen kan liknas vid en linjal och skiljer sig fran de tva évriga
modellerna pi flera sitt. I motsats till antalsmodellen #r bide areamodellen
och tallinjen kontinuerliga vilket innebir att delarna inte ir visuellt atskilda.
Tallinjen har dessutom en dubbel representation av tal: dels representeras ett
tal av en punkt p3 tallinjen och dels av avstindet mellan denna punkt och noll.
Tallinjen kriver numeriska symboler for att talen ska vara meningsfulla. Minst
tva referenspunkter behovs for att en punkt pa linjen ska kunna representera
ett tal. En sddan koppling till symboler #r inte nédviindig i de andra model-
lerna. Jimfor de tre illustrationerna av talet 3/4 i figuren. Utan referenspunk-
terna blir punkten A pé tallinjen inte en illustration av talet.

antal area tallinje
® o | | |
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Vidiskuterade brikets olika funktioner och sammanfattade i foljande aspekter:
A. Brik som tal p4 tallinjen.

B. Brik som del av helhet; exempelvis del av area eller del av striicka.

C. Brik som division; tex 3 delat p4 5, och som kvoten vid en division.

D. Brak som andel av; tex 3 av 5, eller som del av antal diir helheten utgors av
ettantal.

E. Brik som proportionalitet; 2 av 3 beskriver samma proportion som 4 av 6.

F. Brik omskrivet till procent (hundradelar).

[ vér studie fokuserade vi huvudsakligen pd aspekterna A och B.




Lektionen forandras

Efteratt lirandeobjektet har bestimts och eleverna har gjort fértestet planeras
den forsta lektionen som sedan genomfors i den forsta klassen. Klassens resul-
tatanalyseras och en ny lektion kring samma lirandeobjekt planeras. Den revi-
derade lektionen hélls av en annan lirare i en ny klass. Efter ytterligare en revi-

sion genomfors lektionen en tredje gdng i en annan klass. I féljande
stycke beskriver vi hur var lektion indrades under studiens ging.
I de tva forsta lektionerna var vi noga med att inlednings-
vis variera tiljaren medan nimnaren holls konstant och direfter
varierades nimnaren medan tiljaren holls konstant. Detta gjordes
med hjilp av pizzor, brikcirklar, brikplank och tallinjer. Slutligen
jaimfordes tal i brakform dir bade tiljare och nimnare varierade.
Aven i den tredje lektionen gjordes jimforelser da enbart tiljare
eller nimnare varierade, men mer tid och stérre betoning lades pa
att jimfora tal i brakform da bdde tiljare och nimnare varierade.
Tallinjen anvindes som det frimsta redskapet nir tal i brak-
form jaimfordes. Med hjilp av placering av brak pa tallinjen disku-
terades hur de kunde jimforas med stdd av referenspunkter. Stor
vikt lades vid att formulera generella samband mellan tiljare och
nimnare som kunde utnyttjas for att jimfora tal i brakform med

Exempel pa
variationsmonster dar
namnaren ar konstant och
taljaren varierar:

4/8 8/8 1/8 9/8
Exempel pa
variationsmonster dar

taljaren ar konstant och
namnaren varierar:

3/10 3/2 3/4 3/7

referenspunkterna 0,1/2 och 1. Detta fick mycket goda effekter.

De generella samband som eleverna arbetade med introdu-
cerades av liraren. Eleverna fick sedan anvinda dessa nir de storleksordnade
tal i brakform, bdde vid gemensamma aktiviteter i helklass och enskilt arbete.
Samband som anvindes:

o en hel representeras alltid av lika manga delar i tiljare som nimnare

o en halv representeras alltid av att tiljaren ir hilften av nimnaren

© om tiljaren ir mindre in hilften av nimnaren ir braket mindre 4n en halv
© om tiljaren ir storre in hilften av nimnaren ir braket storre in en halv

© om tiljaren ir storre in nimnaren ir braket storre in 1.

Genom att utmana eleverna med svarare uppgifter, som att de fick arbeta
mer med uppgifter dir bdde tiljare och nimnare varierade, och dven genom
att vi betonade strategier for hur de kunde anvinda referenspunkter, nidde vi
betydligt bittre resultat.

Resultat

Vi redovisar hir resultat pa fem av uppgifterna pa for- respektive eftertest. De
fragor som valts ut ir de som har direkt koppling till lirandeobjektet. De dvriga
frigorna handlar frimst om férkunskaper.

Fragor fortest och eftertest

4. Storleksordna féljande tal frdn det minsta till det storsta
6/1 7l /M 13/1 1/1 4/11

5. Storleksordna foljande tal fran det minsta till det storsta
6/6 6/11 6/1 6/8 6/7 6/3

6. Storleksordna foljande tal fran det minsta till det storsta
6/6 6/11 9/ 4/8 1/7 4/3




9.Vilket av dessa tal
6/11 13/12 4/9 3/7 5/8 21715 8/7

a)armindre dn 1/2  b) arstdrre dn 1/2 men mindredn 1 ¢) ar storre én 1

10. | >
0
Ovan visas en tallinje. Placera ut féljande tal: 1/8 8/9 6/10 1/3

I f6ljande sammanfattande tabell visas andel i procent av eleverna som besva-
rade uppgiften ritt vid forsta, andra respektive tredje lektionen. Talen inom
parentes anger frigans nummer i for- och eftertesten.

Fortest Eftertest
Storleksordna brék med samma némnare (4) 62 90
_ | Storleksordna brak med samma téljare (5) 52 57
é’ Storleksordna brak dér bade téljare och ndmnare varierar (6) 19 24
< | storleksordna brak utifran referenspunkter (9) 49 54
Storleksordna brak efter tallinje (10) 29 43
Storleksordna brék med samma némnare (4) 57 81
~ | Storleksordna brdk med samma téljare (5) 33 57
._é Storleksordna brak dar bade taljare och ndmnare varierar (6) 5 5
< | Storleksordna brak utifran referenspunkter (9) 27 35
Storleksordna brak efter tallinje (10) 14 24
Storleksordna brdk med samma ndmnare (4) 55 95
- Storleksordna brdk med samma téljare (5) 39 53
g Storleksordna bréak dér bade téljare och ndmnare varierar (6) 11 74
< Storleksordna brak utifran referenspunkter (9) 57 84
Storleksordna brak efter tallinje (10) 28 70

Att storleksordna brik nir bade tiljare och nimnare varierar uppfattar vi som
en svirare uppgift dn att storleksordna brik dir enbart tiljare eller nimnare
varierar. Diarfor var vi forst forvinade dver att eleverna i lektion tre klarade
detta betydligt bittre in att storleksordna brik med samma tiljare. Det visade
sig att eleverna hade svart med briken 6/1 samt 6/3. De var helt enkelt inte
vana vid brak som dr storre in 1. Eleven i exemplet nedan har tolkat 6/1som 1/6.

5. Storleksordna fdljande tal fran det minsie {ill dat stérsta:
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6. Storleksordnz foljande tal fran det minsta fill det stérsta: Lektion 3

(O e Ao RS i

2 I T S S NS

i R S
r T =

o) jf 1

Minga elever ritade tallinjer for att 18sa uppgifterna
och for dvrigt sig vi en markant forbittring av resul-
taten i tredje lektionen. Den klart bista forbittringen
blev pa uppgift 6 i den tredje lektionen.

Uppgift 4 Uppgift 5 Uppgift 6 Uppgift 9 Uppgift 10

Slutsatser

Nir det giller storleksordning av tal i brikform har vi funnit sex kritiska aspek-
ter. De fem forsta aspekterna identifierade vi i forvig genom egen erfarenhet
och litteraturstudier, den sjitte identifierades vid analys av lektionerna.

1. Tdljarens och ndmnarens betydelse
Denna kritiska aspekt innebiir att eleven inte bara kan namnen tiiljare och
nimnare utan ocksa forstir vilken funktion de har for ett tal i brakform.
Att nimnaren kan sigas vara namnet pa braket som forklarar vilken sorts
delar det handlar om och att tiljaren (vars namn kommer av att fortilja —
tala om) anger hur manga delar man har tagit av dessa delar. Det ir tiljarens
och nimnarens inbérdes relation som avgdr brikets storlek.

2. Referenspunkter 0,1/2 och 1
Eleven behéver kunna jimfora tal i brikform med referenspunkter. For att
kunna gora dessa jimforelser ir det avgdrande att eleven forstar vad som
kinnetecknar likvirdiga brik for 1/2 och 1. Eleven méste ges méjlighet att
utveckla strategier for hur ett tal i brikform kan identifieras som storre
eller mindre in referenspunkterna. Exempelvis behover eleven fi syn pa
att brik som ir mindre in 1/2 alltid har en tiljare som dr mindre &n hilften
av namnaren.

3. Alla delar av en helhet mdste vara lika stora
Eleven maste forstd att i ett brak uttryckt som tex en area eller en striicka,
maste alla delar vara lika stora eller lika linga.

4. Likvirdiga brik
Eleven behover forstd att 2/3 har samma viirde som 4/6 samt ha strategier
for att kunna identifiera tva brik som likvirdiga. Den inbordes relationen
drsammai2/3 och 4/6, vilket blir tydligt om man ser braket som
representation av en proportionalitet.

5. Brikens placering pa tallinjen
For att fi en god taluppfattning med tal i brakform ir det av vikt att eleven
blir fortrogen med tallinjen samt lir sig strategier for att placera ut tal i
brakform bade pa ett ungefir och exakt pa tallinjen. Ett tal i brakform
placerat pa tallinjen kan ses bide som en striicka och en punkt.

6. Ett tal i brakform kan vara storre iin 1
En vanlig missuppfattning bland elever ir att 4/3 &r detsamma som 3/4.
Eleverna behover forstd hur ett brak som ér storre in 1 kan uttryckas.




Att missuppfattningar féorekommer om likvirdiga brak och brak som iir storre
in 1finns beskrivet i TIMSS 2007 dir eleverna fick i uppgift att avgora vilket
brak som ir lika med 2/3. De kunde viilja mellan 3/4, 4/9, 4/6 och 3/2. Det fel-
aktiga alternativet 3/2 valdes av sd minga som 64,4% av eleverna medan det
ritta alternativet endast valdes av 10,3 % av eleverna.

Forr anvindes tal i brakform i betydligt storre utstrickning i vardagslivet
in idag. For dagens elever ir undervisning om tal i brakform viktig for att de
skautveckla en god taluppfattning och forstielse for decimaltal. Vid undervis-
ning om begreppen andel och helhet hos tal i brakform liggs iven en grund for
fortsatt utveckling av procentbegreppet. Vidare iir forstielse for brak en viktig
hornsten nir eleverna undervisas om proportionalitet. For elevers formaga att
arbeta med algebra pa ett framgangsrikt sitt visar det sig avgdérande att de har
god forstielse for brik och férmaga att arbeta med tal i brakform.

Summering

Styrkan med tallinjen ir att tal kan representeras med bade striickor och punk-
ter. Tallinjen kan fungera som en visuell representation av briket, bide som tal
och som del av helhet.

Av var studie drar vi slutsatsen att om eleverna ska utveckla formagan att
storleksordna tali brikform behdver de fa maojlighet att ga frin konkreta exem-
pel till abstrakt matematik. Undervisningen far inte stanna vid att dela upp
pizzor och brikcirklar. Dessa representationsformer kinner eleverna till, men
det hjilper dem inte att abstrahera. Tallinjen ir inte bara visuell utan ocksa
konkret i den mening att man kan rita den, stega upp avstind, mita osv. Det iir
en representationsform som tydligare leder till det abstrakta braktinkandet.

Genom att arbeta med Learning study har alla deltagande lirare fordjupat
sin dmnesdidaktiska kompetens runt lirandeobjektet. Den storsta vinsten ir
att vara imnesdidaktiska samtal har dkat i bade kvalitet och kvantitet. Arbetet
har inneburit ett nytt sitt att tinka kring undervisningen dir det imnesinne-
hall som ska liras ut stir i fokus. For lirarlaget har arbetet ocksd inneburit att
vi borjat dppna dorrarna till klassrummen pé ett nytt sitt. Genom att vi blivit
mer trygga med varandra delar vi nu oftare med oss av bide svirigheter och
goda exempel i undervisningen.
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