Derivata utan gransvarde

Benkt Diehl

Artikeln handlar om en idé att géra matematik pa ett annorlunda satt.

Y=2+4 98 x—-2)+{(x-2)~2
Yy=Z2+48{x-2)

............................................................................................

.............................................................

Graf och tangent i punkten (2,2)

B e L T e L T

Om man ritar diagram 6ver de elementé-
ramonomeny =X, y= X% y=x3..ser
man att for y = x ", dar n = 2, tangerar
kurvorna x-axeln i origo. Detta blir ut-
gangspunkt for en definition av tangent
och lutning dvs. derivatatill en funktion.

Exempel 1

Rita diagram dver polynomety = x 2— 2
och studeragrafeni nérheten av x =2, dvs.
sétt x = 2 + h dér vi tAnker oss att h &r ett
litet tal.

Benkt Diehl ar lektor i matematik och
fysik vid Wenstrémska gymnasiet i Vas-
teras.
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Vi far utvecklingen
y=x?-2=(2+h)?-2=2+4h+h?
=2+4(X—-2) + (Xx—2)?2

For smah kan vi forsummah 2. Vi ser att

linfeny = 2 + 4(x — 2) & en tangent till

kurvan i punkten x = 2 . Kurvans lutning

(dvs. derivatan) i denna punkt kan repre-

senteras av riktningskoefficienten k.

L&t osstadetta som definition av tang-
ent och derivata till ett polynom.

Definition:
Om polynomet P(x) utvecklas i nérheten

av X =a, dvs. x = a + h och termerna
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ordnas efter stigande potensav hfar vi ut-
trycket

P(x) = P(a+ h) = P(a) + B(a)h + C(a)h?

=P(a) + B(a)(x—a) + C(a)h2...

Vi definierar nu tangenten till P(x) som
y =P(a) + B(a)h, dvs.

den linjara approximationen till polyno-
met. Dess riktningskoefficient, B(a), kal-
lar vi derivatan av P(x) i punkten x = a:

P'(a) = B(a)

Tangentens ekvation kan man erhalla di-
rekt genom utveckling.

Dennametod kan anvéndasi & 1i gym-
nasiet nar kvadreringsregeln och réatalin-
jens ekvation pa k-form & kanda. New-
ton-Raphsons metod for bestamning av
nollstallen kan alltsavisas pafoljande sétt:

Exempel 2
SOk nollstéllet till y = x 2 —2 i nérheten
av X, =1,4 dvs. berékna v2.

Beteckna den exakta |dsningen med x
och sétt x = x  + h, utveckla uttrycket,
forsummatermen h 2 och 16s ut h.

0=x2+2xh+h?-2

_ 2-x7 _ x°=2
20X, 20X,
X, = +h, ger
~ XS =2
Xp = Xy —
20X,

dar x,, & en battre approximation an x,.

| allman form far vi:
f(x,)

X, = X, —
(k)

Nu berdknar vi derivatornafor y = x 2 och
y = x* med direkt utveckling:

y=(a+h)?=a?*+2ah+h?
altsa
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y'(a) =2aédler Dy=y (x) = 2x

y=(a+h)*=a3*+3a?h+3ah?+h?3
och alltsa

y'(a) =3a?dler Dy=y (x) = 3x 2

De forsta deriveringsreglerna & enkla att
visa. Hér noterar vi baraatt omaoch b &r
konstanter och

P(X)=a  G(X) + b H(x)
saar
P(x)=a -G (X)+b-H (X
Beviset for derivatan av en produk:
P(x) = G(x) ' H(X)
P(a+h)=G(a+h) H(a+ h)
= [G(a) + G'(a)h + C(a)h?...] -[H(a) +
+ H'(a)h + D(a)h?...] = G(a) - H(a) +
+[G'(a) H(a) + G(a) H(a)] h+
+ R
[G'(a) - H(a) + G(a) - H'(a)] & var pro-
duktderivata

Vi bevisar nu med induktion derivatan
av y=x" dvs.y=x-x"

y’: IXn+Xan-l:(n+|)Xn

Alla polynom & deriverbara och har en
tangent i varje punkt.

Vi kan ocksaillustreravillkoren f6r lo-
kala extremvarden pa ett enkelt sétt. Ut-
vecklaett polynom i en punkt dér derivat-
an & likamed noll (B(a)h = 0). Vi far

P(a+h)=P(a)+ C(a) h?+D(a) h3...
Om C(a) <0 €ler C(a) > 0 kan vi forsum-
maD(a) h3... i entillréckligt liten omgiv-
ning till x = a. Tecknet pa C(a) kommer
att avgora extrempunktens karaktar.

C(a) > 0 ger lokal minimipunkt och
C(a) < 0 ger lokal maximipunkt.

Sammansatt funktion

Att deriverafunktioneny = (3x* + 2) ° di-
rekt skulle kravaett stort arbete. Man mas-
te utveckla alla termerna och sedan sétta

a7



x=a+ hosv. Darfor delar vi upp funktio-
nenitvd, z=3x*+2och y=z5%dler
y = y(z(X)). z(x) kallas den inre funktionen
och y(z) den yttre.

Vi behdver ocksa skilja pa derivatan
med avseende pa x respektive z. Foljande
beteckningar anvands:

Yy (X) = dy/dx, Z (X) = dz/dx
och
Y (2) = dy/dz.
Mot x = a svarar z= A= z(a).
z(a+ h) =za) + dz/dx(a) - h

och
y(A+ H) =y(A) + dy/dz H.

H betyder andringen i z da x forandras
med h, dvs.

H=2z@a+h)—-z@a) =dzdx - h
Y(A) = y(z(a)).

Slutresultatet blir
y(A+H) =y(A) +dy/dz- H
=y(A) + dy/dz- dz/dx - h,

dvs. kedjeregeln
dy/dx = dy/dz - dz/dx

Derivatai allmanhet

Kan var teori anvandas dven pa andra
funktioner om dessa kan exakt utvecklasi
en andlig potensserie av h? — Ja, man kan
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gora det med en annorlunda definition.

Definition:

Om f(x) kan med godtycklig noggrannhet
approximerasi enomgivning till x=amed
den obegransade utvecklingen

f(a+h) = f(a) + B(a) h + C(a) h 2 +
+D(@) h3...

sa sager vi att funktionen & deriverbar i
X = a och derivatan &r f'(a) = B(a).

Nu kan vi fortsétta och berdkna derivatan
avy =1/x, y = VX, osv., hela tiden med
hjalp av serieutvecklingar och genom att
forsumma termer med h 2,

Exempel 3

:E: 1 = (@=-h) :l—ih
Y= a+h (a®-h%® a a°

y'=-1x>?

Exempel 4
y=vx=V(a+h) =va+B(a)h
Kvadrera och 16s ut B.

r = i
N
Avslutning

Artikeln skall uppfattas som ett idéinlagg.
Hor garna av dig med synpunkter.
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