PER-ESKIL PERSSON

En glimt av Mr Mxyzptlks varld

Med utgdngspunkt i serien Stalmannen undersoks vad som hander
nar vardagliga geometriska objekt som kuben och tetraedern
flyttas till fjarde och femte dimensionen. Vi besoker ocksa
det markliga Flatland.

[ Stdlmannens hemstad Metropolis har
det intriffat en rad mystiska hindelser,
som han med sina speciella krafter haft all
moda med att reda ut.

Stdlmannen finner varelsen som ligger
bakom de forbryllande fenomenen.

- Dé kanske du kan beritta fér mig vad
du ir f6r en konstig varelse — och varifran
du kommer?

— Svaret #r jitteenkelt. Du forstar, jag
kommer inte frdn den hir virlden - utan
frdn en annan dimension.

— Och nir tidnker du tervinda till din
varld?

— Aldrig! Er bakvinda tredimensionella
virld &r jatterolig. Med mina extradimen-
sionella krafter skulle jag l4tt kunna erév-
ra och hirska 6ver den. Tinka sig! En liten
hovnarr skulle kunna bli kung!

(Stdlmannen nr 30, 1944)

Enligt Mr. Mxyzptlk (uttalas Mix-yes-pitel-
ick) kommer han frdn den femte dimen-
sionen, vilket férklarar varfér han kan dyka
upp ur eller férsvinna i tomma intet, kan
flyga, har superstyrka med flera superkraf-
ter. Ar detta verkligen en logisk foljd av att
vara en femdimensionell varelse, och vad
menar man egentligen med ”"dimensioner”,
i synnerhet da den femte?

Nir jag som ungdomlig ldsare av Stdlman-
nen - eller Superman som serien nume-
ra heter — stdtte pd ordet dimension hade
jag ett vildigt dimmigt begrepp om vad
det rorde sig om. Jag tinkte nog att det var
ndgon form av annat universum som kunde
forbindas med vart eget under vissa omstén-
digheter. Detta dr kanske inte en helt felak-
tig uppfattning, om det nu finns en femte
dimension, férstas.

Foér en fysiker handlar dimensioner om
hur olika storheter kan uttryckas med hjilp
av fundamentala dimensioner som lingd, tid,
massa, stromstyrka etc. Dessa dimensioner
har fysikaliska enheter som meter, sekund,
kilogram och ampere. Den einsteinska rum-
tiden har tex fyra dimensioner, tre rumsliga
och en tidsdimension. Stringteorin och M-
teorin férutsiger att universum har 10 res-
pektive 11 rumsliga dimensioner, men att
alla utom tre dr subatomira och inte kan
uppfattas av oss minniskor.

Inom matematiken finns flera olika de-
finitioner av dimension, beroende pa inom
vilken gren av matematiken man ror sig. I
denna artikel begrinsar vi oss till vad som
kallas for euklidiska n-rum, alltsd matema-
tiska rum av dimension n. Dimensionen hos
rummet dr det antal parametrar (eller koor-
dinater) som behévs for att ange laget for
ett objekt, tex en punkt, i rummet. P4 en
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tvidimensionell yta behévs det alltsd tva
koordinater och i var vanliga rymd tre, vil-
ket ju ar ett vilkant faktum.

Ar det d3 s att alla geometriska objekt
i en tredimensionell rymd har tre dimensi-
oner? Nej, i sjilva verket finns det allt frdn
nolldimensionella till tredimensionella
ting. Punkterna, som av Euklides definie-
rades som ”de som inte har ndgon utstrick-
ning”, har givetvis dimensionen noll. Linjer,
strickor och kurvor har en dimension, plan
och ytor av skilda slag har tvé och kroppar i
rymden har tre. Detta medfér ocksé att vi
maste anvinda olika enheter f6r métt inom
varje dimension. Men hur skulle objekt i
den fjirde eller femte dimensionen se ut,
och vilka enheter skulle de f3?

Den femdimensionella kuben

Hur ménga delar bestér en vanlig tredimen-
sionell kub av? Forst har den 8 hérn (punk-
ter), som alltsd har dimensionen noll. Sedan
finns det 12 kanter (strickor) och 6 sidor
(ytor) med dimensionerna 1 resp 2. Till sist
har vi det 3-dimensionella objektet, voly-
men. Totalt blir det 27 delar.

Fragan 4r nu vad som 4r motsvarigheten
till kuben i tvd dimensioner. L&t oss defi-
niera en "kub” i vilken dimension som helst
som ett objekt som har:

- alla strickor (kanter) lika ldnga,
— alla vinklar mellan strickorna 90°

Da blir kvadraten den naturliga tva-dimen-
sionella "kuben”, den ensamma strickan den
en-dimensionella, och punkten den noll-
dimensionella.

P4 samma sitt kan man nu dissekera des-
sa "kuber” av dimension 7 i sina delar och
berikna summan av delarna. Nedanstiende

tabell erh&lls da:

Man uppticker hir intressanta talménster,
exempelvis i kolumnerna fér hérnen och
summan av delarna. Men det ir kanske inte
sa l4tt att se hur tabellen i sin helhet 4r kon-
struerad. Om vi undantar summakolumnen
bildas talen i varje ruta enligt regeln:

a b

a+2b

Orsaken till detta finner man i processen
da en kub i en ny dimension bildas ur den
foregdende. Lat oss borja med en punkt. Vi
dubblar den punkten och tar tag i de tva
punkterna och drar ut dem till en stricka.
Dimension 1 ar klar. Nu dubblar vi férega-
ende och tar tag i de tva strickorna och drar
ut dem lika 1angt i en vinkel som 4r 90° mot
dem:
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Antalet punkter fordubblas alltsd och anta-
let linjer f6rdubblas plus att det bildas nya
linjer f6r var och en av punkterna. Till detta
kommer det nya tvddimensionella objektet,
ytan.

Processen fortsitter nu med att man
dubblar kvadraten och drar ut i 90° vin-
kel. Antalet punkter férdubblas igen, anta-
let linjer fordubblas plus en ny linje for var-
je punkt, antalet ytor férdubblas plus en ny
yta for varje linje, och sa har vi det nya tredi-
mensionella objektet, volymen.

Objekt Horn Kant Sida Kropp Summa
Punkt Linje Yta Volym delar
Dimension m 0 1 2 3
Punkt n=0 1 1
Stracka n=1 2 1
Kvadrat n=2 4 4 1 9
Kub n=3 8 12 6 1 27
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Naturligtvis kan denna process fortsitta till
nista dimension, den fjirde. Vi dubblar allt-
sd kuben och drar ut i 90° vinkel mot de ti-
digare kanterna (vilken riktning nu det ir).
Tillvixten av punkter, linjer och ytor sker
analogt med den tidigare, och man kan kon-
statera att antalet volymer blir 2 plus en ny
for varje sida, alltsd totalt 8. Dessutom far
vi ett nytt fyrdimensionellt objekt, en hy-
pervolym. Frgan dr om man kan goéra sig
en bild av denna fyrdimensionella kub, som
dven kallas tesserakt. Vi provar med en ana-
logi till hur en vanlig tredimensionell kub
avbildas i tvd dimensioner. Man visar den
d& ofta i genomskirning med en aning per-
spektiv. Om kuben ses framifrén ser vi den
bakre sidan som ndgot mindre, inne i den
frimre sidan. Se ovan hur det kan se ut, i tre
resp fyra dimensioner, hir avbildat i tva!

Detta dr naturligtvis inte litt att fore-
stilla sig, och man behéver fundera ett tag
over hur det hinger ihop. Men bilderna ir
férhoppningsvis sddana att man kan rik-
na de olika delarna i dem och se att antalet
stdmmer.

Och sedan kommer dd Mr Mxyzptlks fem-
dimensionella kub, penterakten. Processen
ovan kan genomféras 4nnu en ging och ett
nytt femdimensionellt objekt bildas, hyper-
hypervolymen. Det gar att gora en tvddimen-
sionell bild av penterakten, men den blir av
forstaeliga skl ytterst komplicerad och visas
inte hiar. Men tabellen pé féregdende sida
kan nu tillféras tva nya rader, se nedan.

Det ir ocksa litt att inse att penteraktens
hyper-hypervolym berdaknassom V', =s°och
att enheten tex dr cm® Dess totala hyper-
volym (hyper-hyperarea) ar V|, =10s* med
motsvarande enhet cm*.

Naturligtvis gdr processen att fora dnnu
lingre, till 6:e, 7:e eller annu hégre dimen-
sioner, och det finns en formel f6r antalet
objekt i varje ruta:

Om vi har en hyperkub i dimensionen 7,
ges antalet delar av dimension m av

()

Summerar man fér ett visst n alla termer
fran m=0 till m=n fir man 3", men detta
Sverlats 3t lisaren att visa.

Objekt Horn Kant Sida  Kropp Hyper- Hyper- Summa
Punkt  Linje Yta Volym  volym  hyper- delar
volym
Dimension m 0 1 2 3 4 5
Hyperkub n=4 16 32 24 8 1 81
Hyperhyperkub  n=5 32 80 80 40 10 1 243

NAMNAREN NR1-2008 39




Observera ocksé att delarna alltid 4r hyper-
kuber av ligre dimensioner, och storheter-
na inom dessa har enheter direfter. Elevers
svarigheter med olika enheter for objekt av
olika dimensioner dr ett vilkidnt problem
inom geometriundervisningen. Kanske kan
ett tydligare fokus pd dimensionsbegreppet
vara till hjilp fér ménga elever?

Man kan just undra hur det ser ut nir Mr
Mxyzptlk spelar tirning nir det dr 80 sidor!
Eller kanske tirningen rentav ska hamna pa
en av de 10 hypervolymerna?

Fler objekt i hdgre dimensioner

Antag att vi, som tidigare, bérjar med en
punkt som dras ut till en stricka i dimen-
sion 1. Men sedan fortsétter processen pé ett
annat sitt: Frdn mittpunkten pa foregden-
de objekt dras i rit vinkel en enda punkt ut
tills nya, lika 18nga strickor bildas. I dimen-
sion 2 blir det:

I den liksidiga triangeln som bildats finner
vi sedan mittpunkten och drar ut vinkelritt
tills alla kanter &r lika 18nga. Javisst, det blir
en tetraeder! Om processen nu fortsitts, tar
vi tag i mitten pa tetraedern och drar ut en
punkt vinkelritt i den fjirde dimensionen.
I centrerat perspektiv ser pentaedern ut sd

hir:
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Hir far vi alltsd 4 nya kanter, 6 nya ytor och
4 nya volymer plus en hypervolym jaimfért
med tetraedern. Hexaedern i femte dimen-
sionen kommer sedan totalt att ha 6 horn,
15 kanter, 20 sidor (liksidiga trianglar), 15
volymer (tetraedrar), 6 hypervolymer och en
hyper-hypervolym. Verkar inte dessa tal be-
kanta? Aterigen limnas 8t ldsaren att finna
talmonstret for tetraederns sliktingariolika
dimensioner och formler fér talen i det.

Fragan 4r om det finns andra, liknande
monster for andra geometriska objekt. I tva
dimensioner finns det odndligt manga regel-
bundna ménghdérningar, men i tre dimensi-
oner bara fem stycken regelbundna objekt,
de vilkinda platonska kropparna: tetrae-
dern, kuben, oktaedern, dodekaedern och
ikosaedern. I fjarde dimensionen finns hela
sex stycken regelbundna sk fyr-polytoper,
och man skulle kanske kunna férvinta sig
att det blir dnnu fler i Mr Mxyzptlks virld.
Dessvirre visar det sig att det frdn femte di-
mensionen och uppét genomgédende endast
finns tre regelbundna polytoper. Hir har vi-
sats tv3 av dem, kubens och tetraederns fa-
miljer. Den tredje familjen dr den som okta-
edern ingér .

Besok i en lagre dimension

Edwin A. Abbott skrev 1884 en mirklig bok
som har titeln Flatland. Den finns utgiven
i sin helhet pa svenska, och ett av kapitlen
kan man dven terfinna i Sigma, band 6. Be-
rittelsen handlar om livet i en tvidimen-
sionell virld, dir invdnarna ir polygoner av
olika slag. Ju hégre rang man har i samhil-
let, desto fler hérn har man. I boken berit-
tas ingdende hur invdnarna i Flatland ser
varandra och féremélen kring sig, tex de
femkantiga husen. Husens inre, som for oss
rumlidnningar ir helt 6ppet for insyn, kan
inte ses utifrén av flatlinningarna om dor-
rarna (linjer) 4r stingda.

En dag kommer en besokare frdn den
tredje dimensionen. En punkt dyker pléts-
ligt upp ur tomma intet. Punkten vixer till
en cirkel med allt storre diameter. Frim-
lingen berdttar med en rdst som tycks
komma frén ingenstans om en virld med
tre dimensioner. Men ingen tror honom,
eftersom det verkar sd absurt och ir oméj-
ligt att forstd fér Flatlands invdnare. Till




slut krymper cirkeln och férsvinner i tom-
ma intet.

Besokaren var alltsd en sfir som passe-
rat rakt igenom Flatland. Vad dess invinare
sag var skidrningen mellan deras tvidimen-
sionella virld och sfiren. Nir sfaren var ut-
anfor planet, befann den sig i "en annan di-
mension”, sett ur invinarnas synvinkel. Nir
den passerade igenom planet syntes den som
citklar i olika storlek, beroende pé var snit-
tet var (se nedan).

Vi tinker oss nu en hypersfir, som be-
star av punkter pd samma avstidnd (radien)
till en medelpunkt i den fjirde dimensio-
nen. Om denna "bestkare” passerar genom
var tredimensionella virld, skulle vi upple-
va det som att en punkt uppstar ur tomma
intet, punkten vixer till en allt stérre sfir,
varpa den dter krymper och till sist forsvin-
ner i tomma intet. Skulle vi férséka avbilda
hypersfiren, skulle den faktiskt se ut som
en sfir.

En boll frdn den femte dimensionen
skulle dven den se ut som en sfir, avbildad
i tre dimensioner, och ocksé kunna dyka

upp och férsvinna. Den skulle kunna réra
sig langs spér vi inte kan uppfatta, s att
det tex ser ut som om den fl16g. Massor och
krafter skulle ocksé de ha en hogre dimen-
sion, plus att det kanske dven skulle finnas
andra fysikaliska lagar. De fantastiska for-
magor som Mr Mxyzptlk besitter dr alltsd
verkligen en matematisk féljd av att han
kommer fran den femte dimensionen. Biva
maénde Stdlmannen!
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N 4

Omslagsbilden

Arets omslagstema r instrument. P4 framsidan av detta nummer kan ni se en gitarr,
som rymmer ménga olika former av matematik. Sjdlva kroppens kontur dr uppbyggd av
kurvor vil virda ett studium, rosetten bestdr av en mingd sma kvadrater och rektanglar
som tillsammans skapar ett vackert geometriskt ménster. Banden tvirs éver greppbri-
dan indelar det sk mensurmattet (dvs stringlingden) i delningspunkter, vars avstdnd
fran en nollpunkt nira stimskruvarna véxer enligt formeln M-M, dar

M
NGl

Nir fingret forkortar avstandet till stallet med ett bandmellanrum (dvs d& k vixer med
en enhet), hojs tonen med ett halvtonsteg. Frekvens och stringlingd dndras d& med var

sitt konstanta logaritmvirde.

k
=M2' k=1,2, .., 15 (eller ev 24)
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