Britt Holmberg

Analysera mera i geometri

Inom undervisningen i geometri behdver vi utmana elevernas nyfikenhet
med fragestélliningar och ge dem tid att undersdka geometriska objekt.
Praktiskt arbete dar eleverna sjalva upplever och upptéacker samband 6kar
mojligheten att forsta geometri. Eleverna behéver manga tillfallen att fa
resonera, diskutera och gora egna erfarenheter.

fatt mojlighet att delta i, har jag undersokt geometriundervisning lite
nirmare. Med hjilp av handledarna Johan Higgstrom och Kaj Jénsson
fran Goteborgs universitet har jag forsokt att ta reda pa hur lirare undervisar i
geometri och jimfort detta med ndgra forskares uppfattning om geometriun-
dervisning. Vi vet att geometri ir nigot som manga har bekymmer med.
En uppgift som fanns med i TIMSS 2007 for att testa elevernas forstielse for
konservation av area var denna:

l l nder en forskningscirkel, som vi matematikutvecklare i Géteborg har

Jillhade ett rektangulart papper.

Hon klippte pappret langs den streckade linjen och gjorde en L[-form,
sa har:

]

[-formens area ar storre &n rektangelns yta.

[-formens area ar lika stor som rektangelns yta.

[-formens area ar mindre dn rektangelns yta.

Det gdr inte att rdkna ut vilken area som dr storst utan att mata.

Vilket av dessa pastaenden ar sant?

N w>

Endast 39,7 % av eleverna i 3k 4 valde alternativ B, dvs att arean var densamma
som fore klippningen. Redovisning och diskussion kring uppgiften finnsiP O
Bentleys studie Svenska elevers matematikkunskaper i TIMSS 2007.
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En annan uppgift frin TIMSS 2007 provar elevernas formaga att tillimpa area-

begreppet pa en triangel:

4cm 2cm

Figuren visar en skuggad triangel i en kvadrat.

Vilken area har den skuggade triangeln?

6cm

429% av eleverna i ik 8 klarade den uppgiften.

[ Nidmnaren nr 1, 2010 skriver Madeleine Lowing och Wiggo Kilborn om sin
undersdkning av 20 000 elevers kunskaper i geometri:

Area dir ett omrdde dir mdnga elever saknar kinsla och begrepp. Medan eleverna
inte har ndgra storre svdrigheter att anviinda enkla forutbestimda formler, sd far
de problem nir de stdlls infor nya situationer dir de inte direkt kan anvinda

ndgon formel. (s 13)

Beror elevernas svarigheter pd att de inte har fatt géra undersdkningar och fatt
egna erfarenheter? Gor eleverna beriikningar utan att forsta vad de gor?

Geometrii Lgr 11

Under rubriken Centralt innehall anges vad under-
visningen i geometri ska behandla. For 4k 1-3 och
4-6 ir det grundliggande geometriska objekt samt
deras inbordes relationer. Eleverna ska dven arbeta
med grundliggande geometriska egenskaper hos
dessa objekt och undervisningen ska ge eleverna
tillfille att konstruera geometriska objekt. De
ska jaimfora och uppskatta matematiska storheter
och de ska fa lira sig metoder for hur omkrets och
area hos olika tvidimensionella geometriska figu-
rer kan bestimmas och uppskattas. Under arbetet
ska ocksa olika férmagor utvecklas, s att eleverna
utvecklar intresse for matematik och tilltro till sin
formaga att anviinda matematik. Betoningen ligger
pé att konstruera, beskriva, anvinda, analysera, for-
mulera och samtala.

Larare beskriver sin undervisning

Geometriska objekt och deras
egenskaper ar ett genomgaende
innehall i alla arskurser. Den Gvergripande
progressionen i motet med geometriska
begrepp och objekt utgar fran de
konkreta formerna, deras egenskaper
och relationer for att successivt 6verga il
olika objekts egenskaper och relationer i
matematiska sammanhang, till exempel
vid berakningar av omkrets, area och
volym.

Kommentaren till kursplanen,
under rubriken "Geometriska objekt och
dess egenskaper”, s 18.

Jag iir nyfiken pd varfor var undervisning i geometri inte leder till att eleverna
far tillrickliga kunskaper. I den forskarcirkel som jag deltog i valde jag dir-
for att lata 40 lirare som undervisar i matematik svara pa en enkiit med fra-
gor om sin undervisning. Min undersdkning omfattar lirare fran forskole-
klass till 4k 9. Drygt hilften av lirarna undervisar i 4k 1-3 och deltar i vara
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handledningsgrupper i "Lisa/skriva/rikna-satsningen”. Resten arbetar i ak
4-6 eller med specialundervisning. Jag har dessutom genomfért en interviu
med tre lirare som undervisar i 3k 6-9.

Nigra frigor handlade om hur lirarna planerar sin undervisning. Utgdr
de fran liroplanens mal eller foljer de bokens uppligg? Andra fragor hand-
lar om hur undervisningen utformas. Anvinder de konkret material och i sa
fall hur? Undervisar de i symmetri och fir eleverna l6sa geometriska problem?
Lirarna fick ocksa beskriva vad de gér om de gar utanfor klassrummet for att ha
geometriundervisning,

De flesta lirarna uppger att de alltid har malen som grund for planeringen
iven om de utgdr fran liroboken. Minga berittar att de arbetar praktiskt
i klassrummet och i skogen. Detta giller frimst de lirare som undervisar de
yngre eleverna. Hilften menar att de kiinner sig sikra pi och behandlar sym-
metri i matematik och i bildundervisningen. Men hilften av lirarna kinner sig
osikra och undervisar inte om symmetri. Endast hos nigra fd ingdr problem-
16sning som en del av geometriundervisningen. Ett par lirare uppger att de har
anvint Kinguruproblem.

Alla lirare i min enkitundersdkning berittar att de liter eleverna hitta
olika geometriska former i sin omgivning. De formar figurer med pinnar, kot-
tar, rep och de anvinder logiska block, tangram, tandpetare mm. Nagra lirare
liter eleverna bygga geometriska kroppar av snd och sand. Eleverna far liira sig
att kiinna igen figurerna och att gora berikningar av tex area och omkrets.

Endast nigra f4 uppger att de arbetar med beskrivning av geometriska for-
mers egenskaper och inbordes relationer. Ingen berittar att de utmanar elev-
ernas nyfikenhet med att lita dem sjilva undersoka figurerna och ta reda pa
deras egenskaper och hur de forhéller sig till varandra.

Lirarnaiak 6-9 stannari klassrummet och eleverna arbetar mestadels med
berikningar i liroboken eller med lirarnas egenproducerade uppgifter. Ibland
forekommer praktiska exempel, men da oftast for att exemplifiera nigot som
en elev inte har forstitt. Aven bland lirare som undervisar yngre elever ir liro-
boken oftast utgingspunkten och sedan kompletterar de med annat mate-
rial. ”"Geometri inbjuder till att arbeta praktiskt”, uttryckte en lirare. Men vad
menas med att arbeta praktiskt? Innebir praktiskt arbete ocksi undersdkande
arbete?

Laromedlen

I de flesta liromedel finns uppgifter dir eleverna ska visa att de kan kinna
igen och namnge geometriska former och kroppar. Det finns inte manga upp-
gifter av undersokande karaktir dir objekten ska jimféras med varandra
och dir deras egenskaper ska beskrivas. Konstruktion av former och krop-
par féorekommer endast sparsamt i lirobdckerna. Symmetri behandlas i liro-
medel f6r de yngre dldrarna och dir utnyttjas samverkan med andra imnen
tex bild. Mitning med gamla och nya matt ger mojligheter till praktiskt arbete
och sddana uppgifter finns det i lirobdckerna. Det som tar storst utrymme ir
berikningar av area, omkrets, vinklar, volym och skala. Den typ av uppgifter
som dominerar i lirobdckerna ir av karaktiren berikningsprocedurer. Bara
nigot enstaka liromedel innehéller flera aktiviteter diir eleverna uppmanas att
gora egna undersdkningar. Om man bara foljer liromedlen blir det alltsd inte sa
manga tillfillen {6r eleverna att understka och fa egna erfarenheter.
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van Hiele-nivaer

I boken Geometri och statistik beskriver Rolf Hedrén de tvé hollindska fors-
karna Dina och Pierre van Hieles idéer om hur elevers tinkande i geometri
utvecklas. De beskriver fem nivier med successivt 6kande abstraktion och
anser att den mesta inlirningen foljer dessa nivéer.

Eleverna nar nivierna i tur och ordning och kan enligt van Hiele inte

hoppa dver nigon nivd. Kompletterande forskning har dock visat att elever
kan befinna sig pa olika nivier beroende pa vilket moment i geometrin man
behandlar och ocksa att de under arbete med en uppgift kan alternera mellan
nivéer. For att lyckas pd en nivA méste eleverna ha tillignat sig strategierna pé
den foregiende nivan. Alla elever behover inte na den hdgsta nivan och det ir
antagligen bara nigra f som kommer att arbeta pa den.

For liraren dr det viktigt att anpassa undervisningen och det sprik som

anviinds till de nivder diir eleverna befinner sig. Risken #r annars att de far
arbeta med uppgifter pa en for hog nivé och inte forstir vad liraren pratar om.

van Hieles 5 nivder

1.

Igenkinning (visualisering). Eleven lir sig vissa termer och kiinner

igen en geometrisk figur som en helhet. Eleven tar ingen hinsyn till
figurens delar. En elev pd denna niva kan till exempel kiinna igen

en bild av en rektangel men ir i allmidnhet inte medveten om nigra
egenskaper hos rektangeln, som tex att den har parallella sidor. Eleven
liknar lika giirna rektangeln med tex en dorr eller en fonsterruta.

Analys. Eleven kan analysera egenskaper hos figurer empiriskt genom
att vika papper, miita, rita pa rutat papper eller anviinda geobriide. P4
denna niva kan eleven inse att motstiende sidor hos en rektangel ir
parallella och kongruenta men hon kan dnnu inte se sambandet mellan
rektanglar eller kvadrater och ritvinkliga trianglar. Hon vet heller inte
att en kvadrat kan ses som en rektangel eller som en romb.

Abstraktion. Eleven kan logiskt ordna figurer, tex alla kvadrater dr
rektanglar, men alla rektanglar 4r inte kvadrater. Hon forstar de
inbordes sambanden mellan figurer och inser vikten av korrekta
definitioner. Aven om hon férstar sambandet mellan mingden av
kvadrater och mingden av rektanglar samt mellan mingden av
rektanglar och mingden av parallellogrammer, kan hon inte hirleda
varfor tex diagonalerna i en rektangel ir kongruenta. Hon forstar inte
deduktionens roll i geometrin.

Deduktion. Eleven forstar vikten av deduktion och den roll axiom,
satser och bevis spelar i geometrin. P4 denna nivd kan eleverna
anvinda axiom for att bevisa pastdenden om tex rektanglar och
trianglar, men hennes tinkande iriallminhet inte si precist att hon
forstar nodvindigheten av axiom.

Stringens. Eleven forstar vikten av precision, nir man arbetar med
geometrins grunder, som t ex Hilberts axiomsystem foér geometrin.
Hon kan utveckla en teori utan anvindning av konkreta fésremal. Hon
kan tex analysera och jimfora euklidisk och icke-euklidisk geometri.

Hedrén i Geometri och statistik, s 28.
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Liknande
aktiviteter finns
pa Stravorna:
ncm.gu.se

tex

1C Rektangel
2C Stickor kors
och tvars

1C Area med
stickor.
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van Hiele som stdd for undervisningen

Elevernas bristande kunskaper i geometri skulle kunna bero pa hur vi arbe-
tar inom geometriundervisningen. Om vi ser pa undervisningen med hjilp av
van Hiele-nivierna kan vi kanske fa syn pa majliga forklaringar till elevers sva-
righeter. Vi inleder med att arbeta pa niva 1 diir eleverna lir sig att kiinna igen
och namnge olika geometriska former och kroppar. Vi tycker att vi har arbetat
bade praktiskt och teoretiskt. Sen later vi eleverna gra berikningar och arbeta
pé en abstrakt nivd, dvs vi har kommit till nivd 3. Vi uppticker att eleverna har
problem med begrepp och att de far svirigheter att utféra berikningar. Dessa
svarigheter kan bero pa att pa att vi inte later eleverna arbeta tillrickligt med
att empiriskt analysera formernas egenskaper. Vi har helt enkelt hoppat éver
niva 2, dir sidant arbete sker.

Forskning och olika rapporter tyder pa att vi behover ge eleverna mer tid
till undersdkande verksamhet, alltsd igna mer tid till nivd 2 Analys. Min egen
undersokning pekar i samma riktning. Det ir ett viktigt steg for att senare
kunna arbeta pd en abstrakt nivd och gora berikningar.

[ alla aldrar fran forskolan och uppit behdver eleverna skaffa sig egna prak-
tiska erfarenheter. De miste ges mojligheter att undersoka, jimfora och disku-
tera med varandra. Tillsammans kan vi sedan samtala, argumentera och bygga
kunskap. Detta maste 3 ta tid for att det fortsatta arbetet inte ska bli for svért.
Vildigt fa forstar Pythagoras sats efter att bara ha studerat en figuri en lirobok.

En uppgift kring sambandet mellan omkrets och area
Ldgg en rektangel av 12 tandstickor.
Forhoppningsvis hittar eleverna tre mojligheter att ligga rektanglar. Om

eleverna inte vet att kvadraten ir en rektangel si kan det bli en anledning att
diskutera detta.

Tank er att rektangeln dr en kohage. I vilken hage har kon det stérsta omra-
det att rora sig pa?

Manga intressanta diskussioner kan uppsta. For att ta reda pa vem som hade
ritt kan det vara bra att ha klippt ut kvadrater som har sidan lika ldng som en
tindsticka. Resultatet ir inte alltid det som man forviintar sig.

Vilken bonde har fatt satta upp det langsta staketet?

Inte heller detta ir sjilvklart for alla. Eleverna bor da f4 tid pa sig att provaigen
med alla 12 tindstickorna.

Det gar bra att gdra uppgiften utan centime-
terrutat papper, men om man vill utoka uppgif-
ten och senare rita av figurerna och gora berik-
ningar kan sidant vara bra. Samma 6vning kan
ocksa goras utomhus med rep som formas till
olika rektanglar. D4 kan man konstruera en kva-
dratmeter av pinnar och undersdka hur arean
forindras nir rektangelns form éindras.

Denna évning pa van Hiele-niva 2 ir intres-
sant att prova i alla dldrar. Jag har anvint den
bide med sexiringar och med vuxna. Nir
nigon direkt siger "Det dr klart att arean ir lika
stor, vi har juanvint lika ménga tindstickor” dr
det intressant att studera deras reaktion nir de
sedan provar sig fram.




Langdskala — areaskala

[ boken Hur mdnga prickar har en
gepard? finns ménga vningar dir ele-
verna kan gora egna upptickter. Hir
ir ett exempel med logiska block
som jag har provat med elever i drs-
kurs 2. Eleverna skulle tareda p4 hur
manga sma figurer som fick plats pa
den storre.

Enelevsa, efteratthalagtbitarna,
att det blir "ett till fyra”. Det blev en
intressant diskussion kring om for-
hillandet 1:4 iven skulle gilla for
cirklarna. En elev ritade av figurerna
papapper och de andra eleverna fick
fundera pa om mellanrummen i cir-
keln tillsammans blev lika stort som en cirkel. Efter att ha klippt ut bitarna blev
alla dvertygade om att det kunde stimma.

Eleverna fick rita av sina upptiickter i riknehiftet. Att gora ett antagande
och sedan ta reda pa resultatet ir spinnande redan i de ligre dldrarna, och att
klippa ut i papper och prova sina antaganden okar forstdelsen. Eleverna fick
sitta tillsammans och diskutera med varandra vilket ocksd gav méjlighet att
utveckla andra férmigor forutom begreppsforstielse, bla formagan att reso-
nera och argumentera.

Min slutsats

Det verkar som om fler laborationer med samtal och analyser kan 6ka elevernas
kunskaper i geometri. Om vi later eleverna undersdka och analysera mer, dvs
om vi undervisar mer pa van Hiele-niva 2, ger vi eleverna stérre mojlighet att
forstd geometrin,
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