FOrskolebarns algebrai ska tankande

Frances Curcio & Sydney Schwartz

Genom konkret arbete med olika materiel utvecklas barnens tdnkande
kring matematiska idéer. Artikeln beskriver hur nagra férskolebarn sam-
talar kring ett par aktiviteter. Samtalen avsldjar tidigt algebraiskt tinkande.

Under de senaste decennierna har vi kom-
mit att accepteratanken att borjan till mate-
mati skt tankande och rakning uppstar [angt
innan barnen borjar forskolan, och att for-
stéel se och fardigheter snabbt utvecklas nér
barnen kommer till foérskolans verksam-
hetsbaserade inlérningsmiljo. Litteraturen
ar rik pabeskrivningar av forskolebarns er-
farenheter av att upptdcka monster och
matematiskarelationer nér de arbetar med
olika sorters materiel. (Bredekamp, 1987;
Hartley, Frank, and Goldenson, 1952; Pay-
ne, 1990). Om barnen i skolan far tillgang
till ett rikt utbud av varierat materiel for
konstruktion, representation, kreativa ut-
trycksformer, experiment och upptéackter
av relationer vet vi att de standigt engage-
rar sigi tal, geometri och métning. Laran-
de omtal kan exempelviskommatill sténd
nér barnen:

sorterar och grupperar foremdl, t ex
sorterar pinnar efter farg

raknar foremden, och réknar igen, t ex
réknar fem roda pinnar och fyrabla

jamfor storleken av grupper, t ex fin-
ner fler roda &@n bla pinnar

andrar gruppers storlek, ibland genom
att efterstrévalikhet, tar bort en rod
pinne for att fafyraroda och fyrabla.
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Né&r barnen bygger med klotsar sker inlér-
ning av geometri och matning. Vi ser hur
de experimenterar med:

symmetri, t ex placerar tva cylindrar
pavar sin sidaav ett bygge

jamvikt, bygger konstruktioner som
inte faller omkull

vikt, plockar ut l&ttare foremd att ha
dverst pa bygget

ekvivalens hos langder, de lagger fyra
métklotsar for att fa samma langd som
en lang.

NO-experiment ger rikamojligheter till att
gora forutsagel ser om sadana forandring-
ar hos materialet som ror form och stor-
lek. Barn uppskattar hur lange det kom-
mer att droja innan forandringarna mérks
ochi vilken ordning dessakommer att ske.

Forskollarare har blivit medvetnaom att
dessaupplevelser har att géramedtal, geo-
metri och métning. Vi har sedan en tid sokt
efter tecken pabegynnande al gebrai skt tan-
kande. Var fréga har varit "Hur kommer
algebraiskt tankande till uttryck hos for-
skolebarn?’

Enligt New World Dictionary (1980),
definieras algebra som ” a mathematical
system used to generalize certain arithme-
tical operations by permitting letters or
other symbols to stand for numbers.”

Som matematiklérarei forskolan maste
vi emellertid frigora oss fran vuxnas upp-
fattning att algebra betyder att 16sa ekva-
tioner med hjdlp av x ochy. Inriktar vi oss
pa nyckelordet i definitionen, namligen
generalisering, kan vi se vad som skulle

15



kunna vara bestandsdelar i ett begynnan-
de algebraiskt tdnkande. Generalisering
vaxer fram ur ett igenk&nnande av mons-
ter och relationer och en analys av dessa
forhalanden, varav manga berdr begrepp
som har att géra med multiplikation och
proportionalitet. Dessutom, om anvéand-
ningen av symboler for att generalisera &r
en vasentlig del av algebraiskt tdnkande,
sa stodjer arbetet med olika materiel bar-
nensvaxande formagaatt anvanda abstrak-
ta symboler.

| vart sbkande efter svar pa fragan om
tidigt algebraiskt tdnkande studerade vi
nagra observationer av barn som anvan-
der olikamateriel for att skapa, utvidgaoch
generalisera monster och for att behandla
proportionella férhallanden, nagot vi an-
ser varanodvéandigaingredienser for att ut-
vecklaalgebrai skt tdnkande. Dessutom | &t
vi en forskoleklass prova pa nya aktivite-
ter. | dessaavsl6jas ndgot somvi har iden-
tifierat som tecken pabegynnande algebra-
iskt tdnkande.

En utmanande aktivitet

Vi stédllde i ordning materiel for att vaxla
tre-mot-en, en aktivitet fOr att utmanatank-
ande kring monster och proportionella
samband. Materialet bestod av bdnor,
stickor med tre bonor paklistrade och flot-
tar gjorda av tre bonstickor.
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Spelet gar ut paatt samlabonor genom tar-
ningskast. N&r barnen fatt ihop tre bonor,
vaxlar de dem mot en bonsticka. N&r bar-
nen fatt ihop tre bonstickor, vaxlar de dem
mot en flotte. Spelet & slut nar bada spe-
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larna fatt en flotte. Materialet var nytt for
barneni klassen. En av ossfungerade som
|&rare och arbetade tillsammans med Ilya
och Jackie, tva forskolebarn. Aktiviteten
genomfordesi slutet av skolaret och dessa
barn skulle snart bérjaforsta klass.

De la genast mérke till vissa egenska-
per hostal. Jackie borjade raknapaflottar-
na, "ett, tva, tre, fyra, fem, sex, gu, atta,
nio,” och sa, ”Ah, det finns nio bénor pa
enflotte” llyaraknade bonornapaen flot-
te och fortsatte dérefter upprakningen med
bonorna pa stickorna, som var uppradade
pa bordet. Han s&g allabonor som en ode-
lad mangd.

Beskrivningen av barnens engagemang
i aktiviteten |&ter oss ana en progression i
matemati skt tdnkande och avsl ¢jar defini-
tivt ett begynnande algebraiskt tankande.
Vi kan se nyckelelement i tidigt algebra-
iskt tdnkande nér barnen efter hand avsl 6-
jar dem: de anvander monster och talrela-
tioner och de kanner igen proportionella
forhallanden och byte av talenhet.

M onster och talsamband

Eftersom aktiviteten med bonstickor var ny
for barnen, var starten lite trevande. Efter
tre eller fyraomgangar borjade devisasin
formaga att hantera vaxlingen. Ilya hade
en bonsticka och tva bonor. Néar tarningen
visade att han skulle fafyrabonor till, for-
klarade han: ” Jag kommer att taenflotte.”
Han hoppade 6ver den mellanliggande
vaxlingen tre bonor mot en sticka. | stéllet
bytte han en sticka, tva bénor och de fyra
outtagna bénorna mot en flotte.

Néar llyafick mgjlighet att bestammahur
manga flottar som skulle varaspelets mal,
foreslog han att de skulle forsoka fa fem
flottar. Lararen undrade: "Har vi sa att det
racker till fem flottar?’ Med alla femton
bonstickor och tva flottar uppradade pa
bordet, borjade Ilya omedelbart rékna
stickornai grupper om tre utan att fysiskt
grupperadem eller flyttademfran sin plats
i raden. | huvudet holl han ordning pa hur
mangagrupper om tre bénstickor han rak-
nade. Efter att ha réknat fem grupper om
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tre stickor, sa han att det fanns tillréckligt
for fem flottar. Jackie foljde Ilyas|6sning,
men tog i stéllet stickorna och grupperade
dem fysiskt i méngder om tre, och bekraf-
tade Ilyas pastadende att det fanns tillrack-
ligt med stickor till fem flottar. Det mons-
ter de bade sdg och anvéande for att 10sa
problemet med de fem flottarna var det-
samma som vid grupperingen av tre bon-
stickor. Dettamonster visar strukturenfem
grupper medtrei varje, dltsd3+ 3+ 3+ 3+ 3,
eller 5x 3. Badabarnen hade l&tt att visua-
liseraen grupp med tre bonstickor som en
flotte, &ven om deinterent fysiskt var ord-
nade sa.

Att kdnnaigen proportionella
samband och byte av talenhet

Barnens tidigaste erfarenheter som ligger
till grund for proportionellt tankande och
byte av talenhet hor samman med deras
kropp. Barn relaterar exempelvisfemfing-
rar till en hand, tio fingrar till tva hander.
Utan att man anvander symbolisk notation
kan multiplikativarelationer, férhallandet
5:1, utvidgastill proportionalitet, fem fing-
rar forhdller sigtill en hand pa sasmma sétt
somtio fingrar till tvahander, dvs, 5:1 som
10:2, eller fem fingrar forhaller sig till en
hand som 20 fingrar till fyra hander, dvs
5:1 som 20:4, och sa vidare. Om man as-
socierar denna relation med vantar och
handskar, kan barnen ténka pa en hand in-
uti envante eller fem fingrar inuti en hand-
ske. Padennakonkretanivablir barnenin-
tuitivt medvetna om begreppet talenhet
(Ellison, 1972) —att en hand kan vara bade
ett, dvs en hand, och fem, dvsfem fingrar,
pasammagang. Utmaningen for skolan ar
att lyftadennaintuitivakanslatill en med-
veten niva

Efter att ha spelat atskilliga omgangar
med vax|ingsspel et samtal ade |araren med
barnen kring ndgra observationer i ett for-
sok att naderas uppfattning om hur en bon-
sticka bade kan representera” ett” och " tre”
pasammagang, och hur bade en bonaoch
en bonsticka kunde representera en enhet.
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Samtalet mellan l&raren (L), Ilya(l), och
Jackie (J).

: Jag undrar om du tankte pavad som var lika

och vad som var olika hos dessa. (L &gger ut
tre bonor och en sticka.) Jag sag till exempel
att du réknade tre bonor och sen véxlade tre
bonor mot en sticka. Ar dessa (pekar pa de
tre bénorna och stickan) lika eller olika?

De har &r tre (pekar pa bénorna) och de har
ar tre (pekar pa stickan).

: Haller du med om det? (I nickar ja.)

L: Och om jag skulle séga att du har en bona

och en sticka (pekar och visar paen bonaoch
en bonsticka). Ar det lika eller olika?

. Lika
: Varfor ar det lika?

I Det ar en stickaoch en bona. Och det &r lika

[S I S

for att ett och ett &r lika

. (Till Jackie.) Vad sdger du om det?

Jag tycker inte att det &r lika.

: Vad tycker du?

Den har &r ett (pekar pa bonan) och det har
ar tre (pekar pa stickan).

(Fortydligar for Jackie.) Stickan, stickan,
stickan &r en.

: (Haller upp bonstickan) S3, vad & det har,

ett eller tre?

: Ja, om man tar stickan utan bonorna, s ar

det ett ...

: Lat oss tanka pa ndgot annat nu. Jag sag att

ni tog tre bonstickor forut och att ni gruppe-
rade dem tre och tre. Nu undrar jag om ni
tycker att tre stickor (pekar pa de tre sticko-
rna som & upplagda pa bordet) och den har
flotten (pekar paen flotte vid sidan av detre
bonstickorna) ar lika eller olika?

Deér lika.

: Hur d&?

Tre, tre, tre (pekar pa bonstickorna) och tre,
tre, tre (pekar pa stickorna paflotten) ...

. (Till lya) Och vad tycker du?
: Lika
: Hm. Men, det har ar tre (pekar patre stickor)

och det har &r en (pekar paflotten). Hur kan
det vara s3?

: Om du tar dem hér sa hér (for ihop tre stick-

or till en flotte), sa ar det lika.
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Nér Jackie a enasidan ombadsjamforatre
bonor med en sticka, svarade hon snabbt,
och relaterade till egenskapen tre i varje
hel het som varande densamma. Senare, nér
hon jamfoérde tre bonstickor med en flotte
ger hennes svar stod for en liknande ob-
servation. | badafallen hdler lyamed hen-
ne. Bada barnen uppvisar en formaga att
se till den uttryckta, identiska representa-
tionen av egenskapen tre i materielet.

Nér Jackie a andrasidan fick fragan om
huruvuda en bénaoch en bonstickaar sam-
maeller olika, satt Jackietyst nér llyasva-
rade att de var samma, eller ekvivalenta
Ilya fokuserade pa det som kanneteckna-
de egenskapen ett hos enheten i bada fal-
len. Ibland kan stickan representera ett, en
grupp om tre, och ibland kan stickan re-
presenteratre.

Att Ilya kan byta fokus fran ett till tre
och frantretill ett visar flexibilitet i tank-
andet och att hans uppfattningar om byte
av talenhet utvecklas.

Nér Jackieinte haller med forsoker Ilya
riktahennesfokus mot enheten eller stick-
an. Fastan detta bara &r ett exempel fran
deras samtal, visar det tydligt en skillnad i
formaga hos dessa tva barn nar det géller
att behandla byte av talenhet. Larare be-
hover sddan information som hjalp i sam-
spelet med barnen och for att planera akti-
viteter som behandlar proportionella sam-
band och byte av talenhet. Vi fann att den
har aktiviteten var ett st att na barnens
tankande kring detta. En annan mgjlighet
att diskutera dessa idéer gav aktiviteten
med végning.

En aktivitet med vagning

Redan i forskolan kan barn borjaformali-
sera forhdlandet mellan och inom mang-
der som de kanner igen, bade i planerade
och oplanerade sammanhang. | slutet av
forskol edret vagde Rachel férema med en
balansvag i NO-hdrnan. Hon tog en upp-
sattning "réknebjornar”, bjornmammor
och bjérnungar. Rachel placerade en bjorn-
mamma pa vagen som da tippade over.
Hon tog en bj6rnunge och placerade den i
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andravagskal en men det vagdeintejamnt.
Da satte hon en ungetill i sasmmaskal. Vi
utnyttjade dettauppenbaratillfélle och dis-
kuterade med Rachel. P4 samma sétt som
I vaxlingsaktiviteten kunde vi se nyckel-
element i tidigt algebraiskt ténkande av-
slgjasi samtalet med Rachel: monster och
talrelationer och férmaga att kanna igen
proportionella samband.

Lararen (L), och Rachel (R), diskuterar
vid vagen
L: S3, vad hander?

R: Tvabjornungar vager jamnt med bjornmam-
man.

L: Vad tror du kommer att handa om du sétter
en mammatill i vagskalen?

R: Den kommer att tippa.
L: Varfor inte préva och se?

R: (Placerar en till bjornmamma pa vagen och
nickar for att bekréfta sin forutsagel se)

L: Hur kan vi favagen att vaga jamnt nu?

R: (Efter att ha placerat ytterligare en ungetill-
sammans med de andratvai skélen) A, ngj.
Jag behover entill (placerar en bjérnungetill
pa bjérnungeskalen sa att det blir fyra. Det
vager jamnt).

L: Har du funderat pa att borjamed ungar istal-
let f6ér med mammor?

R: Jag tror inte att det skulle fungera.

-

: Varfor inte?

R: Man kan inte sétta dit en unge och sen en
mamma och fa det jamnt. Sa jag borjar med
bjérnmammorna..

L: Hur skulledu gorafor att végajamnt med tre
bj 6rnmammor?

R: Jag vet att jag behdver mer an fyrabjornung-
ar.

L: Hur vet du det?

R: Till tvabjornmammor behdvde jag fyraung-
ar, och nu har jag tre mammor. (N&r hon 1&g-
ger till en unge sd att de blir fem véger det
intejamnt.) Ah, nu vet jag. Jag fortsétter med
tvd— Jag behover tvaungar till, det blir sex.

L: Finnsdet ndgot sétt som du skulle kunnavisa
vad du har kommit pa, for att kunna beratta
det for klassen?

R: 1-2, 2-4. 3-6 (skriver pa ett papper).
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Att anvanda monster och
talrelationer

Genom att kénnaigen monstret att det for
varje bjornmamma kravdes tva bjornung-
ar for att vagen skulle vagajamnt, borjade
Rachel utveckla en regel for att generali-
seraforhallandet mellan vikten hos bjorn-
mamman och vikten hos bjérungen. | for-
mella termer var hennes regel " Antalet
bjornungar & dubbelt sa stort som antalet
bjornmammor”. Det betyder att det behévs
tvabjornungar for att balanseravarjebjérn-
mamma pa vagen. Hur spraket anvands &r
kritiskt. Senare kommer elevernaatt over-
séttasadanaforhallanden till symboler (tex

b = 2m, déar m star for antalet bjornmam-
mor och b star for antalet bjornungar). Sa-
dana Overséttningar har dokumenterats
som oklara &ven for tekniska studenter
(Clement 1982). Kanske kan man genom
att redan vid tidig adder borja diskutera
sadana relationer motverka missuppfatt-
ningar som &r vanliga vid anvandning av
symboler under senare ar. | det hér fallet
ar betoningen paantal viktigt darfor att om
istéllet b och m stod for vikten pa bjorn-
mamman och ungen, skulle relationen bli
den omvanda, och m = 2b hade pa ett kor-
rekt sétt beskrivit situationen.
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Att kdnnaigen proportionella
samband

Nér Rachel fick fragan vad hon skulle géra
for att fa bjornungar att vaga jamnt med
tre bjérnmammor, svarade hon att hon vis-
ste att hon behdvde mer an fyra ungar ef-
tersom " Till tvabjornmammor behévdejag
fyra ungar, och nu har jag tre mammor.”
Relationen tva-till-ett blev inte uppenbar
for henne féran hon forsokte balanseratre
mammor med fem ungar. Dainsag hon att
hon skulle fortsétta med tva. Efter att ha
skrivit ner forhallandet 1:2, fortsatte hon
att végabjornmammor och bjérnungar upp
till fem mammmor och tio ungar. Varje
gang placerade hon tvaungar i bjérnunge-
skadlen for varje mamma i bjornmamme-
skalen.

Avdutande kommentarer

Aven om vi i var diskussion har fokuserat
pa generalisering fran undersokningar av
talmonster, proportionella samband och
byte av talenhet, finns det andra viktiga
aspekter av algebraiskt ténkande som kan
mérkas i barnens svar pa négra av fragor-
na. Exempelvis att barnens forméaga att
kannaigen skillnaden mellan identisk och
ekvivalent representation av matematiska
forhallanden utvecklas efter hand. Jackie
fokuserade huvudsakligen pa det identis-
ka hos tre |6sa bénor och tre bonor pa en
pinne, medan Ilyafokuserade pa det ekvi-
valenta hos en bona och en pinne. Rachel
fokuserade ocksa pa ekvivalensen genom
att se en bjérnmamma och tva bjoérnungar
somlika. Vi har heller inte uttryckligen dis-
kuterat funktion, som &r ett centralt be-
grepp i matematik, i var beskrivning av
Rachel. Men faktiskt & en underliggande
funktion (dvs, antalet bjornungar ar en
funktion av antalet bjérnmammor) tydlig
nédr hon formulerar sin regel. En utmaning
for oss &r att undersoka dessaideéer ytterli-
gare.

| varasamtal med forskolebarn avsl¢jas
en varld av prealgebraisk forstaelse och
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forklaringar som aldrig skulle haavd ¢jats
om vi inte hade sokt efter dem pa det hér
séttet. Barnen |Osteinte ekvationer eller re-
presenterade okéndatal med symboler. Det
ar vad de sdger och gor som visar hur be-
gynnande al gebrai skt tdnkande skulle kun-
na kommatill uttryck i forskolan.
Genom undersokande aktiviteter med
konkret material uppmuntrar forskollara-
re barnen att kénna igen monster och att
goraforutsdgel ser. En utmaning &r att soka
efter sétt att fa barnen att engagera sig |
och resonera kring proportionella sam-
band. For att kunna planera for att stimu-
|eradet tidiga al gebraiskatankandet beho-
ver vi manga exempel pa aktiviteter som
stodjer sadant preal gebrai skt ténkande som
vi har beskrivit. Tecken pa barns begyn-
nande algebraiska ténkande kan vara till
hj&lp nér vi fattar beslut om undervisning-
en. Vi inbjuder larare att tillsammans med
oss soka efter fler exempel pa forskole-
barns begynnande algebrai ska ténkande.
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tiken och den grundl&ggande matematik-
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sion kring organi sationsmodeller samt ett
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