Aktiviteter for att |ara matematik

Bjgrnar Alseth

| det norska KIM-projektet kartlaggs elevers begrepp och uppfattningar
inom olika omraden. Har presenteras en aktivitet, vars syfte ar att tidigt
utveckla god forstaelse for positionssystemet. Aktiviteten har anvants i
forskola och tidiga skolar. | artikeln diskuteras aven nagra éverordnade

principer for undervisning.

Vid kartlaggningen av nyborjarelever fo-
kuserar man pa hur man som larare arbe-
tar med att skapa begrepp. Det diagnostis-
ka perspektivet blir inte lika framtradan-
de. En didaktisk utgangspunkt vid KIM-
arbetet &r att ett matematiskt begrepp kan
anses ha tva dimensioner.

Matematiskt begrepp

Numeriska
aspekter

Problemlésnings-
aspekter

Med den numeriska aspekten menasfakta-
kunskaper och réknefardigheter, medan
probleml 6sningsaspekten handlar om att
kunna anvanda de numeriska fardigheter-
na for att |6sa praktiska problem. Avsik-
ten med denna uppdelning &r att visa pa
att alla matematiska begrepp har en sadan
probleml 6sningsaspekt. Detta betonas spe-
ciellt i den nya norska laroplanen, L 97.
| inledningen till matematikdelen star det:

Mer vesentlig enn & pugge tabellen er
det a forsta selve begrepet multiplika-

gon og kunne bruke det.
KUF, s. 155.
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De rena, numeriska faktakunskaperna och
rakneféardigheternatonas ner och man lag-
ger mer vikt pa begrepp och begreppens
probleml 6sningsaspekt.

Har presenteras en aktivitet som beto-
nar problemldsningsaspekten. Temat ar
"platsvarde och gruppering”. | undervis-
ningen har den numeriskaférdigheten tra-
ditionellt haft stor tyngd. Man har lagt stor
vikt vid hur tiotalsdvergangen skall utfo-
ras och hur algoritmen skall stallas upp,
och i mindre grad fokuserat pavarfér man
skall utforaberakningarna padet enaeller
andra sdttet. | aktiviteten kommer tiotals-
dvergangen in som en konsekvens av elev-
enshandlingar. Hur detacklar detta&r upp
till dem gdalva. Tanken bakom det &r att
nér elevernagav finner en1sning papro-
blemet kommer denna |Gsning att ha sin
utgangspunkt i elevens erfarenhetsvarld.
Situationen blir annorlunda an nér |6sning-
arna ges av lararen eller laroboken. Da &r
det risk att elevernabarakopierar den” of -
ficiella® 16sningen utan att de forstar var-
for den &r riktig och varfor den &r bra.

Platsvarde och gruppering

Platsvarde och gruppering &r viktiga delar
i taluppfattning. Vart talsystem har tva
kannetecken. Det ena &r tiotal sgruppering
och det andradr sammanséttningen av tal-
symbolerna i ett positionssystem. Detta
betyder att talen far varde efter vilken plats
de har, tex i "54” betyder 5-an "5 tiotal”,
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medan 4-an betyder "4 enta”. Vidare grup-
perastiotalen i hundratal, osv.

Nér vi pa norska eller svenska benam-
ner talen framtrader inte den systematiska
ordningen salange man anvander tal min-
dre én 20, t ex elva, tolv och gutton. Detta
betyder att de erfarenheter som eleven har
av tal i talomradet 10 — 20 inte betonar
gruppering och platsvarde. Thomas (1994)
visar att elever har en mycket varierad upp-
fattning av tal systemets struktur. | studien
bad man eleverna att se talen 1 till 100
framfor sig. Bara ndgra av eleverna beto-
nade tiosystemets uppbyggnad i sinasvar.
Detta kan bero pa att manga elever har en
svag uppfattning av positionssystemets
uppbyggnad.

AnnAhlbergsfinneri sin studie (19954)
att 23% av svenska 6-aringar kan ge namn
at tal storre &n 20. Nér de ska l6sa enkla
textuppgifter sunker [Gsningsfrekvensen
nar uppgiften handlar om tal storre an 10.
Medan 77% svarar riktigt nér talen & min-
drean 5, svarar bara10% korrekt nér talen
ar i omradet 10 — 20. Né&r barnen borjar i
skolan & deraserfarenheter till dvervagan-
de del knutnatill tal mindre an 10. Det &r
en viktig uppgift for 1agstadieldraren att
utvidga den forstael se barnen har av talbe-
greppet till att ocksa omfatta gruppering
och platsvérde.

Nor ska elever s uppfattningar

| TIMSS (Third International Mathematics
and Science Study) fick norska elever pa
|3gstadiet forhallandevis ddligaresultat pa
uppgifter som handlade om platsvarde. Har
ar ett exempel

Vilket tal skall stai rutan?
2000 +[ ]+ 30+ 9=2739

Av elevernai 2:aklass, 8-aringar, svarade
bara 18% ratt medan det internationella
snittet 1ag pa44%. | 3:eklass svarade 45%
av de norska eleverna riktigt. Har var det
internationella snittet 63%. Det bor pape-
kas att norska elever borjar skolan ett ar
senare an i de flesta andra lander i under-
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sbkningen. Dettadr antagligen en av orsa
kernatill att de fick forhadllandevis daliga
resultat pA TIMSS-testen i 8k2 och 3. Re-
sultaten ar ocksa betydligt samre pa denna
uppgift an patestet som helhet.
Elevernagor storaframsteg mellan ak2
och &k 3. Datafran KIM-testen i Tall och
Tallregning visar emellertid anda pa sva-
gaprestationer ocksai hogre arskurser. Har
ar en liknande uppgift fran KIM-testen:

Skriv det riktigatalet i rutan:
574=5-100+[1-10+4 -1

Pa denna uppgift svarar bara48% av elev-
ernai a 4, 58% i & 6 och 77% i & 8
korrekt. Det & mangaorsaker somkan lig-
ga bakom resultaten. Matematikundervis-
ningen i Norge har t ex i h6g grad varit
|&roboksstyrd.

Som ett aternativ till den traditionella
matematikundervisningen, foresasi KIM-
handledningen bland annat aktiviteten A
kaste blink. Den &r utprovad for |agstadiet
och utvecklad speciellt med tanke pa att
bidra till en grundlaggande forstaelse av
gruppering och platsvérde. Blinken & mitt
i prick. Har kallas den darfor Kasta prick.

Kasta prick

| denna aktivitet ska du, nar det ar din
tur, kasta 5 ringar mot denna tavla.
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Notera traffar genom att satta kryss i
detta protkoll.

|_'100 ‘ 10 ‘ 1 ‘_‘
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Elevernadelasini grupper om 3 -5 elever.
Varje grupp far 5 ringar och en tavla (un-
gefdr 1 m i diameter). De kastar i tur och
ordning 5 ringar och noterar antal tréffar i
protokollet. Efter hand som eleverna kas-
tar, blir det fler och fler kryss. Det finns
plats i protokollet for att rékna ihop hur
manga poang man har. De exempel som
presenteras &r fran en klass dar elevernaér
ungefar 7,5 ar, dvs de har gétt lite dver ett
halvt ar i skolan. | undervisningen har man
arbetat med tal upp till och med 20.

Jun ‘mum‘ﬂl\“l‘(ﬂl | E56‘f

Eleven har inte kryssat i det féalt som vi
hade avsett. | stédllet sétter han streck i ru-
torna under. Eleven tolkar schemat pa ett
annat sétt an vi hade tankt, men han finner
I alafall den riktiga poangsumman.
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Inte heller denna elev har anvant schemat
somvi tankt. Han anger antalet tréffar men
skriver inte ner antal ental, tiotal och hund-
ratal i rutorna nedanfor. N&r han réknar
samman finner han att han har tréffat i en-
talsfaltet 11 ganger, &ven om han baramar-
kerat 10, ochi tiotalsfaltet 8 ganger. Detta
skriver han som 91 poang. Han har dess-
utom 3 hundratal. Det visade sig att flera
elever hade problem med att |agga samman
hundratalen med ental och tiotal.

g

[~

- 3 o0

Dennaelev har noterat antalet tréffar i ru-
torna. Utrékningen till hdger ger poang-
summan. Han har alltsa 300 poang samt 8
tior och 4 ettor. Att skriva berékningen pa
detta sétt kan tydapaatt han har lart det av
aldre syskon.
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Dessatre exempel visar att elevernatolkar
protokollet paolikasétt. Genom att anvan-
daschemat, far elevernahjalp med att hal-
lareda pa poangsumman under tiden. Med-
an de kastar behdver de bara pricka av det
sista kastet, det vill sdgade sista 5 ringar-
na. Schemat &r ocksatill hjalp nér de, efter
att ha kastat nagra ganger, skall finna to-
talsumman. D& kan man rakna kryssen,
nagot som &r enklare an rékning med tal-
symboler. Ett vanligt sétt ar att de raknar
antal ettor och tior och l&gger ihop dessa
och eventuellt skriver ner svaret. Dérefter
réknar de hundratalen och lagger till den
forsta summan. Var erfarenhet ar att de
dlraflestaelever i dennadder kan anvan-
da schemat fér att fa 6versikt dver antalet
tréffar. Mangaelever kan ocksafaframen
totalsumma for flerakast. Detta gor de pa
fleraolika sétt.

Problembaserad undervisning

Foljande bygger pa Bells (1993) principer
for undervisning och Alseths (1995) tolk-
ning av dessa.

Utgangspunkt ar att undervisningen
skall utga fran en situation, som eleverna
& fortrogna med. Fran denna kan sedan
eleverna arbeta med uppgifter dar de mo-
ter ndgot okant. Det &r vid detta mote mel -
lan ké&nt och okant som eleverna lér. Det
okandatolkasi forhallandetill de erfaren-
heter eleven har gjort tidigare. Grundlag-
gande principer &r:

1. Borjamed nagot som eleverna har
kunskap om sedan tidigare.

2. Ge uppgifter som innehdller nagot
okant.

3. Lét eleverna fa utrymme att tolka detta
nya och att reflektera Gver de erfaren-
heter de har gjort.

4. Beféast kunnandet och repetera.

| det foljande fordjupas dessa punkter med
hénvisning till aktiviteten ovan.
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1. Utgangspunkt i en situation

| stéllet for att direkt ge uppgifter, som
eleverna skall arbetamed, utgar undervis-
ningen fran en situation. Dennaskall fung-
erasom en sprangbradafor elevens utveck-
ling. Situationen bor innehdlla stoff som
eleven har god kunskap om. | exemplet
utgor sialva spelet den kénda situationen.

Situationen ska vara s valbekant att
eleven kan levasigini den. Dettakan go-
ras i vardags- eller praktiska situationer,
men det kan ocksa goras i olika spel. En
tredje mojlighet ar att utga fran en aven-
tyrs- eller fantasisituation. Det viktigaste
kravet &r att eleven snabbt forstar vad som
ar huvudidén.

Ett annat krav &r att uppgiften innehdl-
ler de matematiska begrepp som eleverna
skall arbetamed. | exemplet & det att spe-
let ger podngsummor — uppbyggda av 1,
10 eller 100 poang — som strukturerar ak-
tiviteten runt gruppering och platsvérde.

Ett sistakrav pasituationer &r att de bor
kunna ge utrymme for individualisering.
Situationernabor varasapassenklaatt alla
elever forstar grundidén. Dessutom bor de
vara sa pass 0ppna, att de kan utvidgas sa
att de duktigaste eleverna kan finna utma-
ningar. Vid utprovningen av blinkaktivi-
teten, visade det sig att nagra elever var
valdigt engagerade i att bestamma total-
summan. Andra nojde sig med att kryssa
av antal riktiga poang i protokollet, men
ocksa dessa elever visste hela tiden vem
som ledde. De jamforde antal kryssi 100-
kolumnen. Devisste att den hade hdgst var-
de. Om det var lika dar maste de jamféra
antal kryssi 10-kolumnen.

2. Uppgifter med nagot okant

Nar l&raren har presenterat det hon vill att
eleverna skaarbetamed & det ndédvandigt
att specificera vad man vill att eleverna
skall gora. En sadan specificering ger ak-
tiviteten en inriktning. Elevens arbete fo-
kuseras pa de matematiska begrepp lara-
renvill att de skall fa erfarenheter av. Vid
utarbetandet av " blinkaktiviteten” gjorde
vi forsok dar elevernainte fick nagot pro-
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tokoll — bara spelbrade och ringar. Resul-
tatet blev inte lyckat. Podngen beréknades
da bara med hjalp av symboler, och det
klarade inte alla av. De Ovriga eleverna
deltog inte heller i att skriva upp och be-
rékna poéngsumman. Devar baramed och
kastade. Genom att precisera att uppgiften
bestod i bade att kasta och kryssa av varje
kast i protokollet andrades uppgiftens ka-
raktér. Detta gjorde att alla elever deltog,
om &n pa olika stt.

Detta & en forhallandevis styrd aktivi-
tet. Graden av specificering paverkar na-
turligtviselevernasaktivitet i klassrummet.
Om man |later elevernafritt valjauppgifter
de skall arbeta med, och vad géva inne-
hallet i aktiviteten ska vara, kommer vi
ganskanara”fri lek”. Dennaform av akti-
vitet har manga positiva pedagogiska si-
dor, som det &r viktigt att |araren tar till
vara. Nar det géller undervisning i mate-
matik sd har den i stort sett ett mer eller
mindre bestamt mal. Darfor blir det i de
dlraflestafall nodvéandigt att ge aktivite-
ten eninriktning genom att bestammaupp-
gifter som eleverna skall arbeta med. Ja-
worsky (1994) kallar detta a mathemati-
cal challenge. Det & emellertid viktigt att
papeka att ocksa fri ek kan anvandas som
utgangspunkt for diskussion kring mate-
matiska begrepp. Ofta innefattar barnens
lek matematik, t ex genom att de anvander
tal, geometriskaformer eller liknande. Néar
leken &r fardig, kan lararen arbetamed ma-
tematiken och anvéandaleken som en situ-
ation, en utgangspunkt i undervisningen.
Ett exempel paen Oppnare uppgift ger Ann
Ahlberg (1995b).

Né&r situationen &r bestamd, &r det ofta
onskvart att den innehdller flera, variera-
de uppgifter. Det tar tid att etableraen si-
tuation som elevernaér fortrognamed. Det
ar darfor viktigt att utnyttjaden sa mycket
som majligt. | vart exempel kan det réra
sig om att utnyttja blink- eller protokoll-
identill andraspel. Darmed blir den béttre
utnyttjad &n om eleverna bara skulle 16sa
en endauppgift i den givnakontexten —sa
som traditionen & med ”vanliga” matema-
tiska textuppgifter.
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3. Tolkning och reflektion

Det &r viktigt att elevernafar anledning att
reflekteradver de erfarenheter de har gjort
I en aktivitet. Som larare bor vi stdlla oss
fragan vad som &r avsikten med de upp-
gifter elevernaloser. Till att borja med &r
det viktigt att finna I6sningar pa uppgif-
terna. Men huvudavsikten &r att eleverna
skall gora erfarenheter som ger dem kun-
skaper, som de ocksa kan anvanda nar de
stéllsi andraéller liknande situationer. Det
ar viktigt att eleverna inte fastnar i den
praktiska situationen utan att de stimule-
rastill att plockafram matematiken ur den
praktiskakontexten. Ett sétt att gorade ma-
tematiska begreppen synliga & att reflek-
tera Over det man har gjort. Denna reflek-
tion kan ske efter det att uppgiften &r [6st.
Elevernaberéttar for varandra hur de | 6ste
den. Reflektionen kan fordjupas genom att
eleverna byter grupper. | exemplet kan
eleverna diskutera andra sétt att berékna
podngsumman pa.

Reflektion kan astadkommas genom att
|araren varierar situationen. Han kan getva
snarlika uppgifter fran tva olika situatio-
ner. Dakan elevernavéarderasinaegna sétt
att 16sa uppgifternai de bada situationerna
— Skulle man kunna anvénda samma |0s-
ningsmetod?Varfor, Varfor inte? | avsnit-
tet " Uppgifter med nagot okant” under-
stryks vikten av att variera uppgifterna i
situationen. Dettadr nodvandigt for att gora
matematiken synlig. Men det &r ocksavik-
tigt att varierasituationerna. | exemplet kan
det goras genom att man introducerar en
ny situation som handlar om gruppering
och platsvérde, t ex |ataelevernaraknasto-
ra talmangder (t ex monopol pengar). Ge-
nom att |6sa uppgifter med samma struk-
tur (i detta fall gruppering/platsvarde) i
olikasituationer ges elevernamgjlighet att
upptacka den gemensamma, underliggan-
de principen i situationen. Darmed far de
ocksa uppleva att de |6sningsmetoder de
anvander kan generaliseras. | det hér fallet
ar det knappast tal om abstrahering i stréngt
matematisk betydel se, men generalisering
I betydelsen att samma |6sningsmetoder
kan anvandasi olika situationer.
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Avsikten med denna reflektion &r att fo-
kus flyttas fran den praktiska situationen
till 16sningsmetoderna och de matematis-
ka begreppen. Darfor & dennafas mycket
viktig for elevernas utbyte och l&rande.

4. Konsolidering och repetition

Nér eleverna har utvecklat egna metoder
for att |6sa problemen och reflekterat kring
dem &r det nbdvandigt med en period for
att befasta kunnandet. Under denna kan
elevernaldsaliknande uppgifter med hjdp
av de metoder de har utvecklat. En sadan
repetition bidrar till att den enskilde elev-
en blir sékrare pa att anvanda metoden.
Med Piagets terminologi kallas detta assi-
milation. Eleven har kunskapsstrukturer
som passar till de uppgifter han skall 6sa
L 6sandet av uppgifter gar mer och mer av
sig galv. Genom repetition kommer dessa
kunskapsstrukturer att bli &nhnu mer for-
starkta

En annan positiv effekt vid repetitionen
ar att eleverna ofta modifierar sina meto-
der. Nér de | 6ser flerauppgifter med sam-
ma metod utvecklar de efter hand smart-
are varianter att |6sa uppgifterna pa.

Representationer

Ett sistasak som bor papekas, nar det gal -
ler blinkaktiviteten, &r att dar utnyttjasoli-
ka representationer. Utgangspunkten &r
nagra handelser dér barnen gor konkreta
erfarenheter med fysiskaobjekt. Dekan se
om ett kast & bra eller ddligt utifran var
ringen landar i férhallandetill tavlans mitt.
Detta sker oberoende av storleken pa de
tal som & angivnapatavlan —ett kast nara
mitten &r bra, ett utanfor &r daigt.

Nésta representationsfas sker nar kas-
ten noteras i schemat. En traff i mitten av
blinken representeras av ett kryssi utrym-
met Over ”"100". Pa s sétt astadkoms en
figurativ modell av kasten. Bade sjdva
kastet och kryssen i protokollet kan leda
till att barnen uttrycker det antal poéang de
har med tal. Det galler bade for enskilda
kast, ” Jag tréffadeentia’, och for flerakast
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tillsammans: ” Jag fick 22 poang”. Till slut
kommer nagon av eleverna att uttrycka
traffarna med hjdp av matematiska sym-
boler (talsymboler).

Leshmfl (1987) diskuterar fem represen-
tationer vid problemldsning och |&rande:

1. "Real scripts’ — verkliga handel ser
som ger underlag for tolkning och
probleml dsning.

2. Manipulativa modeller, tarningar eller
liknande. De har liten anknytning till
verkligheteni sig men tar till varare-
|ationerna/operationernai situationen.

3. Bilder och diagram — modeller som pa
samma sétt som manipul ativa model ler
saknar en direkt anknytning till verk-
ligheten i sig. B&de de manipulativa och
figurativa modellerna internaliseras som
"images’.

4. Det talade spraket

5. Skrivna symboler

| blinkaktiviteten géller det 6vergangar
mellan fyraav fem representationsformer.
Det & ocksamajligt att gdra manipulativa
modeller for att hallakontroll paden tota-
la poangsumman, sa att man pa sa sétt tré-
nar alla fem formerna. Man kan tex an-

vandajetonger med tre olikaférger, en for
att hdllaredapaantal hundratal, en for antal
tiotal och den sistafor antal ental. Lesh och
mangaandra(t ex Janvier, refererat i Gran-
mo & Rosén, 1997, Skolverket 1997)
poangterar att formaga att hantera 6ver-
gangar mellan olikarepresentationsformer
ar mycket viktigt for att tilldgna sig mate-
matiska begrepp. Dérigenom ges eleven
majlighet att |6sa matematiska problem.

Good problem solvers tend to be suffi-
ciently flexible in their use of a variety
of relevant representational systemsthat
they instinctively switch to the most con-
vinient representation at any given point
in the solution process.

Lesh, Post & Behr, s. 38

Genom att |&ta undervisningen baseras pa
sddanaaktiviteter blir forstael sen av demate-
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matiska symbolerna direkt knuten till en
eller annan praktisk situation. Symboler-
na far forankring i elevens egen erfaren-
het. Detta &r tvart emot traditionell mate-
matikundervisning, dar undervisningen i
overvagande grad fokuserar pa symboler-
nai sig. | KIM-materialet for ak 1 —3fore-
sl&satt undervisningen bade tar hansyntill
symbol manipulering och tekniska fardig-
heter och till de praktiska och problemls-
ande sidorna av matematiken. Detta kan
goras genom att delar av undervisningen
utgar fran praktiska situationer och pro-
blem. Kunnande utvecklas genom reflek-
tion 6ver erfarenheter fran aktiviteter i si-
tuationerna. Undervisning som padetta satt
tar till vara och bygger vidare pa den in-
sikt barnen har, medfor att de utvecklar be-
grepp som har ett sdkert fundament och ett
brett anvandningsomrade.
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