Problemlgsning eller matematiske
idéer | undervisningen?

Dan Laksov

Nagot som ofta forekommer i diskussionen om skolans matematikunder-
visning &r avvagningen mellan problemldsning och teori. | denna artikel
poangterar férfattaren vikten att ha en matematisk teori och framhaller bety-
delsen av de matematiska idéer som ligger bakom teorin. Han varnar for att
ensidigt fokusera matematikundervisningen pa problemlosning.

Regning eller matematikk?

Farst vil jeg framheveat, med den nuvaaen-
de skolepalitikken, skulle det kanskje vaae
mer interessant a debattere om vi skal ha
matematikk i skoleni det heletatt, eller om
vi bare skal haregning. Utviklingen av ma-
tematikkundervisningen har gétt mot agjere
teorien minimal, definigonene blir mer og
mer upresise, aksiomatikken forsvinner og
blir erstattet av heuristiske argumenter, in-
tuitive figurer erstatter klare argumenter og
problemlasning blir erstattet med regning.
Det de fleste kaller matematikk i dag er i
virkeligheten mekanisk manipulagon med
tall, geometriske objekter eler funkgoner,
hvisopprinnelseer uklar og hvismad er ana
et uttrykk som finnesi fasit. Farst ndr man
bestemmer om denne utviklingen skal ven-
des blir det menigsfullt a diskutere forhol-
det mellom probleml gsning og teori. Ordet
problemi denne artikkelen far ikke noe sted
forvekdes med regning. Det er ingen med
noe innsikt i matematikk som i dag vil ar-
gumentere for mer regning.
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Mer problemlgsning?

Argumentene for & ha mer problemlasning
er klare. Problemer vekker elevenesinteres-
se og motiverer dem til alegge ned arbeid,
energi og oppfinnsomhet for afinneen lgs-
ning. PAveien lagrer de seg matematikk pa
en skapende méte. De som lykkes fé&r ogsa
styrket selvtillit og hgy prestige i skole-
miljeet. De blir betraktet som begavete og
blir oppmuntret til a gavidere, blandt annet
ved addtai ulike matematikkkonkurranser
og der mdeseg mot andre. Probleml gsning-
en oppever 0gsa elevenes analyserende og
logiske evner. Dette har de nytte av paalle
omréder, bade ved teoretiske studier i andre
emner og ved praktiske anvendelser. Det
Ssteer viktig ettersom et av de sterkeste ar-
gumentene for & ha mer matematikk i sko-
len er at matematikken trener dlevenei &
tenke logisk og skjerper deres analytiske
evhner.

Det er imidlertid feil & forvekse evnen
til problemlgsning med intelligens og ma-
tematisk begavel se. Dyktighet til &l gse ma-
temati ke problemer er enferdighet somkan
lazres. Det er kjent at med riktig trening og
hérdt arbeide kan forbausende forbedringer
oppnaes av denne ferdigheten. Dette har
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mange nagoner innsett og far matematiske
konkurranser sender desineddtageretil sten-
hérde treningdeire, som kan vare i ukesvis.

Like sikkert som suksess leder til gket
motivag on for matematikk vil midykkende
i &lese oppgaver medfere tvil pa den egne
matematiske begavel sen og pa mulighet til
a laare matematikk. Dette til tross for at
mange elever som midykkes har betydelige
teoretiske evner. Dermed kan en overdrevet
satsning pa problems gsning skremme bort
like mange fra matematikken, som den |ok-
ker dit. Det er ikkelikelett Avekke elevenes
interesse for matematikk ved aforklare ma-
tematiske idéer og de teoriene disse har gitt
opphav til. Arbeldsinnsatsen er starre og det
tar lengretid og krever mer motivagon alaae
segteori. For mangeer imidlertid bel gnning-
en starre og innsikten i matematikk, og ma-
tematisk tenkemétekan faenhet ny dimens-
jon.

| matematikken gar teori og proleml gs-
ning hand i hand. Ofte er det vanskelig a
skille mellom dem. Problemer gir opphav
til idéer og idéeneleder oftetil teorier som
hjelper til algse problemer, ofte paen sa
naturlig méte at det ikke er |ett & oppdage
at resultatene var problemer. Ingen vil
fornekte problemenes store betydning for
matematikken, bade ved at de peker pavik-
tige sparsmdl og ved at de virker inspire-
rende pamatematikere. Hvem kjenner ikke
til firefargeproblemet, Riemanns hypote-
seb eller Fermats store sats og vet hvil-
ken betydning disse har hatt for matema-
tikkens utvikling? Den langt sterste delen
av matematikken bestar imidlertid av teo-
ri og det er innlaging av matematiske ide-
er og utvikling av teoriene som er grunn-
lagt pa disse, som tar den sterste delen av
matematikernes arbeidstid. Svarende til
denne, kanskje noe kunstige, oppdeling av
matematikken kan ogsd matematikerne
klassifiseres som problemlgsere eller sys-
tembyggere. Selvsagt kombinerer de fles-
te matematikere begge evnene, men det
finnes ekstremer i begge retninger.

1) Se faktarutai slutet av artikeln.
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Med matematisk forskning som forbilde
skulle pensum i skolen ha en overvekt mot
teori og oppgaveneskullepaen naturlig méate
vage knyttet til de matematiske ideene som
ligger til grunn for teoriene. Vi skal selvsagt
ikke overvurdere likhetene mellom forsk-
ningen og skolematematikken. Imidlertid er
det viktig & papeke den store forskjellen
mellom probemene som oppstar i forskning-
en og de som konstrueresfor skolen. Defar-
ste oppstar naturlig fraen stor mengde erfa-
ring og lasningsmetodene er ukjente. Ofte
kan det vaere vanskelig aformulere proble-
mene riktig og ennu vanskeligere a forutse
utseendet av svaret. Typiske skoleproblemer
er derimot sterile og kunstige. Lasningen er
kjent og lgsningsmetodene kan vage stan-
dard eller vaae opplagte for en som kan litt
teori. Svareneleder somregd hdlerikkenoe
sted. Det er bareet fétall skoleproblemer som
virkelig utvikler elevenesinnsikt i matema-
tikkens natur. Naturligvis er forklaringen til
detteat dike problemer er lettest dkonstrue-
re og at det bare er dike problemer eever,
med en begrenset teoretisk bakgrunn, umid-
delbart kan forsta.

Tre problem

For Aillustrere pastandene ovenfor skal jeg
0i 3 eksempler pa typiske problem som fo-
rekommer i skolen og ved konkurranser:

For mangevirker det spennendedavgjare
omtalet 7 deler tallet 2% — 1. Defleste kla-
rer ogsd, etter entids arbeide, aviseat 7 de-
ler dettetallet. For en person som kjenner til
modulregning er imidlertid problemet helt
uten interesse. De vet a det rekker med &
regnemedtalene0, 1, 2, 3,4, 5, 6 og skulle
umiddel bart utfare regningen som

268= (23)2=12=1 (mod 7),
I klassisk notagon. En tilhenger av pro-
blemd gsning skulleargumenteremed at, ved
algse tilstrekkelig mange problemer av ty-
pen ovenfor sa skulle elevene salv oppdage
modulregningen, mens en tilhenger av teori
skulle synes det var ungdig a kaste bort sa
mye tid med & oppdage noe som har vaert
kjent i flere hundre & og som stér i dlede-
mentage |arebaker.
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Neste eksempel er et blandt en stor klasse
liknende problemer.

Vis at det i et en forsamling mennesker
alltid finnesto personer somkjenner nayak-
tig like mange av de til stedevaa ende.

Igjen er dette et problem som deflestelett
klarer. For en person som kjenner til
Dirichlet’ s skuffeprinsipp, som sier at omvi
legger n objekter i n— 1 skuffer sa kommer
alltid 2 objekter i samme skuff, skulleimid-
lertid problemet ikke vaare noen utfordring.
De skulle lage en skuff for hvert tall som
svarer til antallet personer som en gitt per-
sonkjenner. Det er dahgyst n—1 skuffer fordi
det er umulig at en person i selskapet kjen-
ner aleandre og en annen person i sel skapet
bare kjenner seg selv. Plasserer vi nu per-
sonenei den boksen som svarer til det antal-
let personer de kjenner mato personer hav-
nei sammeboks. Salvsagt er Dirichletsprin-
sipp ikke mye a skryte av som teori, men
kjenner mantil det kan man uten vanskelig-
heter 1@se en lang rekke problemer.

For a redde Peter Gustav Lejeune-
Dirichlet’s (1805-59) aze vil jeg nevne at
han var en av de mest betydningsfulle mate-

matikerne i forrige &rhundredet. Selvsagt
bager ikke prinsgppet hans navn fordi han
oppdaget det, prinsippet er selvklart, men
fordi han brukte det effektivt i mange situ-
agoner.

| dette eksempelet villeigjen entilhenger
av problemer s at, ved atenke paproblemer
av denne typen, vil elevene lagre seg logisk
og analytisk tankemate og at €levene ogsa
ville oppdage Dirichlets prinsipp. En til-
henger av teori vil pasta at kjennskapen til
Dirichlets prinsipp leder til logisk og analy-
tisk tenkning og at det ikke pa noen méte er
sikkert at levenevillevaaei stand til afor-
mulere prinsippet saklart at devillehanytte
av det i framtidig oppgavel gsning. Elevene
& jo | samme Situagon som ale matemati-
kerefer Dirichlet, somikkefikk sitt navn pa
pring ppet.

Det tredje, og Sste, eksempelet er:
En person skal ga fraenplassP til en plass
Q og pa veien skal personen ga nedom en
elv for & hente vann. | hvilket punkt R pa
elvebredden skal personen hente vann for &
ga sa kort strekning sommulig?

ANNNA

ANN

. X R
b V
P

[a

Q

Forsgk pa & | gse dette problemet kan lede eleven til den vakre idéen & speile punktet Q i elve-bredden og
dermed fa punktet R som snittet mellom linjen gjennom P og det speilete punktet Q”.
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Dermed falger av elementaa geometri at
a _d-x , _  bd

b X a+b
En person med e ementagrekunnskaper i ana
lyse vil derimot ikke finne oppgaven inspi-
rerende. Personen vil derivere summen

VX2 +b? ++/(d -x)? +a’
av distansene PR og RQ og sette den deri-
verte lik null for & bestemme x. Resultatet
vil bli det samme, men gansene for at per-
sonen ser det vakre bildet er liten.

Eksemplene ovenfor antyder at det er be-
drefor enlagrer Aanvendetidentil aforklare
matematiske idéer enn & konstruere oppga-
ver. | den enormelitteraturen av matematis-
ke problemsamlinger? finnes det bare noen
faeksempler paproblemer som gir innblikk

i matematikkens vesen. Resten far matema-
tikken til & fremsta som en fruktlgs og iso-
lert lek. En idedl stuagon skulle vage a
larernekan anvendeen stor del av tidentil &
forklare matematiskeidéer ogillustrere teo-
rien og inspirere elevene til selvstendig ar-
beide ved vel vagte problemer, nag knyttet
til- og motivert av teorien.

2 En liste over problemsamlinger, og annen mate-
matisk litteratur for gymnaset, finnesi Laksov, D.,
Namnaren nr 3, s 41-48. Et utmerket debattinnl-
egg, med en kommentert litteraturliste, finnes i
Problem solving in the Mathematics curriculum.
Areport, recommendations, and an annotated bib-
liography, sammensatt av Alan H. Schoenfeld.
MAA notes number 1, The Mathematical Associa-
tion of America Committee on the undergraduate
program in mathematics.

Firefarge satsen

A

Fig 1

Firefarge satsen sier at med fire farger kan man fargelegge ethvert kart pa en slik
mate at to land med en felles grensebit har ulike farger.

Av fig 1 ser vi at det er umulig med feerre en 4 farger.

Det var F. Gutrie som i 1852 observerte at han med 4 farger kunne fargelegge
alle kart som han var istand til & konstruere og som derfor formodet at satsen var
sann. A. B. Kempe ga i 1879 et feilaktig bevis for satsen. Til tross for feilen bidro
beviset vesentlig til den endelige lgsningen av problemet. Blandt annet bidro det
til at P. J. Heawood, som var den farste som papeket feilen (i 1890) kunne vise at
det rekker med 5 farger for a fargelegge ethvert kart. Firefarge satsen ble bevist
av K. Appel og W. Haken i1 1976. Det er interessant at beviset bruker datorkjaring-
er for a verifisere at endel av det store antallet spesialtilfeller. P& grunn av dette
var det mange matematikere som stilte seg skeptiske til beviset. Dette viser hvor
uvante matematikere er ved bruken av datorer og at datorene spiller en helt an-
nen og mindre rolle for matematikken enn legmann tror.

)

Fig 2
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Riemann’s hypotese \\
Riemann’s hypotese betraktes av de fleste matematikere som det viktigste ulgste
problemet i matematikken. Det ble opprinnelig formulert som at alle ikke trivielle
nullpunkter for Riemann’s zeta funkskjon har reell del lik 1/2. Dette er ikke spesielt
intuitivt, eller lettforstaelig, men henger sammen med fordelingen av primtallene pa
en fundamental mate. Det har veert kjent, minst siden Euklid, at det finnes et uendelig
antall primtall. Imidlertid kan man fa mer presis informasjon om primtallene. C.F.
Gauss (1777-1855), blandt andre, observerte (15 ar gammel) at i et intervall D om-

kring et tall x finnes det omkring primtall. Om 71(x) er antallet primtall mindre

logx
enn et gitt tall x sé& fglger det at 7(x) er asymptotisk lik funksjonen
X
- 1 . TI(X
li(x) = [———dt, detyvil si I|m¥ =
J logt x-a i (X)

Dette ble visti 1896 av J. Hadamard (1865-1963) and C.-J. de la VVallé Poussin (1866-
1962). Ettersom det falger av I'Hospitals regel at 7(x) er asymptotisk lik

X
— finnes det, for store tall x, omtrent
logx logx

Riemann’s hypotese kan formuleres som:

primtall mindre enn tallet x.

Det finnes en konstant c slik at vi for alle x har

[m(x) =i (x)| < c'xlogx.
Dette gir en meget presis oppskatning av 7(x) for store verdier av x.

NS )
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Fermats store sats \\
Kanskje det mest kjente av alle matematiske problemer er Fermats store sats, det vil
si Om n er et positivt tall starre eller lik 3 sa finnes det ikke tre positive heltall x, y og z
slik at
XI"I + yn — Zl’l .

Pastanden er sa enkel at alle kan forsta den. Spesielt fascinerende er den fordi Fer-
mat skrev i sin kopi av Diophantus verk at han hadde funnet et bemerkelseverdig
bevis som marginalen var for smal til & romme. Til tross for dette, og til tross for at
mengder av profesjonelle matematikere og amatarer har prevd a bevise satsen, er
den fremledes ulgst. Det finnes imidlertid en oppsjg av feilaktige bevis. Det mest
bergmte ble gitt av E.E. Kummer (1810-1893). Til tross for feilen har Kummers idéer
ledet til store framsteg i matematikken. De siste manedene har det sirkulert et rykte i
pressen om at A. Wiles har bevist satsen. Det er nu mye som tyder pa at ogsa dette
beviset inneholder en feil. Dette viser hvor komplisert matematikken har blitt. Til tross
for at en rekke av de fremste matematikerne har arbeidet maneder pa a forsta et
bevis er det fremdeles uklart om det finnes hull i beviset.
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