Den mangsidiga fyrhdrningen
— nagra uppslag till
problemldsning | geometri

En fyrhérning kan vara ett objekt for mangsidig traning pa olika nivaer.
Bengt Ulin, Bromma, ger nagra idéer om hur olika matematiska metoder
kan utnyttjas for att undersoka vilka former fyrhérningen kan anta beroen-
de pa vilka villkor man staller upp for den.

L&t oss utga fran tva stréckor AC och BD
som skér varandra. Om vi sammanbinder
strackornas andpunkter med varandra far
vi en konvex fyrhdrning ABCD.

Strackorna bildar dess diagonaler AC
och BD, sag d, och d, (figur 1).
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Figur 1

Det kan vara spannande for eleverna att
understkavad for dagsfyrhdrningar som
uppstar, davi lagger vissa villkor padia-
gonalerna.

Trevillkor som ligger ndratill hands &

(1) d,=d, (likaléngadiagonaler)
(I1) d, L d, (vinkelréata diagonaler)
(1) d, och d, halverar varandra

Om vi utgér fran allatre villkoren, finner
eleverna snart att fyrhdrningen nédvan-
digtvis blir en kvadrat.
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Vi kan darefter fraga: hurdan blir fyrhor-
ningen om vi palégger diagonalerna vill-
koren

a) (I) och (I11) ?
b) (11) och (I11) ?

Elevernafinner svaren

a) rektangel (inklusive kvadrat)
b) romb (inklusive kvadrat)

De kan ocksa lista ut att resultatet blir en
parallellogram, om endast fOrutsattningen
(111) gdler.

Vi kan sammanfatta denna undersok-
ningi ett schema, somvisar tvaaternativa
vagar fran kvadraten till parallellogram-
men (figur 2). | dettaschemablir romb och
rektangel i en viss mening motsatta figu-
rer.
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Men har vi inte hoppat 6ver ett viktigt steg
i var undersbkning? Glémde vi inte att
kombineravillkoren (1) och (11)?Bordevi
inte ha gjort denna kombination av tva
villkor, innanvi gick till det fall att endast
(I11), dvs ett villkor, géller?




Vilka fyrhorningar ger da kombinationen
(1 och (11)?Vi far hér betydligt fler mojlig-
heter ani kombinationernaa) respektiveb)
ovan. Det & sarskilt intressant att se efter
om vi kan fafyrhorningar med en symme-
triaxel. Elevritningarna utvisar att draken
kan erhallas, namligen daden enadiagona-
len blir halverad (figur 3).

Figur 3

Kan en symmetriaxel upptradai négot an-
nat fall?
Faktiskt: om diagonal ernasskarningspunkt
ger lika stora delar pa bada diagonalerna.
Vi utesluter hér att diagonalerna halverar
varandra, vilket ju var villkor (111).

Vi far da— av symmetriskd — en axel,
som bildar 45° vinkel med diagonalerna.
Fyrhorningen blir ett likbent paralelltra-

pets (figur 4).

Figur 4

| 6vrigt ger villkoren (1) och (11) en méangd
"oregelbundna’ fyrhorningar (figur 5).

Figur 5
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Vi far enintressant variation i fyrhorning-
arnas form.

Déarmed kunde man tro, att faltet betraf-
fande villkoren (1) och (II) & avbetat.
L angtifran!

L&t oss betrakta méangden av de fyrhor-
ningar som uppfyller villkoren (1) och (I1).
Vi kan exempelvis stélla foljande fragor,
dalangden hos de likalanga diagonalerna

ar given, ség p:

1. Hurdan blir fyrhérningen, om de mot-
stéende sidorna AB och CD &r lika
|anga?

Vad kan vi séga om fyrhérningen, om
den kan inskrivasi en cirkel?

Vad kan vi sdigaom ABCD, da ABCD
kan omskrivas kring en cirkel?

For vilken fyrhorning blir omkretsen
minimal respektive maximal?

For vilken fyrhorning blir arean mini-
mal respektive maximal?

Som vi ala vet, lever vi oss bast ini de
problem som vi stéller och l6ser eller at-
minstonel6ser @l va. Jag unnar denintres-
seradel &saren/kollegan att goraupptackter
och erfarenheter under sin egen problem-
|6sning och begransar mig héar till nagra
kommentarer, som forhoppningsvis inte
skall inkrakta padet savstandiga arbetet.

Enganskanaturlig start kanvaraatt utga
frén en fix vagrét diagonal d, = AC, som
delasi styckenaa och c av diagonalen BD
(d,). Sefigur 6.

Figur 6



Vi léter xochy betecknadedelar, i vilkad,
delasav d,.

Vart och ett av problemen 1 — 3l eder till
ett ekvationssystem, dar den ena ekvatio-
nen enligt forutsattning (1) ar

X+y=a+c,

Vid sidan av den triviala |6sningen, att
fyrhdrningen kan vara en kvadrat, finner
man trevliga svar i uppgift 1 —3.

Den som avskyr kvadratrotuttryck kan
finnastor arbetsgladje genom kvadrering i
brottningen med uppgift 2.

Som biprodukt ger arbetet god repeti-
tion och anvéndning av en del grundlag-
gande algebrakunskaper.

Det & inte svart att hitta problem som
anknyter till de stélldauppgifterna. Exem-
pelvis kan man till uppgift 2 associera
foljande fraga:

Garanterar kordasatsen
ac=bd (figur 7)
att fyrhdrningen ABCD kan inskrivasi en

cirkel, oavsett omdiagonal ernaédr likalanga
eller vinkelrétaeller g?

Figur 7

Med andra ord: om diagonalernai en fyr-
horning delar varandrai bitar a + ¢ respek-
tive b+ dsdatt ac = bd, kan fyrhdrningen
dainskrivasi en cirkel?

Ar altsa villkoret ac = bd ett tillrackligt

villkor for existensen av en cirkel som gér
genom A, B, C och D?Eller & det baraett
nodvandigt villkor?

L&t oss nu gatill uppgifterna4 och 5. |
den senare uppgiften torde en behaglig
Overraskning infinna sig rétt snart... Mer
behdver inte ségas om den.

Betydligt segare & uppgift 4. Den som
garna hanterar kvadratrétter drar sig inte
for att stélla upp omkretsfunktionen

Z(xy) = Va?+x 2 + Jc2+x? + Ja?+y? +
Ve2+y?

med de beteckningar vi tidigare anvant.

Eftersom y = p — x, Overgar vi till en
funktion av enbart x:

w(x) = f(x) +g(x),

dér f(x) = va?+x? + va®+(p—x)?

ochg(x) = Vc?4x? + Vc2+(p—X) 2

Hur gar man nu vidare? Bilda derivatan
w'(X) och med dess hjdlp soka minimum
for w? | safal, kan man betrakta kompo-
nenternaf(x) och g(x) var for sig?Héar kravs
ett visst omdome for att kunnatasig fram,
ochtroligen & uppgiften mest |lampad som
extrauppgift & duktiga gymnasieclever.

Men ater till 16sningsmetoden. Kanske
finns det en brageometrisk metod? Om vi
vill satsapadet, kan det varaklokt att forst
gissasigtill vilkenfigur som ger den mins-
taomkretsen. Det ligger naratill hands att
gissapakvadraten. Entéankbar vag vore att
visaatt enforandring frankvadrat till drak-
form ger en storre omkrets och att detsam-
ma intréffar vid varje annan forandring.

Aven har kravs omdome och fantasi
som véal endast verkligt duktigaoch intres-
serade elever kan uppbada.

| god Pdlya-stil kan man exempelvis
borjamed att |6sa en ndgot forenklad upp-
gift (anpassad till var ursprungsidé att fyr-
horningsdiagonalen AC &r fixerad i vagratt
lage):

L& AS vara en fix vagrét stracka och
dragen mot ASvinkelrét linjel. Pal |ater vi
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en stracka BD med fix langd p glida. For
vilket lage hos andpunkterna B och D blir
avstandssumman BA + AD minimal? (fi-
gur 8) !

B

Figur 8

Intréffar minimum for BS = SD = p/2?
(Detta @r va vad vi férmodar?)

Eftersom vi har fOresatt oss att arbeta
geometriskt, avstar vi utansuckar franfunk-
tioner och derivata, fastén dettakan kénnas
asketiskt. Masteman andainteforain ett x?
Det finns en lustigare idé: vi prévar med
principen om relativitet, fixerar BD i gitt
vertikalalageochlateri stéllet Arorasigpa
en vertikal paraléll till I. (figur 9)

Né&r intr&ffar minimum for
BA+ AD ?
Gissning: daAligger vagrétt till vanster
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Figur 9 : D
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om BDs mittpunk!

Och for att bevisadettakan vi utnyttjaden
vackrabevisidé av Heron somillustrerasi
figur 10. |
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Figur 10. BA + AD = B'AD har minimum d@& AS
S vinkelrS mot BD. A ligger d@E pCE linjen B'D.

Nu &r det bara att utnyttja liknande argu-
ment for avstandssumman AB + BC "i
vagrét led” for att nd fram till kvadraten
som fyrhérning med minsta omkrets.

Kanske kraver uppgiften angaende om-
kretsensmaximal astorlek mer fantasi ?(Har
maste f 0 understkas om maximivéardet
antas av nagon fyrhorning eller om var
klass av fyrhorningar endast har en dvre
grans for omkretsen.)

Skulle nu gymnasisternabetaav defem
problemen parelativt kort tid, sa finns det
— som sagt — tillaggsuppgifter. En sadan
kunde vara att undersoka vad som hander
med de vunna resultaten, om vi andrar
villkor (1) till att diagonalerna (férutom
lika langd enligt (1)) skall skéra varandra
icke-vinkelrétt. Atminstone bor dauppgift
4 tamer tid i ansprak an en frukostrast.

Den som sétter sig in i de problem som
hér stélls, marker att svarighetsgraden vax-
lar. De inledande uppgifterna — fram till
schemat i figur 2 —kan enligt min erfaren-
het ge bra resultat i arskurs 7; detsamma
torde galla uppgift 5. Uppgift 1 — 4 hor
sakert hemma pa gymnasiestadiet, varvid
uppgift 4 bor reserverasfor mer intressera-
de elever.



