Att utveckla en problemstalining

Lars Mouwitz

Syftet med denna artikel ar att beskriva hur ett ganska vanligt matema-
tiskt problem kan utvecklas till en mer omfattande laboration for elever
pa gymnasieniva. Samtidigt visas hur eleverna i en problemldsnings-
grupp har genomfort laborationen och vilken kreativitet och matematisk
formaga de uppvisar i problemlésningsprocessen.

Elevernadeltar |asret 97/98i en lokal kurs
i matematisk problemldsning som finns pa
min skola. De féljer kursen samtidigt som
de l&ser Matematik B och C. Gruppen be-
stér av 30 elever fran samhéllsprogrammet,
ekonomiprogrammet och naturvetenskaps-
programmet. De uppvisar en hgpnadsvack-
ande idérikedom och har uppnétt resultat
langt utdver vad jag trott vara majligt. En
narmare presentation av kursenfinnsi Nam-
naren nr 2, 1995.

Problemet

Det problem som jag anvant och har be-
skriver, har jag sett paolikahdl i rent ma-
tematisk form. Uppgiften & att delaen god-
tycklig fyrhdrning i fyralika stora delom-
raden. Delningen skall gatill siatt en punkt
placerasi fyrhorningen och linjer drasfran
punkten till de fyra hérnen.

Det mérkliga med detta problem ar att
det saknar |6sning for deflestafyrhérning-
ar. Ett mycket speciellt krav, som jag ater-
kommer till, stélls pafyrhorningen for att
delningen ska vara magjlig.

Det ”sunda fornuftet” sager oss kanske
att det i princip borde ga att placera ut
punkten oberoende av fyrhdrningens utse-
ende. De dlutsatser man kommer fram till
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blir alltsa kontraintuitiva, och det &r just
detta som gor problemet utmanande och
intressant!

Kontexten

Problemets kontraintuitiva karaktér &r i
dettafall den framsta drivkrafteni det un-
derstkande arbetet. Anda kandes det va-
sentligt att problemet ocksa fick en vettig
kontext. Efter att hafunderat ett tag pavil-
ka manniskor som skulle kunna vara in-
tresserade av att delaett markomrédei fyra
lika delar kom jag pa att biologer ibland
sysslar med dylikt, d& de ska detaljstudera
flora och fauna. Detta blev alltsa kontex-
ten, och laborationen fick namnet " Defyra
biologernas problem”.

Ménga andra kontexter ar naturligtvis
mojliga, det kantex varafragaom ett arvs-
skifte eller att dela en guldplét eller lik-
nande. Beroende pa elever och situation
kan sammanhanget varieras och narvaron
av en kontext kan ocksa varaolikavasent-
lig for olika elever. | mitt fall misstankte
jag att eleverna snabbt skulle [dmna kon-
texten bakom sig och enbart intresserasig
fOor den matemati ska aspekten, vilket ock-
sablev fallet.

Laborationen

Den laboration som elevernafick och som
de hade tva veckor pa sig att genomféra
och redovisabeskrivsi rutan panastasida.

Namnaren nr 2, 1998



Som synes & laborationen indelad i fyra
delfrégor. Den forsta uppmuntrar ett un-
der sbkande arbetssétt for att finna mons-
ter och samband. Den andra uppmuntrar
argumentation, troliggoérande och bevis-
foring. Den tredje ger utrymme for kreati-
vitet i valet av nyaldsningsstrategier, och
denfjérde generaliserar problemstalining-
en, vilket staller nya krav pa kunskaper,
kreativitet och abstraktionsformaga.

a) Att under sbka enkla fyrhérningar
Dennauppgift & inledningsvisav rent un-
dersOkande karaktér. Elevernakan genom
att rita och méta snabbt dvertyga sig om
att kdppen kan placeras i diagonalernas
skarningspunkt vad géller kvadraten, rek-
tangeln, parallellogrammen och romben.
En av diagonaernadelar dessafyrhorning-
ar i tvalika delar och den andra diagona-
len delar den forsta mittitu. Vi far dafyra
trianglar med lika lang bas resp hojd, och
elevernabevisade ocksalétt att areornablir
lika (sefigur 2).

Figur 2

Om eleven varit noggrann i sin undersok-
ning sa lagger hon/han mérketill att det &r
nagot underligt med parallelltrapetsen. Det
verkar som om uppgiften inte gar att 16sa i
dettafall! Genom att undersoka mangaoli-
ka parallelltrapets, en del ganska extrema,
troliggor eleverna att en |6sning inte ar
mojlig. Nagraelever i gruppen gick ytterli-
gareett steg och genomforde ocksaett bevis:

Figur 3

Parallelltrapetsens area & A = h(a + b)/2.
Varjetriange mastedahaarean h(a + b)/8.
Viférdaah /2 =h(a+b)/8vilket ger h =
h(a + b)/4a och motsvarande for den an-
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L abor ationen

Fyra biologer ska studera et fyrkantigt
plant omrade. Devill géarnahalikastora
omraden att undersoka. Déarfor forsoker
de placeraut en k&pp i omrédet pasasatt
att fyrasnoren dragnarétlinjigt fran  kap-
pentill omrédetshorn skadelaomrédet i
fyralikastoradelar. Tyvarr sAvisadesig
detta vara tamligen svart. | figuren ned-
an visas ett forsok att placera ut kappen.
Gor en sa fullstandig undersokning
som mgjligt av biologernas problem!

Figur 1

a) Undersok forst enkla fyrhorningar
som kvadrater, romber, rektanglar,
parallellogrammer och parallelltra-
pets.

b) Undersok mer oregelbundna fyrhor-
ningar. For vissasadanaar problemet
|6sbart och for andrainte. Forsok att
avgorafor vilkadet ar [Gsbart och mo-
tivera garna med négon form av be-
vis.

c) Forsok hittapdandrasétt att delafyr-
horningar i fyralikadelar, ju enkla-
re desto béttre. Finns det enkla me-
toder som fungerar for alla sorters
fyrhorningar?

d) Kan det finnas nagon enkel indel-
ningsmetod somi princip skullefung-
erafor alatéankbara fyrhérningar?

dratriangeln ger h, = h(a + b)/4b. Efter-
somh, +h, = h f&r vi villkoret:

h(a + b)/4a + h(a + b)/4b = h vilket ef-
ter forenkling ger a2 —2ab + b? = 0, dvs
(a—b)?2=0enligt andrakvadreringsregeln.

Vi fa&r adltsa villkoret a = b, dvs paral-
lelltrapetsen maste vara en parallellogram!
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Figur 4

Av dettafoljer ocksaatt dafyrhorningen &
en paralelltrapets, dér de parallellasidorna
ar olikalanga, s &r problemet inte |6sbart.
Vid den efterféljande diskussionen mena-
de nagra elever att det var underligt att en
parallelltrapets kunde vara en parallello-
gram, och déarfér presenterade jag en 6ver-
sikt 6ver det begreppdigaforhallandet mel-
lanvara”vanliga’ fyrhorningar (sefigur 4).
| larobdcker presenteras ofta fyrhor-
ningarna med figurer som om begreppen
utesl6t varandra. Elever far darfor 1att upp-
fattningen att t ex enrektangel intekanvara
en kvadrat eller att en parallelltrapets inte
kan vara en romb. Dessa begreppsliga
missforstand forsvarar i hdg grad bevisfo-
ring ochlogisk argumentation for eleverna
Ett annat sétt att hantera beviset ovan &r
att sominledandevillkor sditaa #b. Beviset
far dakaraktéren av ett motsagel sebevis, en
vanlig form av matematisk bevisféring.
Det understkande arbetet har alltsa lett
fram till att vi hittat fyrhorningar dar pro-
blemet & IGsbart, och vi har visat att det
inte & det for paralelltrapetsen, daa # b.
Tydligen saknar parallelltrapetsen ndgon
viktig egenskap som de andrahar. Men vil-
ken d&? Detta leder eleven Over till nasta

uppgift!

b) Under stk regelbundna fyrhorningar
och sok villkor for [Gsbar het.

Manga elever fann att om fyrhdrningen ar
symmetrisk kring en diagonal sa & pro-
blemet |6sbart. De tva halvorna kan aven
vara speglade. Detta &r ju fallet med de
"mdjliga’ fyrhorningarna som namnts
ovan. Om punkten placerasi en sddan dia-
gonals mittpunkt fas fyra lika stora areor,
se figur 5a. Nagra elever utvecklade den-
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Figur 5a

Figur 5b

naargumentation genom att visa att tvaav
fyrhorningens punkter kan flyttaslangslin-
jer parallellamed den delande diagonalen,
se figur 5b.

Ett tillrackligt villkor for att problemet
skavaralOsbart ar tydligen att en diagonal
delar fyrhorningens area mitt itu. Fragan
ar om det ocksd &r ett nodvandigt villkor,
dvskan det finnas”majliga’ fyrhorningar
som inte uppfyller villkoret ovan?

Nu duger det inte med att forsoka un-
dersoka ett stort antal fall, en mer strikt
framstallning behdvs. Nagra elever tack-
lade denna problematik genom att forst
|6sa ett del problem for att sedan dynami skt
overgatill det generella problemet.

De antar nu att fyrhorningen inte har n&
gon diagonal som delar arean mitt itu och
|6ser istéllet delproblemeta= bochc=d,
genom att placera punkten P pa en diago-
nals mittpunkt, sefigur 6a.

Vi ser att da punkten P ligger pa diago-
nalen kan g defyraareornavaralika. For
att fa alla fyra areorna lika maste vi for-
flytta punkten P enligt figur. Denna for-
flyttning innebar att villkoret a, = b, bibe-
hélls, men ¢, > d, beroende pé den streck-
ade arean, se figur 6b.

For att denna streckade area ska vara
noll krévs att punkten P ligger pa den an-
dradiagonalen! Men vi har redan visat att
punkten P inte kan ligga padiagonalen om
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denna inte delar arean mittitu. Alltsa har
Vi en motsagelse.

Ett nddvandigt och tillracklig villkor for
att problemet ska vara lGsbart & tydligen
att fyrhdrningen har minst en diagonal som
delar dess areai tvalikadelar! Punkten P,
dvs képpen, ska daforstas placeras paden
delande diagonal ens mittpunkt.

Né&r det nu visar sig att biologernas me-
tod bara fungerar ibland, sa kan det vara
dags att funderapaom det kan finnasnagon
annan indelningsmetod som vore anvand-
bar for alatankbarafyrhdrningar. Dettale-
der naturligt Over till nasta arbetsuppgift!

c) Forsok hitta en annan indelnings-
metod som eventuellt fungerar for alla
godtyckliga fyrhorningar.

| denna uppgift har elevernavisat prov pa
mycket stor uppfinningsrikedom. En
mangd olikaidéer har testats och diskute-
rats. Har namner jag bara tva, vilka bada
kan generaliseras sa att fyrhorningen kan
indelasi fler an fyralika stora areor.

Den forsta metoden bygger pa idén att
utnyttja likformighet, se figur 7a. Genom
att dradiagonal ernaoch sedan avsétta punk-
ter padessakan likformigafigurer ritas. Har
kan man anvéanda sig av att langdskalan &r
roten pa areaskalan, och punkternas lage
bestams utifran diagonalernas skarnings-
punkt. | praktiken & dennametod lite” sn&
rig” eftersom berékningarnainnehdler rot-
uttryck och de omraden som bildasblir ock-
sa lite mérkliga. Men omradenas utseende
kan eventuel It motiveras utifran kontexten.
Kanske & flora och fauna sa beskaffade i
omradet att indelningssattet ar 6nskvart?

Den andra metoden (sefigur 7b) &r ele-
gant och ocksa l&tt att genomforai prakti-
ken. Den bygger pa det faktum att triang-
lar som delar héjd och har lika lang bas
ocksa har samma area. Detta har eleverna
antagligen redan lagt marke till da de ar-
betat med uppgift b, tidigare insikter kan
altsdhar anvandastill att |6sa ett nytt pro-
blem! Som tidigare namnts kan ju ocksa
metoden generaliseras for ett valfritt antal
delomraden for en godtycklig fyrhérning.
Onskas n st delomraden delas diagonalen
barai n st delar!
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Figur 6a

Figur 6b

Figur 7a

Figur 7b
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Né&r vi nu har generaliserat metoden for
fyrhérningar, uppstar forstas foljdfragan
om det finns enkla metoder for godtyckli-
ga manghorningar. Detta leder naturligt
Over till n&sta uppgift.

d) Kan det finnas nagon enkel indel-
ningsmetod som i princip skulle funge-
rafor allatankbara manghdorningar ?
Dennauppgift gav jag mest " palek”, for att
de snabbaste e evernaskullefaen diger upp-
gift att tAlmodigt stravamed. Sjédv hadejag
ingen aning om huruvida det fanns nagon
sadan indel ningsmetod, men min intuition
sade mig att det inte kunde finnas nagon.

Det finns ocksa en tvetydighet i uppgif-
ten som ger upphov till tva problemstall-
ningar. Dels kan uppgiften tolkas som att
en n-horning skadelasi n lika stora delar,
delssom att en n-hdrning skadelasi mlika
delar. Det visade sig att eleverna aven an-
grep det senare mer generella problemet
med stor energi!

DAm om min forvaning nar ett antal
elever presenterade en genialt enkel me-
tod som fungerar for allatankbarakonvexa
manghorningar och for manga konkaval
Metoden utgar delsfran insikterna.om tri-
anglar som delar hojd, dels fran den nya
idén att ett antal parallelltrapets far sam-
ma area om deras hojder resp deras paral-
lellasidor &r lika stora, sefigur 8.

Parallellahjalplinjer drasfran allahtrn
i "hojdled” (eller sidled) pamanghdrning-
en. Hjélplinjernadelasvar och en efter det
antal delomraden som onskas, och sedan
draslinjer mellan indel ningspunkternaen-
ligt figur. Denna geniala metod "klarar”
som sagt de flestamanghorningar, till min
stora forvaning!

Nagra elever diskuterade ocksa vilka
konkava manghorningar som metoden kla-
rar, och de kom fram till att hjdplinjerna
inte far skaras av ndgon av manghaorning-
ens sidor. En elev demonstrerar att det
"finns en del kvar att géra’ med figur 9.

Forutom att foresla en genialt enkel
metod som fungerar for de flestamanghor-
ningar utforskar alltsd dessa elever ocksa
granserna for metodens anvandning, ett
imponerande forhall ningssétt!
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Figur 8

Figur 9
Utvardering

Arbetet med en sddan hér laboration inne-
bér ett variationsrikt matemati skt kunskap-
ande for eleven, och aven for lararen. Har
foljer ndgra viktig aspekter pa amnet.

Forskande forhallningssétt

Denforstauppgiften trénar ett undersokan-
de arbetssétt dar man genom exempel so-
ker monster och samband. Genom att va-
riera exemplen kan man f& problemet att
"avslGjasig”, sdatt man far en bild av vad
som ska bevisas. Noggrannhet och syste-
matik &r vasentligt vid denna typ av un-
dersokning. En férmodan kan sedan stér-
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kas genom olikaformer av troliggdranden,
men till sist s & det endast beviset som
gor att ndgra slutsatser kan dras med full
sakerhet. | bevisforingen ingdr ocksa att
man kan skiljapancdvandigaoch tillrack-
ligavillkor, samt att man kan utnyttja oli-
ka former av bevis, t ex direkt bevis och
motségel sebevis.

Till det forskande arbetsséttet hor ock-
sa att utvidga problematiken sa att man
borjar utforska nya och angransande pro-
blem. | den utvidgade problematiken &r det
viktigt att man anvander sig av tidigare
delresultat samt att man soker generalise-
ra problemet sa langt det & majligt. Slut-
ligen & det ocksa vasentligt att undersoka
begransningarna hos resultaten, dvs man
slér fast ett visst giltighetsomrade for |6s-
ningsstrategier och metoder.

Det & min Overtygelse att man vacker
Intresse aven for hogre matematikstudier i
forstahand genom att el evernafar utveck-
laett forskande forhallningssatt. Ett sadant
forhalningssatt kan och bér uppmuntras
paett tidigt stadium i undervisningen och
forutsétter inte att eleven forst har avance-
rade fardigheter.

Relation mellan kontext och modell

| vart exempel &r valet av indelningsme-
tod beroende av kontexten, metoden bor
ju enligt instruktionen vara enkel att ge-
nomfora ocksai praktiken.

Det & ocksavasentligt att skiljapamo-
dell och verklighet. En del elever har sva-
righeter med detta, de blandar ihop villko-
ren i den matematiska modellen med em-
pirisk verklighet, vilket gor att devillar bort
sig i argumentationen. Framgangsrika
elever har oftast en klarare bild av att den
matemati skamodellenlever sitt eget liv nér
den val & konstruerad.

Det &r inte heller oproblematiskt hur géal-
va modelleringen ska gatill. Fran lararens
sida finns ofta en omedveten praxis som
kanske inte als dverensstammer med elev-
ensuppfattning. | ovanstaende laboration &r
modelleringen i stort sett gjord i och med
att enfigur ingdr i instruktionen. Andafanns
ett visst spelrum; en elev sade halvt paall-
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var halvt pa skamt att problemet visst var
|6sbart for parallelltrapets, det handlar bara
om hur stor man goér képpens diameter!

Ett problem med modellering &r alltsa
att elever kan gora olika modeller vilket
leder till olika matematiska problem. En
del kan darakagoradet 1&tt for sig, medan
andra kommer att brottas med mer avan-
cerade problem.

Det &r inte heller oproblematiskt huru-
vida modelleringen ska uppfattas som en
matematisk fardighet. En modellering &r
ju ocksa beroende av teorier om vérlden
och av livserfarenhet, inte bara av ett ma-
tematiskt kunnande. Att t ex gora brama-
tematiskamodeller for fysikaliskaproblem
visar vél i forsta hand att man ar brai fy-
sik.

Fardigheter somingar i kursmalen

Det & mycket tillfredsstéllande for elever-
na att kunna anvénda sinafardigheter i en
storre undersokning. Vad géller ovansta-
ende laboration sa kraver den goda kun-
skaper i elementdr geometri. Dessutom
maste eleven beharskaalgebra for att kun-
nagenomforanagon form av bevis. Det &r
ocksa betydelsefullt for eleverna att fa se
vilket kraftfullt och meningsfullt redskap
algebrakan vara. | dennalaboration &r det
till exempel viktigt att kunna forenkla al-
gebraiska uttryck och kunna tillampa en
kvadreringsregel " baklanges'.

| mangafall leder arbetet till en fordju-
pad begreppsforstaelse och till att eleven
far en béttre "blick” for amnet, tack vare
det intensiva utforskandet av en utmanan-
de problematik.

Muntlig och skriftlig kommunikation

Elevernautvecklasi att i tal och skrift dis-
kutera problem och argumentera for sina
dutsatser. Mangaelever har arbetat i grupp
och laborationen avd utas ocksamed en ge-
mensam klassrumsdiskussion dér olikafor-
slag, strategier och slutsatser tasupp. Tyd-
liga figurer och stringens i den argumen-
terande framstallningen &r ett maste och
far ett gavklart varde som en del av det
storre arbetet.
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Nyttig och meningsfull

| manga fall kan det naturligtvis
vara lampligt att utga fran en pro-

blematik av pataglig nyttokaraktar,
men rent matematiska utmaningar
kan vara minst lika stimulerande

och givande for eleverna.

Gang pa gang har det ju i mate-
matikenshistoriavisat sig att till sy-
nes meningsl6s " grundforskning”
har fatt vasentlig och nyttig till amp-
ning langt senare.

Det till synes lekfulla och onyt-
tigakan alltsavisasig varai htgsta
grad nyttigt och meningsfullt. Det-
ta & en inte ovasentlig aspekt pa
matematikamnets karaktar.

Till slut ges hér ett litet ”colla-
ge’ for att ge lasarna en bild av
elevernasarbetslust och kregtivitet.
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Hur réknar vi egentligen?

| samband med var forelasning Hur ska vi
rakna? vid Matematikbiennalen i jan 1998
bad vi om ahorarnas spontana uppfattning
av tidsfordelningen nér det géller hjalp-
medel i rékning. Ca hélften av besokarna
fylldei enliten enkat med skattning av pro-
centuell tidsfordelning paolikaraknehjalp-
medel, som de géava som vuxna och som
elever i grundskolan lagt ned enligt Lgr 80,
se tabell. Enkéten inneholl &ven skattning
av elevernas arbete med Lpo94.

Medianvérdena (i procent) for bedom-
ningarnafran detre gruppernaforskole- och
|agstadidlrare (19 svar), mellanstadidl&rare
(37) samt hogstadielarare (29) ligger néra
varandra. Inom grupperna finns dock stora
variationer mellanl&rare. Som synesanvands
olikahj@pmede olikamycket utanfor (\V ux-
en) och i skolan (Lgr 80).

Nér det galler forvantningar paundervis-
ningen enligt Lpo 94, sa utjamnas bedom-
ningarna betydligt. Skrlftllg berékning lig-
ger fortfarande framst, pamellanstadiet till-
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Vuxen Lgr 80
Skriftlig berdkning 10 65
Huvudrékning 30 20
Overslag 40 10
Minirdknare 20 5

sammans med huvudrakning (for béda ca
30%) pa hogstadiet tillsammans med mini-
raknare (ca 30 %).

Beddmningen ger vid handen att tiden for
skriftliga berékningar i skolan i stort sett
kommer att halveras. Huvudrakning, over-
slagsrakning och miniraknare antasfa mera
tid, jamn fordelning tror larare pa | égstadi-
et. Larare pa mellanstadiet ger overslags-
rakning och miniréknare, larare pa hogsta-
diet 6verdagsrékning och huvudrékning lika
mycket tid.

L&sarna halsas valkomna med kom-
mentarer eller fragor.

Goran Emanuelsson & Rolf Hedrén
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