Pesach Laksman

Foranderliga och harmoniska
rektanglar

Det finns mycket spannande att upptacka i en rektangel. | artikeln beskrivs
hur elever fran tidiga grundskoledr och upp pa gymnasiet kan trana sin
probleml6sningsformaga med hjalp av rektanglar.

jag bir med mig ir den stindiga triningen av tabellkunskaper och

algoritmer for de fyra riknesitten. Jag minns hur frustrerad jag var
dver att det fanns si manga resultat att komma ihdg i multiplikationstabellen
och att jag onskade att 6+ 9 och 7+ 8 skulle vara samma.

Du kanske tycker att mina énskemal var underliga, men detta har i alla fall
gett mig en idé om att undersdka mina studenters uppfattningar om produk-
ters storlek. Frigan de fir ir vilken av produkterna 14+ 26 eller 16+ 24 som ir
storst. Det dr en liknande friga som den jag grubblade éver i min barndom,
med den skillnaden att tabellkunskaperna inte ir till ndgon direkt hjilp hir.
Majoriteten av studenterna tycker att produkterna iir lika.

Det ir underligt nir skolan kriver idog firdighetstrining hellre in att ta itu
med frigor av den hir typen. Att inse vilken av produkterna som ir stdrst ir

enklast om man formar en rektangel med hjilp av ett
2 snore och sedan forindrar rektangelns form. De som
gor detta mirker att ju mer avling rektangeln ir desto
mindre area har den. Det gir dven att avgora produk-
ternas differens med hjilp av en figur utan att behova
berikna produkterna.

I figuren finns en gemensam del 2414 och tva rem-
sor vars bredd dr 2. Den linga remsan iir 10 lingre in den
korta, vilket ger skillnaden 20 i area mellan remsorna.

D en tidiga skolmatematiken upplevde jag som enormt trikig. Ett minne

Huvudrakning

Det hiir sambandet kan anviindas till en viss typ av huvudrikning som eleverna
kan fa mota redan tidigt i grundskolan. Innan vi tittar pa i vilka ssmmanhang
det ir limpligt, foreslar jag en dvning diir eleverna startar med en given kva-
drat vars area beriiknas. De kortar successivt den ena sidan med en lingdenhet
medan den andra gors lika mycket lingre, sa att omkretsen ir oférindrad, och
direfter beriknas rektanglarnas areor, exempelvis:

forandring fran foregdende

9.9=8] 1M-11=121
8-10=80 10-12=120 !
7-11=77 9-13=117 3
6-12=72 8-14=112 >
5.13=65 7-15=105 7
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Lit eleverna gora ett eget exempel pa en kvadrat och uppmuntra dem att titta
efter monster. Efter tva exempel vill de kanske undersoka fler for att se om
monstret aterkommer. Differenserna mellan produkterna ir oberoende av vil-
ken kvadrat de viiljer. Denna nyvunna kunskap kan anvindas pa produkter av
storre tal, exempelvis 28+ 32. Den kvadrat som ligger nirmast dr 30+ 30 och vi
utgir ifrdn att den berikningen ir si gott som ren tabellkunskap. Den sokta

produkten 28-32 =30-30 -1 -3 (enligt mdnstret ovan) = 900 — 4 = 896.

Lika stora rektanglar

Idén om hur vi kan arbeta med rektanglar med konstant omkrets kan varieras
frin konstant omkrets till konstant area. I aritmetikens virld kan det vara av
virde att stiilla frigor som: vilken av produkterna 26-42 eller 13+ 85 ir storst?
Triffsikerheten hos eleverna ir betydligt storre i detta fall 4n i det tidigare
exemplet. Motiveringen ir att den ena faktorn halveras och den andra mer
in fordubblas, och dirmed ir den andra produkten storst. Insikter om sam-
band av den hir typen kan underlitta lirandet och kanske ocksa hanteringen
av multiplikationstabellen. Om kombinationen 4-7 villar problem kan den
ersittas med 2-14 vilken kan upplevas enklare. Frigor som stimulerar elev-
erna till reflektion inbjuder till en hogre form av kunskap in utantillinlir-
ning, da reflektion och resonemang utvecklar djupare forstielse och kreativi-
tet. Dirmed inte sagt att utantillinlirning inte skulle behévas, men tyvirr har
denna en tendens att dominera i undervisningen.

Ekvivalenta produkter kan enkelt dskidliggdras av rektanglar med samma
area. [ exemplet nedan ir rektangeln till hoger dubbelt si lang och hilften sa
bred som den till vinster.

Ovningar med att skapa olika rektanglar med samma area kan ges till elever
i varierande 3ldrar. I de ligre drskurserna kan eleverna inledningsvis anviinda
centimeterrutat papper for att enkelt rita egna rektanglar vilka kan klippas ut
och itu for att undersokas. Det blir sedan ett utmanande steg att dverga till att
rita pa vitt papper dir eleverna behover anviinda linjal fér att mita sidor och
vinkelhake for att dstadkomma rita vinklar. Dessa dvningar ir lingt mer sti-
mulerande in en stindig beriikning av areor av firdigritade rektanglar.

[ takt med att eleverna kommer till hogre drskurser i grundskolan dr det vik-
tigt med progression. Nu kan det vara pa plats att anviinda passare och intro-
ducera konsten att mangdubbla och dela strickor i godtyckligt manga lika stora
bitar, samt att konstruera riita vinklar. Dessa kunskaper kan anvindas till att,
med utgdngspunkt frin en given rektangel, skapa andra lika stora rektanglar. I
ovan nimnda dvningar mirker eleverna snart en begrinsning. Om problemet
ir att vi har en given rektangel a+ b och vill konstruera en annan rektangel med
samma area och med en given stricka ¢ som sida, kommer kunskaperna om hur
man mangdubblar och delar strickor i heltalsdelar inte att ricka till.
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Foljande &vning dr utmirkt for gymnasieelever. Som forkunskap

’ behovs kordasatsen som siger att varje korda genom en given punkt
inne i en cirkel delas i tva strickor vilkas produkt dr konstant (enl
Matematiktermer for skolan).

Eleverna behover alltsd konstruera en cirkel dir tva kordor skiir var-
andra. Den ena kordan #ir summan av rektangelns bida sidor medan
den andra kordans del ir den givna strickan som maste ha sin utgings-
punkt i grinspunkten f6r de tva tidigare strickorna. For det indama-
let ritas en linje pa vilken rektangelns sidor avsiitts efter varandra. Fran
deras grinspunkt dras den givna strickan i valfri riktning med undan-

Kordasatsen: tag for den forst dragna linjens utstrickning. Om konstruktionen
ab=cd utfors med hjilp av nigot dynamiskt ritprogram, exempelvis Geogebra,
gir det att iaktta hur cirkelns storlek forindras trots att de inblandade

strickorna ir konstanta.

Pasdsitt far vi tre punkter vilka ligger pa den énskviirda cirkeln. Nir cirkeln viil
ir konstruerad forlings den givna striickan tills den skiir cirkeln och vi erhéller
den sokta sidan d.

Harmoniska rektanglar

Om man vill studera strukturer och monster bér man halla alla parametrar
utom en konstant vilket vi har gjort. Forst holl vi omkretsen konstant och
varierade arean, direfter gjorde vi tvirt om genom att konservera arean och
lita omkretsen variera. Finns det kanske ndgot annat som kan hillas konstant?
LAt oss titta pa tva rektanglar 4+ 6 och 3+12. Det gemensamma hos bada ir kvo-
ten mellan area och omkrets: 4-6 3-12

2(4+6)  2(3+12)

Vi benidmner tva rektanglar med den inbordes relationen som harmoniska.
Skilet till det 4r formeln f6r harmoniskt medelvirde:

Lb 2ab

b
a2 a+b

mp =
Den kan tolkas som kvoten mellan en rektangels area och aritmetiskt medel-

virde av rektangelns lingd och bredd. Det virdet ir alltid fyra gdnger storre dn
kvoten mellan arean och hela omkretsen: ab

2a + 2b
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Att skapa numeriska virden for sidors lingder f6r sidana rektanglar ir inte sir-
skilt komplicerat. Vi bestimmer oss for ett viirde pa m, . Direfter viljer vi ett
virde pd en av sidorna och genom vanlig ekvationslésning, som exemplifieras
nedan, hittar vi den andra sidan. Lat oss siga att vi vill ha en rektangel med det
harmoniska virdet 8 och den ena sidan 20. Ekvationen fir d utseendet

8_2-2035
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dir x star for den andra sidan. Den andra sidan ir da 5. Genom att halla m, kon-
stant och variera ingingssidor skapar vi en mingd bestiende av harmoniska
rektanglar. Nagot roligare ir det didremot att konstruera sidana rektanglar. Vi
bestammer enstricka som vikallar m, . Direfter bestimmer vi en striicka som ar
lingre in foregiende, kallar den for r eller (a+b)/2 , och konstruerar en striicka
som dr lika ling som m, och (a+b)/2 tillsammans. Den sammanlagda striickan
ska varakordai cirkeln med radien  (som ir lika ling som (a + b)/2). For att stad-
komma en sidan cirkel slar vi bdgar med centraistrickans indpunkter och med
radien r pa samma sida om strickan. Bigarnas skirningspunkt ir den sokta cir-
kelns mittpunkt. Efter att ha fullbordat cirkeln drar vi diametern genom griins-
punkten mellan strickorna m, och (a+b)/2. Grinspunkten delar diametern i
tvé delar @ och b som ir sidorna i en rektangel vilka har det harmoniska med-
elvirdet m, . Upprepas proceduren med en annan lingd pd radien far vi en rek-
tangel som ir harmonisk med den féregiende.

De hjélpcirklar som ritas for att
finna mittpunkten dr hir ritade
i gront. Bld linje dr diametern i
cirkeln med m,+ r som korda.
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