PER-ESKIL PERSSON

Konstnarens kvadrat

| Albrecht Durers konstverk Melencolia | kan man se en tavla dar talen
1till 16 ar avbildade i ett kvadratiskt monster. Vid narmare gransking
ar detta en magisk kvadrat som ger upphov till mycket spannande
problemlsning.

en dystra kvinnan
sitter djupt férsjunken
i tankar. Hennes blick

dr fast i fjirran och hon lutar
tungt sitt huvud i ena handen.
Vad tinker hon pa? Kanske ir
det egentligen en #ngel vi ser?
Bakom henne skymtar ett par
vingar, och det verkar nistan
som om de sitter pd hennes
skuldror. Men vad ir det fér
mirkliga saker hon 4r omgiven
av?

Verktyg och instrument
av skilda slag ligger strédda
péd golvet eller dr upphingda
pa viggen bakom henne. En
sovande hund och en liten
kerub #r de enda andra levande
varelserna i bilden. Men vad &r
det f6r en mirklig geometrisk
kropp som stdr vid sidan om
henne? Och ir det inte ett
ansikte som skymtar i en av kroppens sidor, kanske en
spegling?

Till slut fAingas 4nda 6gat av tavlan pa viggen bakom
kvinnan. Vi ser lite nirmre pa den.

Talen 1-16 4r placerade i ett 4 X 4-monster. Vi sum-
merar forsta raden och far 34. Samma summa fér vi i
de tre andra raderna, i de fyra kolumnerna och dven
lings diagonalerna. Detta ir alltsd en dkta magisk kva-
drat av 4:e ordningen! Varfér finns den egentligen

med i bilden?
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Verket heter Melencolia I och ir en etsning
av rendssanskonstniren Albrecht Diirer, ut-
ford 1514. Artalet finns faktiskt med i den
magiska kvadraten! Diirer levde i Niirn-
berg 1471 - 1528 och var, liksom Lionardo da
Vinci, inte bara konstnirligt och filosofiskt
utbildad utan hade studerat savil fysik och
metafysik som matematik. Sarskilt vil be-
hirskade han geometrin, och gav mot slutet
av sitt liv ut en lirobok i praktisk geometri.
Han konstruerade ocksd en anordning fér
exakta perspektivavbildningar av féremal,
och anvinde sig flitigt av matematik i sina
konstnirliga verk. Melencolia I innehéller
maingder av symbolik pé flera plan, och dis-
kussionerna har varit manga om betydel-
sen av foremalen i bilden. I en av foérkla-
ringarna spelar den magiska kvadraten en
speciell roll.

Historia och astronomi

De magiska kvadraterna har 18ngt tillbaka i
tiden tillskrivits ockulta egenskaper. [ en ti-
digare artikel i Ndmnaren (nr 3, 2004), har
beskrivits den stora betydelsen av Loshu
(3:e ordningen) i den kinesiska kulturen.
Men dven magiska kvadrater av hdgre ord-
ning hade sin plats, och dessa spreds éver
virlden via Indien och det arabiska Kalifatet
till Europa. Cornelius Agrippa (1486 -1535),
som var likare, astrolog och teolog, konstru-
erade magiska kvadrater av ordning 3, 4, 5,
6,7, 8 och 9. Han férknippade dem dels med
de d& kinda "planeterna”: Saturnus, Jupiter,
Mars, Solen, Venus, Merkurius och Ménen,
och dels med minskliga 8kommor, sinnes-
stdimningar mm. I Melencolia I symboliseras
Saturnus av den "himmelska virlden” man
ser i bakgrunden, och dit kvinnan kommer
med hjilp av stegen och vingarna. Aven den
sovande hunden ir av Saturnus och ocksd
sjalva melankolin.

Saturnus bekdmpas av Jupiter, som skyd-
dar kvinnan med en 6értakrans. Bakom hen-
ne hinger torsdagsklockan (torsdag = Jupi-
ters dag) 6ver den magiska Jupiterkvadraten.
Kvadratens summakonstant ir 34, och om
man férdjupar sig i en analys av bildkon-
struktionen av etsningen, finner man ett
antal linjer med vinkeln 34°! Ligg till exem-
pel mirke till stegen, som stér med 17° mot
lodlinjen, och som har en motlinje snett ner

genom kvinnans kni. Korsningen mellan
linjen léngs stegens hogra kant och motlin-
jen gar rakt igenom balansvigens upphing-
ning! Det finns ett antal andra linjepar med
vinkeln 34° i bilden, men det &verltes 4t 13-
saren att finna dem.

Under denna tid, och dven betydligt se-
nare, tillverkades och sildes speciella Jupi-
ter-amuletter. Dessa ansags befrimja rike-
dom, frid och harmoni, och skyddade mot
motsatserna: fattigdom, oro och melankoli.
De innehéll magiska kvadrater av ordning
4, skrivna bade i latinsk och hebreisk skrift,
samt mingder med religiosa och ockulta
symboler. Diirer fyllde ofta sina verk med
symboler, och den s kallade Diirers kvadrat
hor definitivt hemma i Melencolia I. Men
vad betyder hela verket och vem ir kvin-
nan? Négra menar att etsningen visar otill-
rickligheten hos minsklig kunskap bade
nir det giller att uppnd himmelsk visdom
och att tringa in i naturens hemligheter.
Melankoli avbildades vid den hir tiden ofta
som en grubblande kvinna, s hon kan helt
enkelt vara en allmin symbol. Men ménga
vill ocksa i henne se den intellektuelles (ve-
tenskapens) frustration infér de svarigheter
hon méter nir hon vill underséka den fysis-
ka och metafysiska virlden.

Kvadratkonstruktion

Det #r faktiskt tdmligen litt att konstruera
Diirers kvadrat. Man bérjar med att skriva
talen 1-16 i ordning uppifrén och ner i ta-
bellen. Direfter "vinder” man talen i bada
diagonalerna (grdmarkerade i vinster figur
pa nista sida), och slutligen byter man plats
pa mittenkolumnerna (grd i mittenfiguren):

Diirers kvadrat har, vid sidan om den ma-
giska kvadratens grundvillkor, en mingd
fantastiska egenskaper. Om man delar in
den i fyra kvadranter, utgdende frn mitt-
punkten, har talen i dessa kvadranter var
for sig summan 34. Aven 2x2-kvadraten i
mitten har summan 34, liksom de fyra hérn-
talen (16 + 13 + 4 + 1). Det finns fyra stycken
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underkvadrater med rutor, och summan av
horntalen i dem dr ocksé 34. Men det finns
fler sitt att f434 ...

En spinnande 6évning i matematikunder-
visningen dr att lita eleverna g& pa upp-
ticktsfird i Diirers kvadrat for att finna
summan 34 pa s& manga olika sitt som moj-
ligt. En ledtrad dr att man kan leta efter par
av tal med summan 17. D4 kommer man
fram till en intressant upptickt. Diirers
kvadrat dr nidmligen en associativ kvadrat.
Med det menas for en kvadrat av ordning 4
att talpar, vars summa ir hilften av summa-
konstanten, alltid ligger symmetriskt mot-
satt i forhéllande till mittpunkten (spegling
i punkt). Ett par 4r 3 och 14, och ett annat ir
8 och 9. Se dir! Annu en uppsittning med
fyra tal, som har summan 34! Med denna
upptickt i minnet kan manga kvartetter av
symmetriskt beligna tal med samma sum-
ma hittas. Vem kan hitta flest? Och vilka
typer av symmetri finns det egentligen?

Det finns dnnu en klass av magiska kva-
drater med andra, lika fantastiska egenska-
per, ndmligen de panmagiska eller diaboliska
kvadraterna. Faktiskt 4r den forsta magiska
kvadrat av ordning 4 man historiskt kin-
ner till, den sk Jainakvadraten, av denna
typ. Jainakvadraten hinger 6ver porten till
ett jainistiskt tempel i Khajuraho i Indien,
och bedéms vara frdn ungefir ar 1100. I en
diabolisk kvadrat av ordning 4 har dven de
brutna diagonalerna summan 34:

7 12 1 14

2 13 8 n

16 3 10 5
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Exempelvis dr 16 + 13 + 1 + 4 = 34 (grdmar-
kerat i figuren), eftersom de bildar en bru-
ten diagonal. Prova giirna 6vriga brutna dia-
gonaler! Men diaboliska kvadrater har fler
roliga egenskaper:

— Varje 2 x 2-kvadrat har summan 34, dven
"6ver kanten”, eller i de fyra hornen.
Exempelvisar7+12+9 + 6 =34.

- Summan av hérntalenivarje 3 X 3-kvadrat
ir 34, dven "6ver kanten”.

- Man kan flytta éver en ytterrad eller
ytterkolumn till andra sidan.

Dessa egenskaper kommer bist till sin ritt
om man sitter samman flera stycken lika-
dana diaboliska kvadrater. Hir 4r fyra jaina-
kvadrater tillsammans:

2|38 M| 2]113)]8]|MN

711211 (147 12114

6|3 (105|163 ]10]|5

Vilken som helst 4 x 4-kvadrat (exempelvis
den grdmarkerade i figuren) i talmonstret
blir en diabolisk kvadrat. Likasa giller egen-
skaperna ovan fér 2 x 2- och 3 x3-kvadrater.
Vilket fantastiskt moénster att arbeta med!




En intressant friga dr hur man kan konstruera sddana kvadrater och magiska kvadrater av
ordning 41 allminhet. Det finns ménga olika konstruktionssitt, och Diirers metod beskrevs
ovan. Vi ska se pa en annan metod, som ocksa avsléjar ett underliggande monster i den till
synes kaotiska Jainakvadraten. Men forst ett par allminna regler f6r magiska kvadrater som
bevarar deras magiska egenskaper:

— Man far addera, subtrahera, multiplicera eller dividera samtliga tal i kvadraten med en
konstant.

— Man far addera eller subtrahera tva eller flera kvadrater ruta fér ruta.

Om vi subtraherar alla talen i Jainakvadraten med talet 1 far vi talen mellan O och 15:

6 n 0 13

15 2 9 4

8 8 4 4
8 8 4 4

8 8 4 4
8 8 4 4

2 2 1 1
2 2 1 1

2 2 1 1
2 2 1 1

I tabellen har nollorna utelimnats fér att ménstren bittre ska synas. Ligg mirke till att
monstret fér 8 och 2 dr detsamma, fast vridet 90°. Detsamma giller ménstret for 4 och 1.
Varje monster ger faktiskt en enkel diabolisk kvadrat (kontrollera gdrna). Om man permu-
terar talen 1, 2, 4 och 8 mellan monstren fir man 4! = 24 olika diaboliska kvadrater. Dess-
utom kan det ena ménsterparet spegelvindas i férhallande till det andra, vilket ger totalt
48 moijligheter. Detta ir faktiskt antalet i grunden olika diaboliska kvadrater av ordning 4,
bortsett fran speglingar och rotationer (8 méjligheter for varje).
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Om kvadraten inte behéver vara diabolisk,
finns det dven andra mojliga monster, tex:

X X
X X
X X
X X
X X
X X
X X
X X
X X
X X
X X
X X

Prova girna att bygga nya magiska kvadra-
ter med dessa, som alla 4r associatival Men
tdnk pa att dessa grundkvadraters egenska-
per foljer med. Kan ndgon av dessa anvindas
for att konstruera kvadrater som Diirers?
Prova girna att analysera den pa detta sitt!
Och finns det fler moénster som duger, till
exempel om det bara ska bli en enkel magisk
kvadrat, som varken ir associativ eller dia-
bolisk? Totalt finns det 880 fundamentalt
olika magiska kvadrater av ordning 4, varav
448 ir enkla. Resten ir associativa eller dia-
boliska med olika grader av magiska egen-
skaper. En kvadrat av ordning 4 kan inte ha
bada dessa egenskaper, utan det dr forst med
ordning 5 detta blir méijligt.

Givetvis kan man konstruera magiska
kvadrater som inte innehaller talen 1-16,
till exempel genom att utgd frén andra tal
in 1, 2, 4 och 8 i monstren ovan. De blir da
inte s8 kallat dkta. Kvadraternas egenskaper
blir dock desamma som fér dkta, och man
kan ténka sig roande uppgifter, i vilka man
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ska "13sa” kvadraterna, utgdende fran olika
forutsittningar. Har kommer négra sddana
av varierande svarighetsgrad:

Fullborda kvadraterna genom att fylla i
resterande tal i de tomma rutorna:

89
92 | 93

98 | 84
86

Talen 83 - 98, Summa 362
Il

66

69 72

64 73
Talen 61-76

1]

73

78 | 83 | 72

86

Talen 72 - 87. Diabolisk
\%

24

32 | 38 | 26

Jamna tal, 18 — 48. Diabolisk




Det finns ocksd atskilliga magiska kvadra-  Slutligen kan nimnas att dven de kvadrater,
ter, som konstruerats med alldeles speciella  som bildas dd man upphdéjer varje tal i tex
forutsittningar. En rolig sddan ir foljande, Diirers kvadrat till 2 eller 3, har intressan-
som faktiskt ocksd fungerar d& man vinder ta egenskaper. Kanske detta dven giller ma-

upp och ner pa den! trisen, som bildas av kvadraten? Men detta
ldimnas at ldsaren att underséka. Mycket
nojel
96 n 89 | 68
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Ledtradar till kvadratproblemen:

Om man inte fir veta summakonstanten fér kvadraten, ir den litt att berikna om
man vet att talen i kvadraten bildar en aritmetisk talfoljd. Summan av en sédan ar:
n(a+a,)/2, dar n ér antalet termer, a, det minsta talet och a,. det storsta. I en magisk
kvadrat av ordning 4 dr n = 16. Vidare ska totalsumman delas upp pa exempelvis 4
rader. Detta ger formeln f6r summakonstanten: 2(a,+a,)

En bra idé dr ocksa att gbra en lista av alla tal, som ska ingd i kvadraten, och stryka
dem efter hand.

Facit till kvadratproblemen
| I

89 |18 | 94 | 9 71 | 67 | 70 | 66
92 | 93 | 87 | 90 74 | 62 | 75 | 63
95 | 98 | 84 | 85 65 | 69 | 68 | 72
86 | 83 | 97 | 9% 64 | 76 | 61 | 73
11l v
76 | 87 | 74 | 81 46 | 18 | 44 | 24
82 | 73 | 84 | 79 36 | 32 | 38 | 26
85 | 78 | 83 | 72 22 | 42 | 20 | 48
75 | 80 | 77 | 86 28 | 40 | 30 | 34
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