Hyperkuber

Frdn Tomas Bergquist pd Umed universitet kommer denna
laboration som han har anvdint i gymnasieskolan. Den dr
ocksd mdojlig att prova pad hiogstadiet.

or de flesta manniskor dr dimensio-
Fner utover de tre vi kinner till en ren

fantasi. Det dr dock inte alls oméijligt
att diskutera geometriska figurers egen-
skaper i bdde fyra och fem dimensioner.

Begreppet hyperkub kan beskrivas pa
sd sitt att kvadraten ar en hyperkub i tvd
dimensioner och kuben ir en hyperkub
i tre dimensioner. Dvs. frdn varje punkt
utgar lika manga kanter som dimensions-
talet anger. I tvd dimensioner kan vi alltsa
rita tva vinkelrita kanter frin varje horn.
Nir dessa sammanbinds far vi en kvadrat.
I tre dimensioner fir vi tre kanter fran
varje hérn och en kub uppkommer. Om
vi tinker oss att gora detta i fyra dimen-
sioner far vi en figur med fyra kanter fran
varje horn. Den kan vara lite svar att fore-
stilla sig men skulle kunna se ut som i bild
1. Frin varje horn utgér allts3 fyra kanter
och de ir samtliga vinkelrita mot varan-
dra. Varje kant ir en enhet ldng och alla
ytor ir lika stora. P4 samma sitt kan man
sen ta fram en hyperkub i fem dimensio-
ner ...

Vi ska titta pd samma sak ur ett annat
perspektiv. Om vi startar med en hyper-
kub i en dimension (d.wv.s. tvd punkter
sammanbundna med en kant) och gor en
kopia av denna, s3 kan vi sen ssmmanbin-
da dessa figurer och erhalla en hyperkub i
tva dimensioner (se bild 2).

P& samma sitt kan man duplicera en hy-
perkub i tvd dimensioner och samman-
binda hérnen for att skapa en hyperkub
i tre dimensioner. Men fyra dimensioner
d&? Vi gor pd samma sitt. Vi startar med
en hyperkub i tre dimensioner, duplicerar
den och sammanbinder hérnen. Tank pé
att vi sammanbinder varje hérn med sin
motsvarighet i den duplicerade figuren
(bild 3).

Det blev ju inte s3 mycket bittre, eller?
Vi ska se vad som hinder nir vi bérjar un-
dersoka hyperkubens egenskaper.

AN

Bild 1. Hyperkub i fyra dimensioner avbildad i
tre dimensioner.
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En laboration i flerdimensionell geometri

Vad kinnetecknar en hyperkub? Jo, den
bestar av ett antal horn, kanter och sidoy-
tor. Varje kant ir en enhet 1dng och varje
sidoyta dr en tvddimensionell kvadrat med
arean 1 a.e. Vi kan skapa en tabell som be-
skriver antalet horn, kanter och sidoytor i
olika dimensioner.

Denna laboration gér alltsd ut pd att
fylla i tabellen nedan. Upp till och med
dimension 3 brukar inte vara nit problem.
Inte heller dimension 4 vad giller hérn
och kanter. Antalet sidoytor i dimension
4 brukar bli lite besvirligare. Det brukar
16sa sig om man tittar pd bild 3. Nir man
sa forsoker ge sig i kast med dimension 5
tar det stopp. Nu méste vi angripa proble-
met inte genom att rikna, utan genom att
forsoka extrapolera de resultat vi redan

Bild 3: konstruktion av
hyperkub i

fyra dimensioner.

har. Antalet hérn kan g bra, eftersom
vi kan anvinda oss av dupliceringsidén.
Aven kanterna kan fungera pa det sittet.
Diremot brukar antalet sidoytor i 5 di-
mensioner vara svirt. Nir man har klarat
av att fylla i tabellen till och med dimensi-
on 5 kan man ge sig i kast med att genera-
lisera resultaten till n dimensioner.

Bild 2: Konstruktion av hyperkub
i tvd dimensioner.

Dimension Horn

Kanter Sidoytor
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Kommentarer

Miénga elever blir omedelbart mycket upp-
tagna av att rikna horn och sidor i figur
1. For att forstirka bekantskapen med
hyperkuben i dimension 4 kan man sjilv
(eleverna) bygga en modell av figur 1 med
sugror och modellera. Det underlittar
sjdlvklart riknandet. Om detta gors kan
man ta upp attien sddan modell represen-
terar vi en fyrdimensionell figur i tre di-
mensioner. Det idr motsvarigheten till att
rita en tredimensionell kub i perspektiv pa
ett papper, dvs. i tvd dimensioner.

Laborationen brukar aktivera alla elever
i ganska stor utstrickning, dven om inte
alla hinger med i generaliseringsdiskus-
sionen i slutet. En intressant iakttagelse
har ocksé varit att nir eleverna diskuterar
det n-dimensionella fallet gir de girna
tillbaka till det enkla fallet med fyra di-
mensioner.

Jag vill tacka Manya Raman som visade
laborationen for mej.

Dimension Hoérn Kanter Sidoytor

0 1 0 0

1 2 1 0

2 4 4 1

3 8 12 6

4 16 32 24

5 32 80 80

n 2" n2(@-1 n(n—l)Z(n'3)
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