Rika matematikuppgifter

Ole Bjorkqvist

Matematiskt rika uppgifter ar viktiga hjalpmedel i undervisningssituatio-
nen och fungerar som barare av undervisningskultur. | artikeln ges ex-
empel pa hur sddana uppgifter kan uppmuntra anvandning av olika
representationer och I6sningsmetoder. Rika uppgifter kan anvandas som
"nyckeluppgifter”, vilka lararen aterkommer till gang pa gang for att starka
elevens begreppsforstaelse och formaga att se sammanhang.

Vad ar en rik uppgift?

For att gdra undervisning i matematik ef-
fektiv &r det viktigt att man vdljer arbets-
uppgifterna med omtanke. L&robdckerna
innehdller en hel del goda matematikupp-
gifter, men vissa & vérdefullare &n andra.
Somligakant ex varabrasom motivations-
hojande inslag i undervisningen, medan
andraframhaver matematikamnets anknyt-
ning till omvérlden genom att de &r realis-
tiskatilldmpningar av matematik.

En matemati skt rik matematikuppgift ar
en vardefull uppgift pagrund av sitt mate-
matiska innehall. Jag vill speciellt fram-
héavauppgifter som & mangsidigt anvand-
bara genom att de

« kopplar olikatillvagagangssétt till var-
andraeller

* utgor utgangspunkter for utvecklandet
av tvaeller flerahelt skildateman inom
matematiken.

Inom EMU-projektet (Effektiv Matematik-
Undervisning) vid l&rarutbildningeni Vasa
&r ett av varadelmal att samlasddanamate-
matiskt rika matematikuppgifter och gora
dem tillgéngligafor l&rare — som komple-
ment till ala de vardefulla uppgifter som
var ochen gélv kanidentifierai |arobock-
erna. Ett sadant kompendium med uppgif-
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ter for hogstadiet och gymnasiet har redan
getts ut (se slutet av artikeln). Speciellt
viktigt har jag personligen ansett det vara
att i detalj reda ut varfor de olika uppgif-
terna klassificerats som matematiskt rika
och att i kompendiet ge forslag pa hur de
kan séttas in i olika sammanhang i mate-
mati kundervisningen.

| vissa fall kan man se de utvalda upp-
gifterna som klassiska barare av matema-
tisk undervisningskultur —de & helt enkelt
vélbekantatrotjanare som |arare genom ge-
nerationer konstaterat vara effektiva for
god inlérning. Trots det kan det vara pa
sin plats med en utredning av just varfor
de fungerar sa bra som de gor.

Ur inl&rningssynvinkel kunde man sede
matematiskt rika uppgifterna som viktiga
hjapmedel vid uppbyggandet av kognitiva
scheman. Dekéannsoftalétt igen genom de
objekt som ingér i situationen och de rela-
tioner som rader mellan objekten. De har
altsa potential att fungera som nyckel upp-
gifter for forstéelse, for minnet och for vi-
dareutveckling genom generalisering eller
modifiering. Behérskandet av sddana upp-
gifter &r viktig pedagogisk amneskunskap
for lararen genom att de forvantas

» gOra matematikens struktur klarare for
eleverna,

- varaléttaatt kommaihag eller

« fungera som utgangspunkter for nya
uppgifter.
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En matematiskt rik uppgift kan fungerasom
ett dagsbrobyggareinom matematikunder-
visningen, mellan teman, mellan metoder
och Over tid. Det & ingen engangsartikel,
utan snarare & det en uppgift som man gér-
na aerkommer till senare, nar man lart sig
mera matematik. Da kan man understka
den med hjdlp av de nya kunskaperna.

Ibland kan man ocksa se |ankarna mel-
lan olikateman eller tillvagagangssétt som
exempel paatt matematisk kunskap kanre-
presenteras paolika sétt. En uppgift som
"hor hemma’ i algebran kan genom ett nytt
betraktel seséit plotsligt ”hoéra hemma’ i
geometrin. Man anvander en annan be-
greppsapparat. Formagan att ga dver fran
en representation till en annan utvecklas
inte automatiskt, men kan Gvas systema-
tiskt genom att man pa ett balanserat sétt
anvander uppgifter somtrénar just dettavid
sidan av de meratraditionellauppgifterna.
De senare hdller sig ofta baratill en enda
representationsform.

Eftersom uppgifterna betonar mangsi-
dig anvandbarhet, &r det inte 1&tt att enty-
digt knyta dem till ndgon bestéamd arskurs
eller ens till nagot bestamt stadium. Ett
viktigt rad ar att inte forstka utnyttja upp-
giftens hela potential vid ett endartillféle,
och darefter anse den fardigbehandlad.
Man kan aterkomma till den senare om
man utnyttjar dess karakteristiskadrag el-
ler ger den ett namn som gor den |&tt att
kommaihdg. Da kan det ocksa vara vik-
tigt att inférade konventionellatermer som
matematiker anvander for sina tillvéaga-
gangssatt (t ex kvadratkomplettering).
Man borde ocksa anvanda litet tid for ge-
mensam reflektion Gver uppgiften tillsam-
mans med elevernainnan man lamnar den.
Detta & en allman rekommendation, men
den &r sarskilt viktig om man avser att an-
vanda uppgiften som " nyckeluppgift”. |
samband med reflektionen &r det naturligt
att bade diskutera variationsmajligheter
och dra allmanna slutsatser. Ofta gar det
daatt |amnahypoteser " hangandei [uften”.
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Exempel parika uppgifter

Bland de uppgifter som man finner instrod-
da bland 6vningsuppgifternai |arobdcker
for de tidigare addersstadierna hittar man
ibland riktigapérlor, som med fog kan kal -
las matematiskt rika. Tvaexempel av ifyll-
nadstyp &r foljande

a 2-3:4=_-
by 3- =4-_

Gemensamt for bada &r att de framhaver
uppfattningen av likhetstecknet som sym-
bol for enrelation mellantvaled. | a) fung-
erar uppgiften diagnostiskt i detta avseen-
de — om eleven uppfattar likhetstecknet
som symbol for "berékna svaret”, skrivs
talet 24 padet forstastrecket. a)-fallet har
tva huvudsakliga korrekta |6sningar som
man erhdller genom att associerafaktorer-
nai enlighet med (2 3) - 4 respektive
2 (3 - 4). Uppgiften & altsa en mgjlig
konkret utgangspunkt for diskussion om
multiplikationens associativitet, utan att
nagon speciell formalisering behovs. Ef-
tersom det dartill finns andrakorrektalds-
ningar &r uppgiften " dppen” till sin natur
och ger mgjlighet till diskussion av deoli-
kaldsningarnas kvalitativa fortjanster.

b)-fallet har ocksa oandligt manga kor-
rektalGsningar. | det fall att man véljer att
sdttaintalen 4 respektive 3 & uppgiften
en direkt konkretisering av multiplikation-
ens kommutativalag. For alaandralos-
ningar géller att talen i luckorna bor ha
forhallandet 4 : 3, och uppgiften ar darfor
|amplig ocksa nar man diskuterar propor-
tionalitet. Som kontrast mot dessa princip-
rel aterade anvandningsmajligheter kan det
namnas att uppgiften ocksa passar i sam-
band med 6vandet av tabellkunskap. Finns
det nagot tal som ingar i sdvél treans som
fyrans tabell (t ex talet 24) och vilka tal
skall vi da skrivai luckorna?

Du har tva karl som rymmer 9 liter
respektive 4 liter. Uppgiften ar att
Osa upp exakt 6 liter vatten ur en
sj6. Hur kan du ga till vaga?
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Detta & vad man kunde kalla en klassiker.
Fokuseringen & hér pa |osningsstrategier.
Samtidigt kan man betonaolikasétt att fora
bok dver |6sningsforsoken och att dutligen
representeral Osningen paett lattfattligt sétt.
T ex kan det varalampligt att med talparet
(X, ¥) ange hur manga liter man har i 9-li-
terskérlet respektive 4-literskérlet.

En framlangesl 6sning innebér att man
studerar vilkatillstand man kan kommatill
fran (0, 0) och hur man stegvis kan kom-
mavidare fran de mgjligatillstanden. Den
kan, om man sa vill, representeras i form
av ett traddiagram, dar nagon av grenarna
smaningom visar sig leda till malet. En
baklangesl 6sning innebar att man utgar
fran det dnskade tillstandet (6, 0) och ser
ur vilkatillstéand dettakan nas. Sedan un-
dersoker man stegvis fran vilka tillstand
det & mgjligt att kommatill ett dnskvart
tillstand (ett som har visat sig ledatill ma-
let). Ocksabaklangesl dsningen kan repre-
senteras med ett traddiagram.

En intressant insikt, som kan séttas i
samband med att tillstAnden representeras
som koordinater, & att de mgjliga sétten
att 0sa vatten kan motsvara strackor i ett
begransat koordinatsystem, sefigur nedan.

Att rérasig horisontellt motsvaras av att
fylla fran sjon respektive hallabort i s6n
fran nioliterskéarlet, att rora sig vertikalt
innebdr detsammafor fyraliterskérlet. Den
diagonala rorelsen motsvaras av att hélla
over fran det enakérlet till det andra, utan
att nagot vatten hélls bort.

En forflyttning langs koordinaterna
(0, 0), (9, 0), (5, 4) och (5, 0) innebér alt-
sa att man forst fyller nioliterskérlet fran
gon, sedan fyller man fyraliterskérlet ge-
nom att halla 6ver fran nioliterskérlet, och
darefter tommer man fyraliterskarlet i §on.

4) (1,4) (5.4) (6.4)

1) (9,1)

0) (1,0) (5,0)(6,0)
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Varjeforflyttning i en riktning maste vara
sa lang som mojligt, eftersom karlen inte
har nagon litergradering.

En stegvis forflyttning langs dessa
strackor, fran (0, 0) till (6, 0), & en l6s-
ning till uppgiften.

En naturlig generalisering &r att se pa
kérl med andravolymer och en annan 6ns-
kad méangd vatten. Den stOrsta gemensamt
mafaktorntill kérlensvolymer bestdmmer
vilkavattenmangder som gar att 6saupp —
det & sadana som utgor multipler till den-
na faktor. Om vi har ett 9-literskarl och
ett 4-literskérl & den storsta gemensam-
mafaktorn 1, vilket innebér att det gar att
méta upp alla heltaliga vattenmangder
mellan 1 och 13 liter.

| figurerna 1 och 2 ser du tva satt att
rita in oandligt manga cirklar i ett
oandligt stort plan. Av forklarliga skal
ser man i vartdera fallet bara en del
av planet. Cirklarna beror varandra
utan att tacka varandra. Berakna hur
stor del av planet som tacks av cirk-
larna i vartdera fallet.

Figur 1

Figur 2

Uppgiften berdr relationen mellan kon-
kreta situationer som man lé&tt kan f6-
restdllasig och den abstrakta forestall-
ningen om ett oandligt plan. Den visar
framfor alt att man med lampliga at-
géarder kan 6verfora” oandligheten” i en
andlig, hanterbar situation. | dettafall

(9,0) sker det genom att man utnyttjar regel-
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bundenheteni monstret och ser det som
bestdende av oandligt mangalikadana” cel-
ler” som uppstér nér man sammanbinder
medel punkternai nérliggande cirklar. Den
"tackta’ andelen av varje cell & samtidigt
den t&ckta andelen av hela monstret. Be-
réknandet av den téckta andelen av cellen
innefattar viktiga areaberékningar.

| figur 3 ser du tva faktornéat dar alla
de positiva heltal som utgoér faktorer
till talen 28 och 42 finns inritade. Ge-
nom att ga rakt eller snett nedat i fak-
tornatet hittar du de tal som ar fakto-
rer till ovanfor liggande tal, se figur
nedan.

Genom att ga rakt eller snett upp-
at hittar du tal som utgér multipler till
nedanfor liggande tal.

28
4 14
2 7
Figur 3
1 42
6 21
14
2 7
1

a) Rita det faktornat som har talet 30
Overst

b) Rita det faktornat som har 90 overst
c) Rita (i samma figur) faktornaten som
har talen 60 och 150 dverst, sa att de
gemensamma delarna sammanfaller

Med uppgiften kan man gora kopplingar
mellan forstael sen av tal (begrepp som fak-
torer, multipler, storstagemensamma fak-
tor, minstagemensammamultipel) och for-
magan att visualisera geometriska figurer
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(framfor alt rektanglar och rétblock i per-
Spektiv).

Uppgiften erbjuder ocksa mojligheter
till studier av likheter i matematiskastruk-
turer. Figurernasom ritas kan goras sa att
de i princip ser ganska likadana ut, trots
att de tal som man utgar fran &r olika.
Uppgiften kan ocksa ses som grafteoretisk,
dvs som ett exempel paanvandningen av fi-
gurer bestdendeav ett visst antal noder (punk-
ter) och strackor som forbinder noderna.

Faktorisera uttrycket
X0+ xt—x—-1
i fem faktorer.

Varje faktor skall ha termer med
heltaliga koefficienter.

Om man avstar fran att anvanda réknare
med mojlighet till symbolhantering, ar det-
ta en utméarkt uppgift for 6vning av alge-
braiska manipulationer (anvéndning av
konjugatregeln, division av polynom, mm).
Exponenterna & valda med stor omsorg.

Samtidigt & uppgiften ett gott exempel
paatt matematisk problemldsning inte be-
hover varaférlagd i en utanfor matemati-
ken liggande kontext och inte heller ha
nagon lang text. Problemet kan angripas
fran olika startpunkter (gruppering av ter-
mernapaolikasatt) och man kan ledasini
atervandsgrander.

Uppgiftensviktigaste|dsningsprincip &r
tillvaratagandet och sammanstéllandet av
partiell information som erhdllits genom
olika angreppssétt. Gor ett forsok!

En skalbagge ror sig 1 m mot Oster,
svanger darefter och rér sig 1/2m
norrut. Sedan fortsatter den 1/4 m
vasterut, 1/8 m sdderut, 1/16 m Ost-
erut, osv i en "spiralformig” rorelse.

Den kommer allt narmare en bestamd
punkt som verkar utgora slutpunkten
for krypandet. Var befinner sig den-
na punkt?
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Uppgiften kombinerar aspekter av grans-
varden, talfoljder, vektorer och likformig-
het. Den kan l0sas pa ett flertal sétt som
betonar dessa aspekter i olika hog grad.
Textens formulering ger frihet i fraga om
séttet att ange svaret. Det framgar dock
ganskaklart att det galler tva dimensioner
och att man alltsa kan behéva mer &n ett
endatalvardei svaret (t ex 4/5m 6ster och
2/5 m norr om startpunkten). Behandlar
man uppgiften med hjélp av vektorer, fram-
havs forekomsten av vektorer i tvavinkel-
réta riktningar och en diskussion kan ak-
tualiserasom mgjligheten att grupperavek-
torernai Ost-vastlig respektive nord-syd-
lig riktning skilt for sig.

Likformighet foreligger mellan heladen
"gpiralformiga’ banan och den bana som
aterstar efter varjetillryggalagd delstracka.

Berakna summan

ett plus ett plus ett plus
ett plus ett plus ett plus
ett plus ett plus ett plus
ett plus ett plus ett plus
ett plus ett plus ett plus
ett plus ett plus ett plus
ett plus ett plus ett plus
ett plus ett plus ett plus
ett plus ett plus ett plus
ett plus ett plus ett

Uppgiften kan sagas vara en grunduppgift
for fleraliknande uppgifter av sammatyp.
Den barande idén ar multiplikationsprin-
cipen, namligen att om elementen i en
mangd kan delas upp i sinsemellan lika
stora grupper (t ex raderna ovan) sa kan
man berékna antalet element genom att
multiplicera antalet grupper med antalet
element per grupp (dvs antalet kolonner
med "ettor” ovan). Rektangelformen gor
att man inte behdver uttrycka sig kompli-
cerat —och en jamforel se med ett rektang-
elformigt rutmonster ligger ndratill hands.

Utvidgning av uppgiften kan ske sa att
man tanker sig (eller placerar in) t ex "tre-
or’ i stéllet for " ettorna’, varvid multipli-
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kationsprincipens anvandning genast for-
djupas.

Naturligtvis kan man ocksa skriva ra-
dernasom 1+ 1+ 1 + och man okar da
tydligheten i ménstret. Genom att halla
uppgiften som ovan vinner man daremot i
utmaningsavseende — eleven maste gjalv
tanka ut om det gar att "raékna snabbare”
genom att ga systematiskt till vaga, jam-
fort med att bara” plussa pd’.

Fortsattning

Ovanstaende uppgifter har har behandlats
mycket kortfattat — de didaktiska aspek-
terna fortjanar en mycket mer detaljerad
genomgang. Nar man gor en sadan analys
uppdagar man efter hand flera anknyt-
ningspunkter till annan matematik och far
darmed pé uppgiftsniva en konkretisering
av det natverk av begrepp och procedurer,
som utgdr den matematiska stommen i
skolmatematiken.

Som forskningsuppgift & det dartill en
trevlig utmaning — att efter hand forsta
mera av de matematiskt rika uppgifternas
nyckelstéllning, att reda ut hur de uppfat-
tas av larare och att systematisera denna
kunskap pa ett sétt som gor den kommuni-
cerbar t ex inom lararutbildningen.

For forskningensdel &r det angel aget att
fatillgang till de uppgifter som erfarnal&
rare vérderar hogst. 1nom EMU-projektet
&r vi tacksamma for alla sddana bidrag.
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