CHRISTER BERGSTEN

En gyllene pyramid

Fem trianglar och en pentagon

Den regelbundna femhdrningen, pentagonen, dr ett enkelt
geometriskt objekt som innehdller forvanansvdrt mycket
matematik. Frdn detta objekt kan man konstruera flera

andra som trianglar och femuddiga stjdrnor. Gemensamt

for alla dessa figurer dr att de har starka anknytningar till
det gyllene snittet. Fran pentagonen kan man dven konstruera
ett tredimensionellt objekt — en gyllene pyramid.

atematikens historia och infly-
tande skir rakt igenom hela den
minskliga civilisationens histo-

ria och utveckling, savil tekniskt som kul-
turellti en mer humanistisk mening. Bland
de matematiska objekt som syns mest, och
inte bara i den visterlindska kulturen,
aterfinns till exempel pentagrammet, den
femuddiga stjirnan och pentagonen, den
regelbundna femhorningen.

Att pentagrammets historia stricker
sig sd 1ldngt som 6000 &r tillbaka i tiden
kanske hinger samman
med det enkla faktum att
man kan rita det s§ en-
kelt: utan att lyfta pen-
nan formar det nistan
sig sjdlvt som en sluten
figur. Dess koppling till
mysticism dr urgammal,
ett fenomen som i dagens
paravirld florerar kanske livligare in ni-
gonsin. Det giller bdde "mérkare” feno-
men som krig och ofird — d4 det ar svart-
malat — och "ljusare” som lycka, harmoni
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etc — da det 4r malat bara med konturer
och ir ljust inuti. De vanligaste uttrycken
for pentagrammets och pentagonens mys-
tik ar klassiska bilder av de fem elementen
och "inskrivningen” av en minniska i en
cirkel. P4 internet finns mingder av sidor
kring dessa teman. (Se referenslistan.)

I dagens svenska skola ser man dir-
emot inte mycket av den matematiska
guldgruva som den regelbundna femhér-
ningen utgor.' Det Gyllene Snittet — som
trots sitt namn betecknar en proportion,
ndgot som framgar bitt-
re till exempel av den
engelska termen The
Golden Ratio - brukar
ibland nimnas i samband
med historiska utblickar,
dock ofta utan att dess
koppling till femhor-
ningen tas upp. Kanske
beror detta pa att det anses for "svart” att
reda ut forhallandena matematiskt.

"Tas upp i Ulin (1988, s 74-76; 1996, s 93-95) och
Furness (2001, s 122-124)
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Den klassiska framstillningen i Euklides
Elementa ir heller inte helt enkel (se t ex
Thompson, 1991, s. 327ff). Hir ska ett
angreppssatt presenteras som férhopp—
ningsvis visar pd en inging till femhor-
ningens mystik som kan locka dven dagens
skolelever till att fundera vidare och fasci-
neras av den matematik som ligger gdmd
bakom négra streck i en figur. Som 16n for
modan kan han/hon som avslutning vika
en egen gyllene pyramid.

Geometrisk analys

Vad kan man se om man har en penta-
gon med ett inritat pentagram framfor
sig? Det beror forstds pd vad man letar
efter. Det ser ut som om vinklarna ABF
och BAF i figur 1 ir lika, liksom vinklar-
na AFG och AGF, och att trianglarna ABF
respektive FGA dirmed ir likbenta. Att
dessa vinklar verkligen ar parvis lika for-
stdr man om man ir bekant med vad som
i dagens skolbdcker brukar kallas randvin-
kelsatsen.

Tanker man sig den regelbundna fem-
hérningen ABCDE inskriven i en cirkel,
kommer ju vinklarna ABE (och ddrmed
ABF), BAC (och darmed BAF) och CAD
(och diarmed FAG) samtliga att "std pa”
lika stora bdgar. De dr darfor alla lika, till-
sammans med vinklarna EAG och AEG
(av samma skil). Eftersom vinkeln BAE
ir en femtedel av femhérningens vinkel-
summa, dvs 1087 ir dessa vinklar (ABF
osv) alla en tredjedel av detta, dvs 36°
Vinkeln BAG ir da 72° Dessutom ar tri-
anglarna BAF och EAG kongruenta (en
sida med intilliggande vinklar lika), vil-
ket medfor att triangeln FGA ir likbent.
Vinklarna AGF och AFG ir d& lika och
vardera (180° -36°)/2, dvs 72°

Pentagrammet ir alltsd uppbyggt av
likbenta trianglar, dir basvinkeln dr dubb-
la toppvinkeln. I pentagonen ABCDE
finns sddana trianglar i tre olika storlekar!
Den minsta storleken kan representeras av
triangeln AFG, den mellersta av triangeln
BGA och den stérsta av triangeln ACD.

Trianglarna BAG och AGF ir allts3 lik-
formiga, eftersom de har lika vinklar.
Pentagrammets proportioner kan di be-
stimmas. Om sidan BF ir a lingdenhe-
ter (liksom AF och AG) och sidan FG ar b
lingdenheter, sd ger likformigheten att

BG:AG = AF:FG, dvs

a+b a
=3(1)

a

Detta innebir att punkten F delar strick-
an BG i gyllene snitter! Hur kan denna del-
ning genomféras? Klarar man det kan man
sedan konstruera en pentagon.

C D

Figur 1. En regelbunden femhiorning (pentagon)
med ett inskrivet pentagram.

Gyllene trianglar

En pentagon och ett pentagram byggs
alltsd upp av olika stora likformiga tri-
anglar, som ir likbenta och dir de lika
sidorna forhéller sig till basen i gyllene
snittets proportioner, till exempel triang-
larna AFG, BGA och ACD. En sidan tri-
angel kallas en gyllene triangel! (Se Pap-
pas 1987 s 188-189.) Basvinkeln i denna
gyllene triangel ar enligt ovan dubbelt s&
stor som dess toppvinkel. Kallas topp-
vinkeln v ir varje basvinkel 2v och tri-
angelns vinkelsumma 5v. Hir ses talet 5,
som Ater vittnar om denna triangels kopp-
ling till femhorningen. Att mitetalen for
de vinklar som finns i pentagrammet och
pentagonen (dvs 36°, 72° och 108°) alla
bara innehéller primtalen 2 och 3 och att
2+3=15 ir kanske mer en slump beroen-
de pa valet av mitenhet f6r vinklar.
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Den likbenta triangel dir basen forhal-
ler sig till de lika sidorna i gyllene snittets
proportioner kan ocksi kallas en gyllene
triangel. Aven den finns med i pentagon/
pentagram-figuren ovan (t ex triangeln
ABF men dven CED och CEF).

Det finns alltsd tvd gyllene trianglar,
som ocksd enligt ovan har den egenska-
pen att om de placeras intill varandra (dvs
som ABF och AFG ovan), s bildas en ny
gyllene triangel (dvs triangeln ABG i figu-
ren ovan)! Uttryckt pé ett annat sitt bil-
das tva gyllene trianglar om man drar en
bisektris till en basvinkel (som dr 72°) i en
gyllene triangel.

Utgdr man fran en pentagon, regelbun-
den femhorning, fir man ett inre penta-
gram om man drar diagonalerna i pen-
tagonen. Men man fir ocksi ett yttre
pentagram om man forlinger pentago-
nens sidor tills dessa férlingningar traf-
far varandra. Genom en rekursiv process
kan man skapa en oindlig f6ljd pentago-
ner och pentagram inom detta yttre penta-
gram. Lingdskalan mellan en pentagon
och nista pentagon i denna rekursion ar
naturligtvis gyllene snittet. Genom denna
konstruktion skapar man alltsi oindliga
foljder av gyllene trianglar i gyllene pro-
portioner (figur 2).

Figur 2. Odindliga foljder av pentagram och
pentagoner. Héir visas detta i en av spetsarna.

Algebraisk analys och konstruktion

Genom att algebraiskt bearbeta likheten
(1) kan det bli méjligt att bestimma re-
lationen mellan sidorna p& de likformi-
ga trianglarna AFG, BGA och ACD som
bygger upp pentagonen (pentagrammet).
Med substitutionen x = (a/b) kan ekvation
(1) skrivas

1+v5
2

D4 x idr ett positivt tal ar den enda 16s-
ningen x = (1 + v5)/2 (ett tal som bru-
kar betecknas med den grekiska boksta-
ven @ ("fi”), en matematisk konstant med
en mystik som kan jimforas med talet ),
som alltsd ir gyllene snittets proportio-

ner: a 1445
b~ 2
Det innebir att a=b(1+ v5)/2. Kinner
man sidan b kan alltsd sidan a konstrueras
utifran denna likhet som a=b/2 +V5b/2.
Utga fran sidan b, skapa en ritvinklig
triangel med b som ena kateten och b/2
som den andra kateten. D4 ir hypotenu-
san i den triangeln (enligt Pythagoras sats)
V5b/2. Genom att addera den lilla kate-
tens lingd till hypotenusan fas a! Kon-
struktionen av pentagrammet och penta-
gonen kan nu goras (med beteckningar
som i figur 1):

1
1+ —=x<=1+x=x*<=x=
X

Konstruera forst en gyllene triangel (t ex

ACD i figur 1)

1. Utga fran strackan CD, dvs den sida s
man 6nskar for sin pentagon.
Den stracka som soks ar da
1 V5
= —s+ =5
2 2
sa att forhallandet c:s ar gyllene snittet.
Bestam CD:s mittpunkt M (klassisk kon-
struktion)

2. Konstruera en normal N till CD genom D
(klassisk konstruktion)
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C M D
Figur 3. Del i konstruktion av en gyllene triangel

3. Satt passaren med spetsen i D och bly-
ertsen i M och rita en cirkel som skar N i
P och dra strackan CP. Da ar CP lika med

V5
5 S

4. Satt passaren med spetsen i P och bly-
ertsen i D och rita en cirkel som skar
CP:sfoérlangning i Q. Da ar CQ lika med

% s+ ‘2—5 s=d-s

5. Satt passaren med spetsen i C och bly-
ertsen i Q och markera en cirkelbage
mitt 6ver CD. Behall avstandet men satt
nu passarspetsen i D och markera en cir-
kelbage. Skarningen mellan dessa cir-
kelbdgar ar punkten A och den gyllene
triangeln ACD kan fullbordas.

Fullborda nu pentagonen (ABCDE i figur 1)

6. Stdll in passaren pa avstandet CD och
satt passarspetsen i C respektive A och
markera cirkelbagar mitt utanfor AC.
Skarningspunkten mellan dessa bagar
punkten B.

7. Behall passaren pa avstandet CD och
satt passarspetsen i A respektive D och
markera cirkelbagar mitt utanfér AD.
Skarningspunkten mellan dessa bagar
ar punkten E.

8. Nu ar punkterna A, B, C, D och E be-
stamda och bade pentagonen och/eller
pentagrammet kan fullbordas genom
att dra de strackor som saknas.

En gyllene pyramid

Klipper man ut ett pentagram i papper
och viker upp de gyllene trianglar som
sticker ut frén pentagonen i mitten tills de
mots i toppen, bildas en pyramid. Denna
vackra pyramid bor naturligtvis f4 namnet
den gyllene pyramiden. For att f4 en mer
stabil gyllene pyramid ir det dock bittre
att utgd frin en pentagon och vika lings de
strickor som det inre pentagrammet bil-
dar. Resultatet kan d4 se ut som i figur 4a.

Figur 4a. Efter vikning av tvd diagonaler i en
pentagon fds en gyllene triangel.

. |

Figur 4b. Alla vikningar gjorda for att forma py-
ramiden.
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Figur 4c. En gyllene pyramid vikt fran en pen-
tagon.

Den stora pyramiden i Gizeh i Egypten
brukar ofta kallas The Great Golden Pyra-
mid, beroende pa att det gyllene snittets
proportioner gir att hitta i konstruktio-
nen. Med beteckningen Golden Pyramids
saluférs ocksd i olika sammanhang sm&
pyramider med en kvadrat som bottenyta
och fyra gyllene trianglar som sidoytor —
tillverkade i guld ir dessa pyramider ocksé
gyllene i dubbel mening. En pyramid som
i figur 4c, dvs med en pentagon som bot-
tenyta och fem gyllene trianglar som si-
doytor, har jag diremot aldrig sett tidiga-
re, och inte heller lyckats hitta vid s6kning
pa internet, men det ir naturligtvis den
som bist berittigar till namnet den gyllene
pyramiden!

Néigra ytterligare figurer som litt kan
formas visas i figurerna nedan. En dub-
belpyramid med tio gyllene trianglar som
sidoytor fis om bottenytorna pa tva gyl-
lene pyramider sitts ihop (figur 5). Fort-
sitter man med tv pentagoner fran liget
i figur 4b ovan kan man sitta ihop dem
"spets mot spets” och {3 figur 6. Tar man
sin form i laget i figur 4b och vinder upp-
och-ner fis en vacker 3-dimensionell
stjirna som i figur 7. Man kan ocks3 sitta
tva sddana "botten mot botten”.

Figur 5. En dubbel gyllene pyramid.

Figur 6. En antiprisma av tvd pentagram.
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Figur 7. En gyllene stjcirna.

Mer matematik

For den som vill férdjupa sig i geometrin
kring figurerna som beskrivits hir finns
maénga storheter som kan beriknas. Nigra
exempel ir arean av en gyllene triangel
och av en pentagon, volymen av den gyl-
lene pyramiden ovan och arean av dess to-
tala begrinsningsyta (alla uttryckta i pen-
tagonens sida s), samt exakta virden for
sinus och cosinus av vinklarna 36° och 72°¢
Beriknar man pyramidens hojd H, penta-
gonens "radie” R (dvs avstdndet frdn dess
mittpunkt till dess horn) och avstindet
d frdn pentagonens mittpunkt till mitt-
punkten p4 en av dess sidor, hittar man en
del intressanta resultat som att
%I =2 och %I =D,

Dessa resultat innebir att fér vinkeln v
mellan pyramidens sidoyta och dess bot-
tenyta ar tanv = 2 och fér vinkeln u mel-
lan pyramidens sidokant och dess bot-
tenyta dr tanu = @ Det gyllene snittet
dterfinns alltsd pd mer in ett sitt inom
denna gyllene pyramid.
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Exempel pd internetadresser
om pentagram och pentagoner

Matematiska beskrivningar
mathworld.wolfram.com/Pentagram.html
mathworld.wolfram.com/Pentagon. html
www.georgehart.com/virtual-polyhedra/
pentagram.html
mathworld.wolfram.com/GoldenTriangle. html
alum.wpi.edu/~geezer/pentagram/pent.html

Historiska beskrivningar
www.angelfire.com/id/robpurvis/
pentagram.html
www.cs.utk.edu/~mclennan/BA/PP.html
skepdic.com/pentagram.html
www.symbols.com/encyclopedia/29/2913.html
www.flindersclubs.asn.au/pagan/paganism/
pentagram.html
www.fabrisia.com/pentagram.htm
freemasonry.bcy.ca/anti-masonry/
pentagram.html

Mysticism

www.i-am-a-i.org/read-only/xChapter_
1.5.html

wwws.irb.hr/~tust/Penta/Penta.html

Den stora (gyllene) pyramiden
www.innerx.net/personal/tsmith/Gpyr.html
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