Att andra arbetssatt och
kultur inom den inledande
aritmetikundervisningen

DAGMAR NEUMAN

Utgaende fran den holistiska kunskapssyn som representerar fenomenologin och

den fenomenografiska forskningsansatsen diskuterar jag i den hér artikeln obser-

vationer redovisade i min nu drygt tjugosex ar gamla avhandling, i boken Réknefdr-

dighetens rétter samt i en senare studie av hur barn dividerar. Observationerna galler

dels elever som deltar i specialundervisning i matematik i grundskolan, samt eleveri

gymnasieskolan som anser sig lida av matematiksvarigheter ', och dels skolnybérjare

som annu inte har undervisats i matematik. De visar

- att det som framst tycks fororsaka grava eller specifika matematiksvarigheter ar
atteleverna saknartalforestéllningar samt forstaelse for sambandet mellan defyra
raknesatten

- attsadanabegrepp och forestéllningar knappast utvecklas genom skolans tabell-
traning

- attmanga barnintuitivt borjar utvecklatalférestallningar fore skolstarten, samtidigt
med att de formar konkreta representationer som blir till abstrakta forestallningar
om tal.

Avslutningsvis stéller jag fragan: skulle den stora andel elever som nu lamnar grund-

skolan utan godkant betyg i matematik méjligen kunna reduceras genom ett para-

digmskifte inom den kultur som styr hur den grundldaggande aritmetiken behandlas

under de forsta skolaren?

En gdta dold i tva motsagelsefulla upplevelser

Under min 33-3riga larartjénst, 18 ar som l4rare i de tidiga skolaren och
15 ar som specialldrare pa grundskolans alla stadier och p& gymnasie-
skolan, instéllde sig stindigt en dterkommande fraga grundad pa tva
motsidgande iakttagelser:

1. A enasidan mirkte jag att minst en elev i varje klass fortfarande
vid slutet av sitt nionde skolar saknade dels férestillningar om de
tio bastalen f6r vart decimalsystem, och dels insikter om hur de
fyra riknesitten ir relaterade till varandra.
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2. A andra sidan observerade jag att ett, och ofta flera, barn i varje
nyborjarklass redan vid skolstarten hade format sévil férestill-
ningar om bastalen som insikt om relationen mellan addition och
subtraktion.

Den gita, som lag gémd i dessa ofdrenliga observationer gjorde jag till
forskningsfraga i mitt avhandlingsarbete (Neuman, 1987), dir jag inter-
vjuade 105 sjudriga nybérjare innan de annu hade undervisats i matema-
tik, och sedan genomférde ett tvadrigt undervisningsexperiment med
alla barn i tva av de intervjuade klasserna (39 stycken). I pilotstudier
hade jag tidigare intervjuat dldre grundskoleelever som deltog i specialun-
dervisning i matematik (Eriksson & Neuman, 1981) och gymnasieelever
som sjilva ansag sig lida av grava matematiksvarigheter. Trovirdigheten
ide slutsatser dessa studier ledde till f6rsokte jag utforska i en undersok-
ning av hur 72 barn i dldern 8-12 ar lirde sig multiplicera och dividera
(Neuman, 1999). Hur barn i interaktion med sin sociala milj6 skapar de
uppfattningar av tal de 105 skolnybérjarna visade sig 4ga i intervjustu-
dien forstod jag forst nér jag senare foljde och kontinuerligt noterade
hur mina tre barnbarn undan f6r undan - i princip fran ettarsadldern och
fram till skolaldern - tillagnade sig aritmetisk férstéelse (opublicerat). I
den hir artikeln sammanfattar jag och diskuterar de svar dessa studier
sd smaningom gav pa min forskningsfraga.

Teorier om kunskap och larande i slutet av 1900-talet

Jag inleder med att redog6ra for de kunskapsteorier som var aktuella nar
jag genomférde mitt avhandlingsarbete. Den fenomenografiska tradi-
tion jag sjilv representerar var da en helt ny, nistan okind, forskningsan-
sats. Pedagogiska undersékningar var under senare hilften av 1900-talet
oftast relaterade till behavioristiska teorier eller till kognitiv vetenskap.
Nir det gillde behavioristiska teorier var Skinners forstdrkningsteorier
utan konkurrens (se tex Stukat & Bladini, 1974). Den kognitiva vetenska-
pen representerades ddremot av tva inriktningar, en knuten till Piagets
teorier om barns kognitiva utveckling (se tex Carpenter & Moser 1984;
Fuson, 1988; Steffe, Cobb & von Glasersfeld, 1988) och den andra till infor-
mationsprocessteorier om arbetsminnet som en processor dir tinkandet
bearbetas och undan f6r undan komprimeras sé att kunskap kan lagras
pa ett alltmer littillgangligt sitt inom l&ngtidsminnet (se t ex Resnick &
Ford, 1981). Dessa bada kognitiva traditioner brukar ses som konstrukti-
vistiska. Det man vanligtvis betraktar som gemensamt f6r all slags kon-
struktivism &r att kunskapsutveckling ses som "uppbyggnad av mentala
strukturer” (Ernest, 1996, s. 335).

En tradition inom konstruktivismen som kallar sig radikal reser-
verar sig mot denna &vergripande definition. Aven den radikala
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konstruktivismen dr knuten till Piaget. Men enligt dess frimste foretri-
dare i var tid, den nu bortgingne filosofen Ernst von Glasersfelt (1990),
ar dess yttersta ursprung en kunskapsteori skapad av den italienske
1700-talsfilosofen Giambattista Vico. Enligt Vicos filosofi kan vi inte
med véra sinnen uppleva en virld utanfér oss sjilva, dven om vi kan ana
att en sddan virld existerar, nir "vi ibland misslyckas i vart sitt att agera
och tinka” (ibid., s.37).

Ur den radikala konstruktivismen vixte s sméningom en gren fram
som kallade sig social konstruktivism. Sociala konstruktivister intresserar
sig framst f6r hur kunskap utvecklasiinteraktion mellan minniskor. Ett
problem med den sociala konstruktivismen var, ur von Glasersfelds (1996)
perspektiv, att den tenderar att ta sociala ssmmanhang som ontologiskt
givna. Kallar man sig radikal konstruktivist, menade han, ser man den
andpre och hela den sociala kontexten som det egna jagets konstruktion,
existerande enbart inom detta jags upplevda virld (ibid.).

Aven om radikalkonstruktivismen drar tydliga grinser runt sin skol-
bildning, delar den i ett avseende sin syn pa kunskapens tillblivelse savil
med 6vriga kognitiva traditioner, som med behaviorismen. Lirande ses
alltid som en uppbyggande process, dir sma kunskapsbitar férenas till
storre helheter. En vattendelare mellan behavioristisk och kognitiv
forskning 4r ddremot synen pa vad som ska studeras. Inom behavioris-
men studerar man minniskans yttre beteende, till exempel hur ménga
fragor en elev kan besvara korrekt i ett test, medan man inom den kog-
nitiva vetenskapen har ambitionen att studera manniskans medvetande:
tankeprocesser och nivder i tinkandets utveckling. Informationspro-
cessteoretikerna Resnick och Ford (1981) forklarar exempelvis att de
vill veta "vad som pdgar i barns huvuden” (s.34) och de radikala kon-
struktivisterna Steffe, Cobb och von Glasersfeld (1988) talar om barn
som "perceptuella” eller "abstrakta riknare”, beroende pé vilken kognitiv
utvecklingsniva de anses ha nétt (s. 4).

Inom behaviorismens vokabulér existerar inte ordet medvetande. Det
blev den fackpsykologiska eliten i Leningrad yrvaket medveten om 1924,
nir den 26-arige totalt okidnde, och dnnuicke disputerade psykologen Lev
Vygotskij i ett brilliant anférande kraftfullt betonade nagot fér dessa
vetenskapsmin sé kontroversiellt som att vetenskaplig psykologi inte kan
ignorera ménskligt medvetande (Bréten, 1988; Vygotsky, 1980; Wertsch,
1985). Vygotskij kom s& smaningom att féretrida den kulturhistoriska
eller sociokulturella tradition, som runt sekelskiftet snabbt bérjade vinna
insteg i visteuropeisk psykologi och pedagogik. Hans filosofi handlade
om relationen mellan kultur och medvetande och den enhet han valde
for sin analys av denna relation var mening, meningen i de ord vi anvinder.
Ordens kontinuerligt férdndrade mening speglade enligt Vygotskij var
egen och vér kulturs stindigt forindrade medvetande om virlden. Sitt
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mest kianda verk Téinkande och sprik avslutar han med orden: "Medvetan-
det avspeglar sig i ordet, s som solen i en liten vattendroppe” (Vygotskij,
1999, 5. 474).

Som vi kommer att se i nista kapitel skiljer sig de forskningstraditio-
ner jag har beskrivit hir avsevirt frin den nya och litet trevande, men i
mitt tycke spinnande, fenomenografiska ansatsen som jag valde att utgé
ifrdn i mitt eget arbete. Den tradition som i vissa avseenden kan sigas
std ndrmare fenomenografin 4n de 6vriga dr Vygotskijs kulturhistoriska
tankar om hur de stindigt férindrade meningarna i vara ord avspeglar
var ideligen forandrade uppfattning av virlden och dess ting. Vygotskij
kinde vil till den kunskapsfilosofi som foretriddes av Edmund Husserl,
grundaren till den filosofi fenomenografin utgr ifran.”

Husserls fraga: hur ar kunskap majlig?

Hur dr kunskap mdijlig? var den fraga som vid bérjan av det férra seklet
ledde matematikern Edmund Husserl in pa den filosofiska banan. "Hur
kan det som finns dir ute komma in i vart medvetande”, undrade han, nir
han lade grunden till den filosofi vi kallar fenomenologi (Husserl, 1989,
s.41). Ungefir tre kvarts sekel senare féreslog professor Ference Marton
vid Goteborgs universitet att fenomenologin skulle tas till utgangspunkt
f6r den pedagogiska forskning som dir bedrevs av den s kallade INOM-
gruppen’, och att ordet fenomenografi skulle bli beteckning f6r den nya
forskningsinriktningen (Marton, 1981). Fenomenologi betyder ldran om
fenomenen och fenomenografi beskrivning av fenomenen. Ett fenomen &r
helt enkelt ett objekt s& som det framtrider for oss. Det vill séiga sd som vi
upplever det. Fenomenografiska undersékningar handlar oftast om hur
vi upplever abstrakta ting, till exempel demokrati, religion eller lirande,
eller om hur begrepp inom olika skolamnen uppfattas av elever pé skilda
skolstadier, eller av vuxna i olika dldrar och inom skilda yrkesgrupper
(Marton & Booth, 2000).

Ference Marton erbjéd sig att bli handledare f6r min avhandling och
introducerade mig i den fenomenologiska filosofi som fenomenogra-
fisk forskning utgar ifrén. "Fenomenologins intresse ir inte den féardig-
gjorda virlden” (Husserl, 1970, s. 177). Den studerar inte hur ett ting rent
objektivt dr utan hur det stindigt hdller pd att bli och hur det framtriader
inom det minskliga medvetandet pé olika nivéer av sin tillblivelse. Ting,
foremal, objekt eller saker dr ord Husserl definierar som ett "nagot 6ver-
huvudtaget”, som allminna féremalsbegrepp, oumbirliga for vetenska-
pens sprak (Husserl, 2004). Han anvinder dem sledes dven f6r abstrakta
begrepp, som aritmetik eller geometri, och jag kommer fortsittningsvis
att bruka dem pa samma sitt.
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Aven fenomenografin underséker ménniskors sitt att uppleva tingen
som process, inte som produkt. Fér att utforska hur ett ting framtriader i
varierande form for olika manniskor under denna process intervjuar fors-
karen en viss grupp minniskor om hur de upplever objektet f6r under-
s6kningen. Sedan skrivs de ljud- eller videoinspelade intervjuerna ut och
intervjusvaren granskas for att slutligen placeras i cirka ett halvdussin
olika svarskategorier. Innan ett svar tillfors en viss kategori analyseras
det noggrant, sa att varje kategori tydligt kan sirskiljas frin varje annan.
En ny svarskategori formas, nir ndgon visentlig del eller detalj av objek-
tet framtrider, som inte har gett sig till kinna i de tidigare kategorierna.
Arundersokningen tillrickligt omfattande formar kategoribeskrivning-
arna en utvecklingsmodell, d4r objektet alltid finns med som det vad
modellen skildrar, men dér de senare kategorierna av svar avsldjar detta
vad pé ett tydligare sitt &n de tidigare. Hela objektet framstér ndmligen
iny dager varje gdng en ny aspekt har tillkommit.

Desenare kategoriernaimodellen avsléjar sdledes tingetimer "fardigt”
—eller, som Husserl brukade siga mer "giltighetsmittat” — skick (Husserl,
1989, s.54). En uppfattning kan aldrig vara "ritt” eller "fel”. Men den
kan vara mer eller mindre giltighetsmittad i meningen befinna sig mer
eller mindre 1angt ifrn de definitioner av objektet som senast har utta-
lats inom vetenskapen. Eller kanske — dtminstone som tankbar majlig-
het — passera dessa. Ibland kan ocksé négra svar forma parallella kate-
gorier, som visar pa en alternativ utveckling eller i olyckliga fall pd en
atervindsgriand (Neuman, 1987).

Till skillnad frén studier genomférda inom kognitiva vetenskaper av
olika slag handlar fenomenologiska studier siledes inte om mental utveck-
ling och har inte ménniskan eller hennes medvetande som forsknings-
objekt. De handlar om hur ett specifikt objekt, till exempel aritmetiken,
framtrider for oss pé varierande sitt, i Husserls undersékningar fran
urtid till nutid. Forskningsobjektet i exemplet 4r alltsé aritmetiken, inte
det minskliga medvetandet. Eller kanske mer korrekt: det dr den stdin-
digt fordndrade relationen mellan aritmetiken och vart medvetande om arit-
metiken. Fenomenografiska undersdkningar har samma inriktning men
begrinsar sig vanligen till mindre omfattande studier.

Den fenomenologiska kunskapsfilosofin ér holistisk. Den ser kunska-
pande som en process inom vilken ett fran borjan vagt, men 4nda i sin
helhet uppfattat objekt, undan f6r undan differentieras, s att dess delar
allt tydligare framtrider och blir littare att sirskilja. Den skiljer sig alltsd
fran en atomistisk kunskapsfilosofi inom vilken kunskapande ses som en
uppbyggande process, dir en fran boérjan okidnd helhet efter hand sam-
manfogas av manga mindre delar. Aven i detta avseende ir siledes den
fenomenologiska kunskapsfilosofin totalt atskild frén de behavioristiska
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och kognitiva vetenskapernas epistemologi. Kunskapande ir naturligt-
vis aldrig enbart en differentierande process. Men den som utgar frn
en holistisk kunskapssyn, ser de uppbyggande, syntetiska dragen i kun-
skapandet inbegripna inom ett 6verordnat analytiskt, stindigt pdgdende
blottliggande av det objekt som undersékningen handlar om.

I vart mest ursprungliga méte med ett objekt dr ju detta nagot for oss
annu okint. Vi férmér dé inte ligga mirke till det pa ett fullt medvetet
sdtt, utan ser det snarare som underlag f6r ndgot vi forvintar oss att sd
smaningom stifta nirmare bekantskap med. Men likafullt blir allt till
fran detta tidigt uppfattade underlag, som sedan avsl6jar nya sidor varje
gang det visar sig pa nytt, siger Husserl (1973). S& lidnge vi fortsitter
att intressera oss for ett objekt upplever vi det kontinuerligt i alltmer
fullkomnat, men aldrig i fullbordat skick. "Principiellt kvarstér alltid en
horisont av bestimbar obestimdhet” (Husserl, 2004, s. 140-141).

F6r smé barn bérjar det objekt vi kallar aritmetik framtrida i form
av ord de hor oss vuxna uttala. Ord som gang efter annan upptrider
tillsammans med andra speciella ord och som ibland tillsammans med
dessa ingdr i en ramsa, till vilken rorelser av ett eller annat slag utférs.
Barns strivan dr att forstd och lira sig anvinda vuxnas ord pa ett korrekt
sidtt. Men rikneorden &r, som den engelske 1700-talsekonomen Adam
Smith uttrycker det, ndgra av de mest abstrakta termer manniskan kan
finna uttryck for (Smith, refererad i Struik, 1966). Visserligen kidnner
ofta tvaaringar,da och da redan ettdringar, till ndgra rikneord, och ibland
ocks3 en liten del av rikneramsan.’ Men inte férrin i slutet av tredrs-
aldern borjar de ndgorlunda forsta rikneordens innebdrd och hur de
ska anviinda dem for att rikna efter hur ménga det finns av ndgonting
(Wynn, 1992; Brissiaud, 1992).” Enligt internationell forskning, och dven
i 6verensstimmelse med vad jag sjilv har markt som ldrare och forskare,
kan det emellertid f6r en del barn ta fem—sex ar eller merinnan de forstér
detta pa ett sddant sitt att de kan f6lja undervisningen i addition och
subtraktion nir de borjar skolan (Hughes, 1986; Munn, 1997).

Inom fenomenologi och fenomenografi utgdr man inte fran tidigare
existerande teorier eller fran resultat erhallna inom andra forskningstra-
ditioner. Ddremot kan frigor som kvarstar fran tidigare forskning under-
sokas med utgingspunkt fran ett fenomenologiskt perspektiv. Det kan
saledes 4nda finnas skil att inledningsvis diskutera resultat frén annan
forskning inom omradet. Att beskriva resultat olika forskningstraditio-
ner har framlagt, och fragor de inte har kunnat besvara, dr emellertid
omdijligt utan att gé in pé respektive traditions epistemologi och meto-
dologi. D4 utrymmet i denna artikel inte medger en sddan utférlig och
rittvisande redogorelse, har jag hir istillet valt att senare i artikeln géra
en jamforelse pd mer 6vergripande niva.
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Subtraktion — det viktigaste av de fyra raknesatten

Utgér man frén en holistisk syn pé kunskap och en analytisk syn pé kun-
skapande, kan subtraktion betraktas som det mest ursprungliga av arit-
metikens fyra riknesitt. [ subtraktion granskar man en fran bérjan otyd-
ligt framtridande helhet, i avsikt att urskilja dess lika eller olika delar och
studera hur delarna ir relaterade till varandra och till helheten. Aven i
division utgar man fran en helhet, men da fran en som enbart delas upp i
lika delar. Fér elever handlar subtraktion och division alltsd om att starta
med helheten och att s6ka delarna. Addition och multiplikation ddremot,
handlar om att starta med delarna och att séka helheten. Dir fogas tvé
eller flera tal samman och blir till delar i en frdn bérjan okdnd helhet.

Att 1ata barn uppticka hur de tio bastalen i vart decimalsystem kan
delas upp i lika eller olika delar, nidr man subtraherar, borde nist efter
den allra viktigaste av de tidiga malsittningarna - att hjilpa dem f6rstd
rakningens och rikneordens innebdrd - vara det priméra maélet for de
forsta skoldrens aritmetikundervisning. Manga elever tycker emellertid
att subtraktion &r ett svarare riknesitt dn addition, vilket gér att man
ibland vintar med att presentera det tills additionen dr inférd (Starkey &
Gelman, 1982). Leif Hellstrom (1985) berittar exempelvis hur ett barn i
arskurs 2, som fér i uppgift att skriftligt besvara fragan “vad ir roligast
och vad ir trakigast med matten”, skrev: "Roligast att det finns plus, tré-
kigast att det finns minus” (Hellstrém, 1985, férord). I det hir kapitlet
forsdker jag reda ut vad det kan vara som goér "minus” sé trakigt for en
del elever.

For det férsta kan barn uppleva problem med subtraktion, diarfor att
de ibland uppfattar riknesittet som addition. Det gor de till exempel
ofta i subtraktion av typen "Du har 2 saker och behover 9; hur ménga
fattas?” (2 +_=9), medan de alltid upplever subtraktion av typen "Du har
9 saker och férlorar 7, hur manga ir kvar?” (9 -7 =_) som subtraktion. I de
intervjuutdrag jag tar som exempel i artikeln har de refererade uppgif-
terna alltid varit verbalt formulerade. Men av utrymmesskil kommer jag
hir fortsittningsvis oftast att presentera dem enbart med deras nume-
riska innehall, t ex som 2+_=9 eller 9-7=_. Ménga barn forknippar
vidare addition med framéatrikning och subtraktion med bakétrikning
(Carpenter & Moser, 1982; Eriksson & Neuman, 1981; Gray & Tall, 1994;
Svensson & Sjoberg, 1982). Forstar de inte heller att om 9 -7 dr 2, sd méste
2+7 vara 9, inser de knappast att de kan vilja mellan att ga framét eller
bakat nir de subtraherar, och da blir det svart att 16sa de tva problemen
ovan. Forstdr man subtraktionsuppgiften 2 +_=9 som addition, tvingas
man namligen att rikna upp alla ord f6r den okidnda addenden - "tre,
fyra, fem, sex, sju, atta, nio” — och samtidigt halla reda pa hur manga de
ir, istdllet for att baratinka 9 -7 = 2.
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Nir jag i min avhandlingsstudie intervjuade de 105 sjudriga nybérjarna,
16ste ett par—tre barn i varje klass detta problem genom att rikna upp
eller tinka pé alla orden i talets okinda del, men utan forstaelse for att de
samtidigt méste halla reda pad hur ménga de uppriknade orden var. Sedan
svarade de helt enkelt: "Nio fattas” (Neuman, 1987,s.119-125; Neuman,
1989, s.79-81). Dessa svar var i linje med den insikt barnen hade tillignat
sig, nar de nyligen upptickte rikningens mening: det sist uppriknade
ordet berittar om hela det riknade antalet. Men det sista ordet — nio — &r
inte det ritta svaret till problemet 2+_=9, dir man ju inte frigar efter
hela antalet utan efter den del av helheten som fattas.

Flertalet barn hade emellertid bérjat inse att det sista ordet inte kan
vararitt svar pd uppgiften 2 +_=9, men férstod 4ndé inte hur de skulle gé
tillvaga for att ta reda pd exakt hur mdnga som fattades. De uppskattade
da ofta svaret till "sex ... eller &tta ... eller kanske sju...” (Neuman, 1987,
s.137-139; Neuman, 1989, s.102-107). Att uppskattningarna i regel var
rimliga, berodde férmodligen pé att barn tidigt tycks uppleva ord lingre
bort i rikneordssekvensen som beteckningar fér stérre tal, &n ord som
kommer tidigare. Orden ett, tv, tre ser de som uttryck for smd tal, orden
fyra, fem, sex som uttryck fér mellanstora och orden sju, dtta och nio som
uttryck for stora tal (Siegler & Robinson, 1982). Och i uppgiften 2 +_=9
var det ett stort tal som fattades.

Nir barn har avverkat sina forsta tva—tre skolar, har de emellertid for
langesedan bérjat f6rstd att skolan inte tolererar littvindiga och opre-
cisa svar pa ridknebéckernas uppgifter och att uppskattningar ses som
slarv. D3 hinder det att ett och annat barn kommer pé idén att forséka
rikna de uppriknade orden. For att 16sa subtraktionsuppgiften 2+_=9
ma3ste de di rikna: "Tre ", fyra™, fem ™, sex™™, sju™™® &tta*™ nio¥*” och
svara sju, vilket — som de amerikanska forskarna Leslie Steffe och Paul
Cobb siger - forutsitter insikt om att "varje sekvens av rikneakter sjilv
kan bli raknad” (Steffe, Cobb & von Glasersfeld, 1988, s.6). Att rikna de
uppriknade orden med andra rikneord innebir emellertid att utféra en
kognitivt mycket krdvande dubbelrikning, som barns arbetsminne oftast
saknar kapacitet fér. Och s& smaningom brukar de komma underfund
med att rikneorden &r lattare att rikna med hjilp av fingrarna (Steffe et
al., 1988). De sitter da upp ett finger f6r varje uppriknat ord och avldser
nir de kommer till det sista ordet, i detta fall ordet nio, att sju fingrar ar
uppsatta och att uppgiftens svar alltsd méaste vara "sju”. Detta ir det van-
ligaste séttet att dubbelrikna i subtraktionsuppgifter uppfattade som
addition, ett sitt ocksd vi vuxna slentrianmissigt anvinder da och da.

En férutsittning fér mojligheten att dubbelrikna med hjilp av fing-
rarna ir att man direkt, utan rikning, kan avldsa hur ménga fingrar som
man har satt upp for att rikna orden. Det vill séiga att man efter avslutad
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upprikning, direkt kan se handen plus tva fingrar som sju, handen plus
tre som dtta och sé vidare. Cirka tva tredjedelar av det antal skolnybdrjare
jag intervjuade hade dnnu inte lirt sig uppfatta s ménga fingrar som sju,
atta eller nio utan att forst rikna dem (Neuman, 1987). De hade alltsd
inte férutsattningarna som krivs fér dubbelrikning, Men inte heller fér
de 6vriga nyborjarna sdg dubbelrikning ut att vara en metod av intresse.
Ett fatal barn férsokte sig ibland pé nagot slags dubbelriakning nér de
adderade, men ingen dubbelriknade i subtraktion (Neuman, 1987).

Fé6r de dldre barn ddremot, som konsekvent knyter addition till framat-
och subtraktion till bakatrikning, blir dubbelrikning oftast den enda
subtraktionsmetoden. De dubbelriknar framat i additivt upplevda och
bakét i subtraktivt upplevda uppgifter, sa snart den okénda termen &r
storre dn tre. Bakatrikning inbegriper emellertid fler problem 4n kravet
pa dubbelrikning. Dels gar sekvensen av bakét uppriknade ord i en
annan riktning, 4n den ord- eller fingersekvens som ridknar orden och
dels kan bakatrikningen ske pa tva olika sitt.

Oftatianker barn fortfarande konkret nir de borjar rikna bakét. [ upp-
giften 9-7, till exempel, forestiller de sig att de har lagt upp nio saker och
finner det sedan naturligt att forst ta bort den sist upplagda saken, den
som de da hade knutit till ordet "nio”. Hur metoden ser ut visar ett barn
som i mina intervjuer ska ta reda pd hur manga av nio knappar jag har
gomt, nir han bara kan se tre av dem. Han pekar da pé en av de tre knap-
parnaitaget och siger: "Nian gir bort ... dttan gér bort ... sjuan gér bort ...
sex kvar”, Denna metod anvinde alla nybérjare som férsékte rikna bakét
i min undersdkning, och ocksa alla barn i ett undervisningsexperiment
med sex—sjudringar redovisat av Steffe et al. (1988). Detta trots att inga
saker var synliga i de problem dessa barn hade fatt att 16sa.

Nir de saker som ska tas bort inte gir att se, maste man emellertid
halla reda pa hur manga orden som representerar dem &r — dtminstone
om de dr fler dn tva—tre stycken. Man méste alltsd dubbelrikna. I uppgif-
ten 9-7 =_ser d& dubbelrikningen ut s& hir: nio' 6" §tta?finer gjy’finer
sex*fingrar fem®fingrar fyrabfingrar tre’fingr [Jnder denna ldnga bakétrikning,
dir ordsekvens och fingersekvens gar &t olika héll, blir det emellertid i
laingden svart att héllareda pé vilka ord som representerar den del av talet
som tas bort och vilka som representerar den del som sedan aterstar. De
barn som éverhuvudtaget orkar slutféra proceduren, svarar dirfor ofta
dven i detta fall med det sist uppriknade ordet: "tre”. Men ordet tre anger
varken hur ménga som har tagits bort eller hur manga som &r kvar. De
borttagna sakerna representeras hir av de sju uppsatta fingrarna, inte av
det sist uttalade ordet. De saker som aterstdr representeras diremot av
orden tvd och ett, vilket betyder att det bara dr tva saker kvar, inte tre. Jag
har kallat denna metod rikna bort (Neuman, 1987, 1989).°
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Metoden "rikna bort” ser emellertid ganska snart ut att férsvinna och
ersittas med en metod jag kallar rdkna bakdt (Neuman, 1987, 1989). Barn
som "raknar bakat” bérjar sin dubbelrikning bakat med "&tta” i stillet for
med "nio” i uppgiften 9-7 =_. I mitt arbete som speciallirare antog jag
lange att logiken i deras metod var att 14ta varje uppriknat ord represen-
tera det antal saker som aterstod, allt eftersom en i taget hade tagits bort.
Men den férklaringen fick jag aldrig, nér jag fragade dem. Deras forkla-
ringar brukade vara att mamma, pappa, ndgot syskon eller ndgon kamrat
hade sagt att det var littare att rikna sé. Eller oftare: "For sd har Hasse
[liraren] sagt att man ska géra”. Metoden kunde ocks3, antog jag, vara en
foljd av att tallinjen, ibland ersatt med en linjal, ofta anvindes i under-
visningen utan att man klargjort vad som skulle riknas: mellanrummen
mellan siffrorna eller siffrorna sjélva. Den amerikanska forskaren Karen
Fuson menar att tallinjen visserligen kan tjina som en "komma-till-rétt-
svar teknik”, men att det 4r tveksamt om den hjilper barn forsta "ta-bort”
subtraktion (Fuson, 1984). Sjilv antar jag att metoden "rikna bort”, till
skillnad fran metoden "rikna bakat”, &tminstone inledningsvis kan ha
en viss mening for barnen, dven om den inte dr mojlig att utveckla till
abstrakt aritmetiskt tinkande. Fuson diremot ser bdda metoderna som
utantillinldrda och 14tt forvixlade tekniker, vilka leder till ménga +ett
fel (Fuson, 1984).

Efter denna genomgéng &r det l4tt att inse varfor "minus” f6r manga
barn kan bli det "trakigaste” med matten. Sammanfattningsvis uppstar
foljande fyra svarigheter med riknesittet f6r barn som inte forstér att
man kan vilja mellan att gi framét eller bakat ndr man subtraherar:

1. Den okinda termen blir ofta s8 stor att de inte kan uppfatta den
utan dubbelrikning.

2. Idubbelrikning bakat gar den sekvens som utgérs av de upprik-
nade orden &t ett hall och den fingersekvens som riknar orden 4t
ett annat.

3. Bakéatrikningen kan genomféras med tva olika metoder. Barn som
"riknar bort” borjar i det valda exemplet, 9—7, med ordet nio och
slutar med ordet tre, varvid det sist uppriknade ordet inte blir ritt
svar. Barn som "riknar bakat” bérjar diremot med ordet &tta och
slutar med ordet tv3, varvid det sista ordet blir det riitta svaret, men
utan att de forstédr varfor.

4. De tva metoderna blandas ofta samman vilket resulterar i manga
*ett fel.
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Sévil svenska som internationella forskare har visat pa de svarigheter
med bakatrikning, som jag har tagit upp har. Att rikna bakéat kan vara
en fasansfullt arbetsam process, siger till exempel den engelske forska-
ren Eddie Gray. "Att iaktta ett barn som riknar bakat pa detta sitt” (nir
orden som ska riknas &r fler 4n tre-fyra stycken), tillagger han, "dr en
véldsam anklagelse mot de undervisningsmetoder som 6verser med det”
(Gray, 1991, 5.572). En del forskare férmodar, liksom jag sjilv gor, att barn
aldrig lar sig dubbelrikna bakat innan trianingen av subtraktionstabel-
len har paborjats (Carpenter & Moser, 1982, Svensson & Sjéberg, 1982).
Det &r forvadnande och beundransvirt att redan 8tta—niodringar
borjar anvinda en metod, som kréver s& avancerad kognitiv utveckling,
sd mycket energi och sé stor koncentration som dubbelrikning. Men lika
beundransvirt som det ar att de kan anvinda metoden, lika beklagans-
virt dr det att den for ménga har blivit en vanemissigt anvind metod.
Dubbelrikning anvind som huvudmetod i addition och subtraktion
blockerar ndmligen méjligheterna att utveckla huvud- och éverslagsrik-
ning och saledes alla férutsittningar for vidare utveckling av aritmetiskt
tinkande. Men tyvirr blir dubbelrikning den enda metod som star till
buds for de elever, som inte tidigt uppticker sambandet mellan addition
och subtraktion. De hamnar d4rmed i en atervindsgrind, som de séllan
kan ta sig ur utan professionell hjalp (Gray & Tall, 1994; Neuman, 1987).

"Grava” eller "specifika” matematiksvarigheter
Fére mitt avhandlingsarbete genomférde jag nagra pilotstudier, en dir
jag tillsammans med en kollega, Rigmor Eriksson, intervjuade 31 elever
i ldern sju-tolv &r som deltog i specialundervisning i matematik (Eriks-
son & Neuman, 1981) och dessutom nigra med hégstadie- och gymnasie-
elever som sjilva ansag sig lida av grava matematiksvarigheter. De hade
samtliga hamnat i denna &tervindsgrind. Ingen av dem hade upptickt
att man kan vilja mellan framét- och bakétrikning i subtraktion, och
alla saknade férmaga att rikna i huvudet. Detta trots att flertalet av dem
enligt sina ldrare presterade normalt eller 6ver normalt i andra d&mnen,
bland annat i sprak. Jag presenterar hir ndgra utdrag ur de ljudinspelade
intervjusamtal jag forde med dessa elever.

En elevidrskurs 7 funderar exempelvis linge 6ver subtraktionsproble-
met 2 +_=9innan hon svarar "sju”. Direfter fortsitter vart samtal s hir:

— Hur kom du p3 att det var sju? Jag sdg att du tinkte en bra stund innan du
visste det ...

- Jag riknade pd mina fingrar

- Hurda?
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- Tva... tre, fyra, fem, sex, sju, atta, nio ... det var sju fingrar
(Neuman, 1987, s.30; Neuman, 1989/ 1993, s.43)

Uppgiften 10-7 16ser hon sedan genom att dubbelrikna bakat fran nio
och svara tre (Neuman, 1987, 1989).

De gymnasieelever jag intervjuade uppvisade liknande problem. Inte
heller de kunde rikna i huvudet, men tyckte vid sjutton ars &lder att det
var genant att rikna pa fingrarna och férsékte hitta alternativa sitt for
att 16sa de enkla intervjufragorna. En flicka funderar exempelvis under
sex sekunder 6ver uppgiften 2+_=09, innan hon svarar: "Det méste bli
sex ....” Vi fortsitter sedan samtalet s3 hir:

— Mmm ... kan du tala om f6r mig hur du kom pé det?
- Tva plus sex ir nio
- Hur tinker du nir du vet det?

— [Fem sekunders paus| Jag tinkte sex ... nej, det ir de’ inte ... fem ... nej de’ e’
fel ... sju plus tva ska de va' i nian

(Neuman, 1987, 5.30-31; Neuman, 1989, s.43)

Férst ser denna elev ut att prova sina tabellkunskaper och tror sig da
minnas att tva plus sex dr lika med nio. Men nir jag fragar hur hon kom pé
att det var sex som fattades, kontrollerar hon sitt svar, férmodligen genom
att rikna tva steg framét frin det st6rre talet sex, varvid hon kommer till
atta. Inte forrén i sin tredje uppskattning dr hon siker pé att ha svarat
ritt, antagligen efter att dterigen tyst ha riknat tva steg framét och da
kommit till nio. Hon inser inte att hon helt enkelt kan tinka 9-2=7.

En annan gymnasieelev utgér, nir hon 1ser problemet 13-6=_, frn
tanken att sex plus sju maste vara tretton, eftersom sex plus sex &r tolv,
men hejdar sigomedelbart och séiger "Nej ... de’ hir e’ minus...” (Neuman,
1987, s.31; Neuman, 1989, s.43).

Hon forstar inte att om 6 + 7 =13 maste 13- 6 vara 7 och 16ser till sist
problemet genom att dubbelrikna sex steg bakit med bérjan frén tolv
och svara sju.

For att lara sig multiplicera kravs fardigheter i huvudrakning

Inledningsvis fragade jag i mina intervjuer med gymnasieeleverna om
de kom ihég nir deras svarigheter hade uppstatt. Ofta forklarade de da
att matte var ndgot de hade avskytt sé langt de kunde minnas tillbaka.
Men att problemen hade bérjat mirkas pé allvar, nir de trots ihardig
trining och nistan 6verminskliga insatser fran lirare och forildrar,
aldrig lyckades ldra sig multiplikationstabellen. Deras svar pd intervjufra-
gorna avsl6jade att dessa problem inte hade orsakats av brist pa vilja och
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anstringning vare sig frdn dem sjilva eller fran deras lirare eller forild-
rar utan berodde pa avsaknad av de foérutsittningar som kravs for att
lara sig multiplicera: forméagan att utféra upprepad addition (Fischbein,
Deri, Nello & Marino, 1985). Det vill siga, att addera samma tal uppre-
pade génger, till exempel sju, florton, tjugoett, tjiugodtta, fér att ta reda pa
vad fyra gdnger sju dr. Upprepad addition dr omdijlig att genomféra utan
fardigheter i huvudrikning, vilket var just vad dessa elever saknade.
Upprepad addition dr visserligen varken det bekviamaste eller det van-
ligaste sattet att multiplicera pd. Men det 4r en ovillkorlig betingelse for
mojligheten att ta sig fram till de produkter man s6ker, om man inte kan
multiplikationstabellen. Dubbelriknar man for att addera och subtra-
hera, maste man nimligen trippelrikna for att multiplicera: man maste
dels rikna det antal ord man ging pa gang adderar och dels rikna hur
maénga gdnger man adderar dem. Det visar den sjundeklassare jag tidigare
refererade till, ndr hon pd min uppmaning férsoker rikna ut vad 7 x 8 ar.
Efter att ha sagt "atta, sexton”, ser jag hur hon gang pé gang sa omirkligt
som mojligt rér atta fingrar medan hon viskar: ... sjutton, arton, nitton,
tjugo, tjugoen, tjugotva, tjugotre, tjugofyra ... tjugofem, tjugosex ...” och
sd vidare, tills hon har kommit en bit f6rbi "trettiotva”. D& uppticker hon
att hon inte vet hur manga ganger hon har riknat de itta fingrarna, varvid
hon ger upp forséket (Neuman, 1989, s. 44). Fleraav de gymnasieelever jag
intervjuade, och dven ett par vuxna som deltog i pilotstudierna, konsta-
terade att det dr omojligt att ta reda pa hur mycket exempelvis sju gdnger
atta dr, om man inte kan tabellen. Och alla uttryckte 6vertygelsen att
"minniskor med matematiksvarigheter” inte har en chansatt ldrasig den.

Bastalens del-helhetsmoénster — aritmetikens embryo
Méjligheten att utféra upprepad addition kriver fardighet i huvudrik-
ning och firdighet i huvudrikning forutsitter i sin tur goda férestill-
ningar om de tio bastal som &r grunden f6r vart decimalsystem, uppde-
lade i tva delar pa de 25 sitt det &r mojligt att dela upp dem (figur 1). Jag
inférde i min avhandling uttrycket "de tio basbegreppen” eller ibland
"de 25 kombinationerna” for att tala om dessa aritmetikens grundstenar,
lika nédvindiga for aritmetisk utveckling, som kunskap om bokstiver
och ljud &r f6r utveckling av lds- och skrivfiardigheter (Neuman, 1987).

En definition av att ha insikt om basbegreppen &r att ha utvecklat
sddana forestillningar om de tio bastalen, att man direkt kan se kom-
binationen 6|2|8 som 6 +2=8,2+6=8,8 -6 =2eller 8 - 2 = 6. Det
vill siga férestillningar dir additionens kommutativa egenskap, liksom
upplevelsen av sambandet mellan addition och subtraktion, omedelbart
och osokt framtrider pa ett sjélvklart sitt. Lingre fram i artikeln visar
jag ménga exempel pd hur sddana forestillningar blir till.
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Tva Tre Fyra Fem Sex Sju Atta Nio Tio
M2 213 31114 45 5016 617 78 819 91|10
2214 325 426 5]2]7 628  7]219 8210

3316 4317 5318 6319 7310

4/4/8 54|19 6410

5/5/10

Figur 1. De tio bastalens 25 kombinationer

Nir barn har utvecklat férestillningar om basbegreppen, dger de redskap
som gor det majligt for dem att lira sig utféra upprepad addition och
ddrmed att lara sig multiplicera. I ett undervisningsf6érsék som ingick i
avhandlingsprojektet, och som jag senare dterkommer till, fann vi flera
sitt att i konkret experimenterande lata eleverna uppticka hur litt det
ir att addera och subtrahera inom hogre talomréden, om man kénner till
de 25 kombinationerna och kan anvinda denna kunskap for att dela upp
det adderade eller subtraherade talet vid tiotalsgrinserna (Neuman, 1987,
1989). Och kan man utan behov av rikning addera och subtrahera 6ver
tiotalsgrinserna, blir upprepad addition en enkel operation. Tar vi sexans
tabell som exempel vet flertalet barn att 6 +6 =12 langt innan de bérjar
multiplicera. Att man kommer till arton, om man sedan adderar entalet
itolv med sex — det vill sdga att 12 +6=18 - ir sjilvklart f6r de barn som
kinner till basbegreppen och saledes vet att 2 + 6 = 6 + 2. Lika enkelt
blir det for dessa barn att fortsitta den upprepade additionen genom att
dela upp talet sex i 2 + 4 vid nasta 10-talsgriansen och tinka 18 ... 20, 24.
Sedan ir det bara att addera vidare pa samma sitt.

Men den mest fundamentala frgan kvarstar: hur tillignar sig barn
de tio basbegreppen, det vill siga forestillningar om de tio bastalens
tjugofem kombinationer? Utan att fa svar pd den frigan kan vi varken
lara dem upprepad addition eller multiplikation. Frigan "Hur tillignar
sig barn de tio basbegreppen?” blev diarfér den mest angeldgna for min
planerade avhandlingsstudie: dess specifika forskningsfriga.

Tabelltraning kan hindra utveckling av talforestallningar

Ofta tycks man tro att barn utvecklar férestéllningar om tal och relatio-
ner mellan tal genom tabelltrining. Men skulle det vara méjligt att lira
de fyra tabellernas hundratals fakta, utan férstielse for

- den kommutativa egenskapen hos addition och multiplikation

— och utan insikt om sambandet mellan addition och subtraktion
respektive multiplikation och division?
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En allmin uppfattning ar att forstielse for dessa aritmetiska lagar s
smaningom pa nagot vis utvecklas under de &r tabelltriningen pagar. S&
ar det ocksé fér manga barn. Men f6r barn som dnnu inte har mirkt att
sddana lagar existerar, torde tabelltriningen snarare himma #n frimja
deras moijlighet att uppticka dem. I tabellerna introduceras exempelvis
kombinationen 7|2|9 som fyra olika fakta; i additionstabellen presenteras
2+7 som ett faktum, och 7+2 som ett annat, liksom 9-7 presenteras
som ett faktum och 9-2 som ett annat i subtraktionstabellen. Talet nio
sett som kombinationen 7|2|9, liksom var och en av de &vriga kombina-
tionerna, l4rs alltsé in som fyra olika fakta, i stillet for som ett enda tal
uppdelat i tva delar, men majligt att presentera pd méanga olika sitt. For
det dr ju inte bara pa de fyra sitt som tabellerna tar upp, som var och en
av de 25 kombinationerna kan visa sig. Kombinationen 7|29 till exempel
kan framtrida pa minst fyra sitt i addition och minst atta i subtraktion
(figur 2).

| addition som
247=_ 7+2=_ _-2=7 _-7=2

Och i subtraktion som
9-2=_ 9-7=_ 9-_=2 9-_=7 24_=9 7+_=9 _+2=9 _+7=9

(Summan/differensen skulle naturligtvis ocksé kunna presenteras till vinster
om likhetstecknet)

Figur 2. Olika varianter av kombinationen 7|2|9

De 25 del-helhetskombinationerna férekommer saledes i betydligt fler
sammanhang 4n i de fyra som ar méjliga att presentera i tabellform.
Tyvirr far de 6vriga, for det aritmetiska tdnkandet avsevirt mer utveck-
lande sammanhangen ofta ndja sig med en undanskymd bakgrundstill-
varo i undervisning och laromedel, for att tabelltrdningen ska hinnas
med.

Om tabelltrining nu hindrar barn fran att utveckla aritmetiska
begrepp, forestillningar av tal och firdigheter i huvudrikning, hur
kommer det sig d& att flertalet av vira elever 4nd3 kan rikna i huvudet?
Ett svar pa den frigan fann jag i intervjuerna med de sjudriga nyborjarna.

Fingertal anvanda for att se tal eller for att rdkna rakneord

I den litteratursdkning jag genomforde i avhandlingsarbetet fann jag att
man hade intresserat sig fér problem rérande den inledande aritmetikun-
dervisningen dven inom andra forskningstraditioner. Mélsittningen f6r
dessa studier var emellertid oftast att komma underfund med hur elever
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tilldgnar sig additions- och subtraktionstabellerna, och intervjufrdgorna
rorde diarfor mestadels berdkningar inom talomrédet 1-20 eller 1-100.
Efter 18 &r som ldrare for de tidiga skolaren och 15 ar som speciallirare,
visste jag emellertid att det alltid &r mgjligt att hjalpa barn tillagna sig
dessa tabeller och hela den fortsatta aritmetikkursen, férutsatt att de
kanner till de tio basbegreppen. Jag visste ocksé att den svaraste uppgift
man stills infér som ldrare fér de yngsta barnen, och som speciallarare, dr
att hjilpa alla barn tilldgna sig dessa begrepp. Det var om detta problem
min specifika forskningsfraga handlade, och i mina egna intervjufragor
begrinsade jag diarfor talomradet till de tio bastalen.

Till min férvéning visade emellertid ménga nybdorjare att de redan intu-
itivt tycktes ha tillagnat sig en del, ibland alla, basbegreppen — och ddrmed
ocksa insikt om additionens kommutativa egenskap. Manga visade till
och med att de uppfattade sambandet mellan addition och subtraktion.
De hade saledes inget behov av dubbelrikning. Men dndé anvinde de sina
fingrar pa nagot sitt jag férst hade svart att forstd, men som jag efter hand
fann vara genialt.

Innan jag genomforde mitt avhandlingsarbete hade jag inte markt
négon skillnad mellan hur yngre och ildre elever anvinde sina fingrar for
attaddera och subtrahera. Jag hade 6verhuvudtaget aldrig reflekterat 6ver
varfor de anvinde dem, bara mirkt att elever med matematiksvarigheter
niastan alltid riknade pa fingrarna. Som lirare f6r de tidiga skoldren var
jag darfér noga med att tillhandahélla materiel av olika slag till barn som
behovde arbeta konkret, och blev férvanad nir jag mirkte att de 4ndé
anvinde sina fingrar, sd snart jag vande ryggen till.

Foérstiarbetet med avhandlingen upptickte jag den avsevirda skillna-
den mellan #ldre elevers sitt att anvinda fingrarna for att utféra berik-
ningar och de sitt nyborjarna anvinde dem pa. I det sammanhanget sig
jag ocksd hur svart det var f6r ménga nyboérjare att utan rdkning upp-
fatta antalet fingrar, nir jag uppmanade dem att ligga upp sd ménga som
sju, atta eller nio stycken. Detta ledde till att jag bérjade undra 6ver hur
elever som dubbelriknar direkt kan avgéra hur ménga fingrar de har satt
upp, utan att avslutningsvis behéva rikna efter hur ménga de 4r. Hur vet
de exempelvis att handen plus tvd fingrar dr sju, handen plus tre dtta och
sa vidare? P4 den frigan gav mig avhandlingen inget entydigt svar. Men
mainniskor inom alla kulturer brukar ju anvinda fingersymboler som
substitut for rikneorden, nir dessa inte kan anvindas. Till exempel, nir
man talar olika sprak.

Nyborjarna sg ut att vara i full ging med att forma fingersymboler av
detta slag. Och jag beslét mig f6r att préva hur mdnga och vilka sddana
symboler var och en av samtliga 43 elever i tva av de intervjuade nybor-
jarklasserna kinde till (Neuman, 1987). Det visade sig da att alla direkt
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kunde l4gga upp tva, tre och fem fingrar utan att rikna. Fem var alltid
handen, medan tva eller tre upplagda fingrar kunde vara i princip vilka
fingrar som helst. Alla elever utom en kunde ocksé direkt ldgga upp sex
fingrar, oftast med férklaringen "f6r de’ €’ ett mer &n fem” eller "f6r ja’ har
ju precis nyss fyllt sex” (Neuman, 1987, s.185-186). Alla utom tva visste
att de hade tio fingrar pa sina tva hinder. Fyra fingrar kunde diremot
bara 37 av de 43 barnen direkt ldgga upp, nio bara 35 barn, sju bara 33
stycken och &tta bara 11 av de 43 barnen. De som inte kunde ligga upp
fler fingrar dn sex utan rikning bérjade ofta med att direkt ligga upp hela
den forsta handen ordknad och riknade sig sedan fram till sju, 4tta eller
nio fingrar pa den andra handen (Neuman, 1987).® Fran och med fyra
formade séledes nybérjarnas fingersymboler en sekvens av "fingertal”:
"fyra” =handen minus ett finger, "fem” =handen, "sex” =handen plus ett
finger, "sju” =handen plus tva fingrar och s vidare.

Som jag antydde ovan anvinde nybérjarna inte sina fingertal f6r dub-
belrikning. De sig helt enkelt ut att forma dem f6r att se hur ménga de
ting kunde vara, som representerades av ett enda rikneord. And3 var
deras fingertal exakt desamma som de dubbelriknande elevernas.  min
avhandling var jag emellertid angeldgen att skilja mellan nybérjarnas
och de dldre elevernas sitt att anviinda fingrarna. Jag gick till och med
sa 1angt att jag ansag att ordet "fingertal” inte skulle anvindas for de
fingersymboler som brukas i dubbelrikning. Senare har jag insett att
denna uppfattning var felaktig. Naturligtvis anvinder dven de dubbel-
riknande eleverna fingertal. Men de anvinder dem p4 ett helt annat sétt
in nybérjarna. Att anvinda fingertalen fér dubbelrikning dr, som vi nu
manga ganger har mirkt, ett "daligt sitt” att bruka dem p4, ett sitt som
inte leder vidare till utveckling av abstrakt aritmetiskt tinkande. Nar
nyborjarna anvinde sina fingertal, anvinde de dem diremot p3 ett sitt
som gjorde att de snart bérjade "tinka med sina hinder" och slutligen
tanka abstrakt.

I addition, ddr helheten inte dr kind, var det svart f6r manga nybér-
jare att anvinda fingertalen. Diaremot kommer vi fortsittningsvis att
mirka fyramarkantaskillnader mellan de sitt pa vilkanyborjarna och de
dubbelriknande eleverna anvinde sina fingertal i subtraktion.

1. Flertalet nyborjare héller annu pé att forma fingertalen.
Dubbelriknande elever kinner igen alla fingertal.

2. Nybérjare som provar att anvinda fingertalen for att subtrahera
forsoker direkt att ligga upp ett helt fingertal. Aven om detta till att
borja med inte bestdr av exakt det antal enheter som rikneorden
hinvisar till, formar fingertalet anda en del-helhetskombination
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dir antalet fingrar inom varje del utgors av ungefir det antal som
rikneorden stér for. Nyborjarna férvintar sig att omedelbart

se omfattningen av respektive del inom hela fingertalet. Deras
angreppssitt dr holistiskt.

Dubbelriknande elever formar alltid sina fingertal genom att sitta
upp ett finger fér varje uppriknat rikneord, s att fingertalet till sist
anger det antal ord de har riknat upp for den okinda addenden, res-
pektive differensen. De tar forgivet att de maste rikna sig fram till
det tal de s6ker. Deras angreppssitt dr atomistiskt.

3. Nir nybérjarna ibland riknar, gér de det for att veta vid vilket
finger det fingertal slutar, som de férséker forma.

De dubbelriknande eleverna anvinder sina fingrar i syfte att rikna
de rikneord som &r substitut for objekten i talets okidnda del.

4. Npyborjarnas fingertal representerar alltid hela antalet objekt, upp-
delat i tva delar.

De dubbelriknande elevernas fingertal representerar enbart antalet
i den del av talet som &r okind.

Sa formar barn spontant bastalens del-helhetskombinationer

Foér de nybérjare som inte direkt kdnde igen fingertalen 7, 8, 9 och 10 var
det svart att besvara intervjufragorna dir det hela talet alltid var sju, atta,
nio eller tio. Visag tidigare hur ndgra av dem svarade med det sist upprik-
nade ordet, nio, nir de férsokte 16sa den additivt upplevda subtraktionen
2+_=9.Def6rstod annuinte att problemet kunde 16sas genom att subtra-
hera tva frin nio. Och de hade ingen aning om dubbelrikning. De riknade
helt enkelt vidare i rikneordssekvensen frén tva till "maltalet” nio.

P& samma sitt svarade en del barn med det sista ordet 4ven nir de l6ste
subtraktionen 10-7 =_. De fors6kte rikna eller tinka bakat, men efter-
som de inte dubbelriknade mirkte de naturligtvis aldrig, nir exakt sju
ord var uppriknade och fortsatte dirfor till ett och ibland dnda till noll
innan de, precis som i framéitrikningen, svarade med det sist upprik-
nade ordet. Som i detta fall just var "ett” eller "noll” eller ibland "ingen”
(Neuman, 1987, 1989). Andra barn svarade "sex” p& samma uppgift. De
tycktes dela upp sekvensens tio ord i stéllet for att dela upp talets tio
enheter: 36987 | 65432 1,s3 att orden tio—sju stod for den borttagna
delen och orden ett-sex for den kvarvarande.

Betydligt fler barn féredrog emellertid, 4ven i "ta bort” subtraktion,
att uppskatta svaren. Louise 16ser exempelvis uppgiften 10-7 s hir:
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- D4 har jag fyra kvar ... eller tvd ... kan man inte veta ...

— Nej... kan man inte lista ut pd ndgot sitt om det dr fyra eller tva du har kvar
?

- Kanske tre....

- Kanske tre...?

- Jagtrordetdr tva ...

- Men du kan inte alls lista ut hur ... ?

- Ni..

- ... Skulle det inte kunna va’ till exempel atta kvar?
- Attakvarl?

— Varfor kan det inte va’ det d&?

— Jo, for jag har tappat ... om man tappar s himla mycket, da tror inte jag det
kunde vara s mycket [kvar] !

(Neuman, 1987, s.137; Neuman, 1989, s. 128-129)

Louise visar inte bara att hon ser ord tidigare i sekvensen som uttryck
fér sm3 tal, och ord som kommer senare for storre tal. Hon illustrerar
ocksé att hon uppfattar relationen mellan talets delar och mellan delar
och helhet. Om den ena delen av talet nio ir sé stor som sju, maste den
andra delen vara liten: tv4, tre eller fyra. Den kan inte vara sa stor som
atta. Hon visar med andra ord att hon har borjat forma en tidig och &nnu
vag forestillning om talet tio som en del-helhetskombination, dir en av
de tva delarna ir sju.

Som jag tidigare har antytt férsoker emellertid de nybérjare som upp-
skattar svaren ofta ta hjilp av sina fingrar for att konkret kunna se det
exakta antalet i sina vaga férestillningar. Hur Louises forestillning kan
se ut visar Andreas konkret, nir han 16ser samma uppgift [10 - 7 = _].
Andreas vet att han har tio fingrar och borjar med att lagga upp bada
hinderna knutna framfér sig pa bordet. Sedan siger han "tar bort sju”
medan han viker ut dtta fingrar utan att rikna dem och slutligen kastar
en snabb blick pé de invikta fingrarna innan han svarar:

- Tv4...[viker sedan in de 4tta fingrarna igen]
- Fiseengangtill...
- .. Jo... hir har man tio, 4 s ramlar sju ut ... oj d& ... det blir fyra ... [Den hir
gingen har han vikt ut sex fingrar utan att rikna]
Tog du bort sju? ... [Jag viker ut ett finger till 4t honom]
- Ja..s&dir... det blir tre
(Neuman, 1987, s.150; Neuman, 1989, s. 128-129)
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Andreas ser direkt att han i det forsta fallet har tva, i det andra fallet fyra
och i det tredje fallet tre fingrar invikta. Att det ar tva och tre fingrar
uppfattar han med hjilp av den férméga vi brukar kalla subitizing® fér
att referera till snabb och exakt bedémning av sma tal. Hos yngre barn
har man iakttagit att grinsen for det antal som kan uppfattas via subi-
tizing gar vid tre. Men Andreas uppfattar lika sikert att han har fyra
fingrarinvikta, nir han har vikt ut sex. Han vet nimligen att han har fem
fingrar pa varje hand och att fyra ér ett mindre 4n fem. Det stora talet
sju ddremot ser han bara som ett "ganska stort” tal, vilket tydligen kan
representeras av sex eller dtta och, med min hjilp, ocksa av sju fingrar.

De barn som kinde till ndgot av de stérre fingertalen var ivriga att
ocksa ldrasig kdinna igen de 6vriga och riknade sig ofta fram till dem. Det
gor Sussi. Hon bérjar 16sa uppgiften 2 +_=9 genom att rora sina fingrar
och rikna pa ett sitt jag inte riktigt hinner uppfatta. Nir jag fragar vad
hon har gjort, visar hon och férklarar sa hir:

— Fbrst tog jag upp fem liksom ... [Hon bérjar med fem, hela handen, trots att
ingenting har sagts om "fem” i uppgiften] ... sen tog jag upp tva [det sjitte
och sjunde fingret] ... sen tog jag upp tvi ... [det dttonde och nionde fingret]
sen vek jag ner dom [det nionde och &ttonde fingret] och rikna om s3 hir ...
[Riknar de sju fingrarna genom att lita dem beréra lipparna]

(Neuman, 1987, s.188; Neuman, 1989, s.126-127)

Sussi kanner till fingertalet nio, men formar det som 5+ 2+ 2. Fé6rmod-
ligen darfor att hon redan anar att 5+ 2 dr sju. Men sju ir ett fingertal,
som #r svarare dn nio. Och dven om hon tror att det utgérs av 5 + 2 fingrar,
har hon férmodligen aldrig riknat sig fram till att 5+ 2 faktiskt dr 7. Nu
gor hon det, men eftersom hon inte har ndgon hand ledig att rikna de
sju fingrarna med, maste hon lata lipparna rikna dem. Sussi visar alltsd
hur hon konkret och korrekt formar del-helhetsmonstret 7|2|9, med den
storre delen, fem plus tvd fingrar, som den f6rsta delen i helheten, fem plus
fyra fingrar.

Nir kombinationen 7|2|9 presenterades som addition, 2+7=_, blev
uppgiften svarare. D4 fanns det inte nagon helhet att dela upp. Men
de barn som hade borjat bekanta sig med fingertalen kunde 4nda hitta
metoder som gjorde det méjligt att 16sa dven additionsuppgifter genom
att forma fingertal. Det gér Colin. Han 16ser uppgiften 2+7=_ nistan
pa samma sétt som Sussi 16ser uppgiften 2 +_=9. Men till skillnad fran
Sussi vet han inte vilken helhet delarna 2 och 7 ska bilda, och han verkar
dessutom vara ungefir lika oséiker som Sussi pa hur fingertalet sju ser ut.
Bada barnen vet emellertid att sju dr ett tal som ar stérre dn fem, handen,
och att man sdledes kan bérja med att l4gga upp handen och siga fem.
Och det gor de, trots att ordet fem inte ndmnsindgon av uppgifterna, och
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trots att jag i badda uppgifterna bérjar med att siga "Du har tva stycken
...". S8 hir léser Colin uppgiften:

- Hir har jag fem [ligger upp handen pa bordet] ... och de hir tva ... [ligger
upp tummen och pekfingret p4 den andra handen] ...

- Jaa..
— Sen tar du dom ... s hir [tar tag i Iangfingret och ringfingret|
- Jaa..

— [Ser ut att repetera det han redan har gjort medan han mumlar nigot om
fem och sju och rér pa fingrarna] ... Jag har sju ... 8’ jag tar den dir [7] ...

- Jaa..
- De’ €' sju... nu har jag tvd kvar ... om jag tar ihop dem blir de’ nio
(Neuman, 1987,5.187)

Fér de nyborjare som hade riknat de storre fingertalen s manga génger
att de kunde lidgga upp dem utan rikning, tycktes det ofta ha blivit en
vana att se fingertalens stérsta del som den férsta, knuten till den odelade
handen. S& sdg de fingertalen dven nir de besvarade intervjufragorna.
Detta trots att jag dér alltid hade placerat den stdrsta termen sist, for att
se hur nybdrjarna skulle 16sa detta problem som de #ldre eleverna alltid
hade 16st genom att dubbelrikna. Att de skulle 16sa det genom att placera
om termerna, sa att den stdrsta kom férst, knuten till tanken pd handen,
och den sista blev sd liten att den kunde uppfattas genom subitizing var
inget jag hade kunnat f6restilla mig.

Nir fingertalen uppfattades s& behdvde barnen bara lagga upp de tvé
hinderna och titta pad dem. Det gér Emma. Hon 16ser uppgiften 2+_=9
genom att l4gga upp alla fingrarna pé bordet och svara "sju”, samtidigt som
hon rér litet pa ett av sina pekfingrar. Nir jag undrar hur hon vet att det
ir sju som fattas, rér hon i stillet ringfingret pd samma hand och siger
"Jo, for jag vet att det hir 4r nio” (Neuman, 1987, s.191-192; Neuman,
1989, 5.128).

David 16ser uppgiften 10— 7 pé liknande sitt. Aven han ligger upp
sina fingrar, i detta fall tio stycken, och tittar pd dem innan han direkt
svarar "tre”. Nir jag fragar hur han vet att det 4r tre kvar bara genom att
titta pd sina hinder, siger han:

— Jaa, om jag hade tio ... det ir alla fingrar ... och s3 tar man bort sju ... [Nu
viker han samtidigt in handen plus tvé fingrar, nir han siger "sju”, for att
visa hur han tinker]|

- Duvekindom...?

— Ja,sd hir

- Ochda..

— Blevdettre... (Neuman, 1987, s.190; Neuman, 1989, s. 128-129)
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Niklas bryr sig inte ens om att l4gga upp ndgra fingrar. Han svarar direkt
"sex” pa uppgiften 4 +_=10 och férklarar sedan att han har tinkt med sina
hénder. P4 min fraga hur han da har tankt lgger han upp alla fingrar och
visar hur han i tankarna har flyttat den ena tummen mellan hinderna
for att gora om 5+5 till 4+ 6 (Neuman, 1987, 1989).

De mest avancerade eleverna ligger varken upp sina hinder eller f6r-
klarar att de har tinkt med dem. Joakim forsdkrar exempelvis omedel-
bart att svaret till uppgiften 2+_=8 &r sex och séger, nir jag frigar hur
han kunde veta det, "Ja, om du tar bort tv4, da blir de sex ... de’ €’ ja’ siker
pa!” (Neuman, 1987, s.173; Neuman, 1989, s.142).°

Och pé frigan 10-7 svarade flera barn omedelbart "tre, for jag vet
att tre och sju ir tio”. Om jag undrade 6ver hur de visste det kunde de
emellertid alltid ge en férklaring, till exempel av typen: "Om dom har
tagit bort sju ... sen raknar jag atta, nio, tio” (Neuman, 1987, s.166-167;
Neuman 1989, s. 142). Den additivt upplevda subtraktionen 2 + _=816ser
alltsd en elev genom att ta bort tvéa frén tta och den subtraktivt upplevda,
10-7 =_16ser tolv genom att tinka pé att tre plus sju ar tio.

Kraften i det odelade femtalet

Barn som kan alla fingertal delar ogédrna pé den férsta handen nir de
subtraherar. Ska de subtrahera ett tal som &r fem eller stérre knyter de
oftast detta tal till den forsta handen sd att de direkt kinner igen det som
"fem-plus-ndgonting”. De fingrar, som utgdr resten av talet blir da sa fa
att antalet kan uppfattas genom subitizing eller som "handen minus ett
finger” - fyra. Det odelade femtalet formar ddrmed ett slags "storst-forst-
restriktion” fér operationer inom bastalsomradet.

I figur 3, dér jag har avbildat alla fingertal st6rre &4n fem som romerska
sifferuttryck dtergivna pé det sitt man tidigast skrev dem: fyra som IIII
och nio som VIIII, ser man tydligt det storst-férst-ménster som den
odelade forsta handen (V) formar.

Barn som har strukturerat sina fingertal pa det sittet kan inte alltid
tanka framat i additivt och bakat i subtraktivt upplevd subtraktion. De
kan exempelvis inte 16sa den additivt upplevda subtraktionen 2 + _=9
genom att tinka framét. Nir de ser den som VII II maste de tinka tva
steg bakat fran nio for att veta vilket tal som fattas. Likasd méste de tinka
framat frén sju till nio f6r att 16sa subtraktionsuppgiften 9 - 7 = _.
Men egentligen tinker nybdrjarna varken framdt eller bakdt. De delar
helt enkelt upp talet — talet 9 i detta exempel - i del-helhetskombinatio-
nen 7|2|9 [VII II] och 16ser sedan problemen genom att vika undan eller
tinka bort talets kinda del; uppgiften 2 + _ =9 ser de alltsd som VII H
och uppgiften 9 - 7 = _som VH II.
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Figur 3. De fem sista fingertalens del-helhetskombinationer skrivna med romerska
siffror (Neuman, 1989, 5.134)

Vivuxna undrar kanske 6ver hur det kommer sig att sjudringar kan f6rsté
addition och subtraktion som motsatta operationer eller motsattasitt att
kombinera tal. Men nybérjarnas sitt att subtrahera haringet att géramed
en sé avancerad forstéelse. De opererar for det forsta inte med talen; de ser
helt enkelt pd dem. Och de kombinerar inte tal pa olika sditt. De ser dem
alltid, konkret eller i sina tankar, kombinerade pa samma sitt, med talets
stérsta del knuten till den férsta odelade handen: femtalet [V]. Kombi-
nationen 7|2|9, till exempel, ser de som VII II, oavsett vilken av de tolv
varianterna i figur 2 man har valt att presentera den pa.

Nyborjarnas uppfattning av sambandet mellan addition och subtrak-
tion grundas sledes inte pé reflekterad forstéelse for aritmetikens lagar.
Den idr helt enkelt en f6ljd av kraften i det odelade femtalet som gér dessa
lagar synliga, och méjliga att gripa intuitivt, langt innan de har berorts i
formell undervisning.

En framkomlig vag - att se i stallet for att rdkna

Det sensationellainybérjarstudien var att det i de olika barnens svar gick
attanaen utvecklingsprocess frin konkret seende till abstrakt tinkande.
Fér de flesta nyborjare sdg processen ut att ha kommit igdng langt fére
skolstarten, men hos négra tycktes den knappast ens ha bérjat da. Alla
barn visste visserligen hur man gér nar man riknar, men alla férstod inte
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varfor man riknar; det vill siga att man riknar f6r att ta reda pé "hur
maénga”. De visade pé olika sitt att de varken tycktes ha uppfattat rik-
neordens innebérd eller rikningens mening; till exempel att ett-till-ett
korrespondens méste rdda mellan rikneord och riknade objekt och att
det sist uppriknade ordet berittar om hela det riknade antalet.

En flicka, Titti, kunde till exempel rikna upp nio knappar. Jag hade
bett henne ge mig dem, darfor att vi skulle leka en lek. I leken skulle
hon - efter det att jag hade gémt de nio knapparna i tva askar — gissa
fem ganger hur manga jag hade gémt i varje ask. Titti visste alltsd hur
man gér ndr man riknar. Men i sina gissningar visade hon tydligt att hon
varken férstod varfér man riknar eller vad rikneorden betydde. Hon
gissade forst att det var fem i den ena asken och sex i den andra, och
sedan att det var sjuiden ena och ttaiden andra. Jag frdgade d& om hon
kom ihdg hur ménga de knappar var som hon hade lagt upp, och som jag
sedan hade gdmt i askarna. Det hade hon glémt. Men jag pdminde henne,
och talade om att hon kunde titta pa siffran pé kortet om hon glémde
bort det igen. De tvé askarna stod pa ett kort dir jag hade skrivit en nia,
och jag hade tidigare konstaterat att Titti kdnde igen siffran 9. Sedan
fortsatte vér dialog s hir:

— Elva...[pekar p& den ena asken]

- Kan det vara elva dir? [Inget svar] ... Och dir d&? ... Hur minga kan du ha
dar?

- ...Nio

- Ja, nio knappar var det vi plockade fram va'?

- Ja, nio

— Och s gissade du att det var nio dir?

- Ja

— Och elva dar?

- Ja

— Safar du gissa tva ganger till, s fir jag hora ... Vad gissar du nu?

— Elva[pekar p2 ena asken]

- Elvadiar?

- Och tolv ... tolv dir

- Tolv dar???

- Tretton dir [pekar pa férsta asken igen] ... arton [pekar pa den andra asken]

- Och arton dir. Och hur manga knappar var det nu som ligger i askarna ...
minns du det?

- ...Nio

- Nio...ja... var det ... [Ingen kommentar fran Titti] ... och du tror att tretton
ligger dir? ... [fortfarande ingen kommentar] ... ska vi titta?
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Titti kunde rikna till nio, sedan kom elva, tolv, tretton, arton och diref-
ter ingenting. Det 4r dessa ord hon anvinder i sina sista gissningar. Hon
kunde inget fingertal och ingen "dubbla”", och hon kunde inte siga vad
som var ett mer 4n sju eller ett mindre 4n nio och inte lagga upp lika
manga klossar som de elva jag hade lagt upp i en rad. Hon kunde faktiskt
inte besvara ndgon av fragorna i den cirka en timme ldnga intervjun.

Det drsvart att genom nybdérjarintervjun exakt siga hur manga procent
av antalet barn i en nyborjargrupp som inte har natt lingre dn Tittiisin
bekantskap med dmnet matematik nir de borjar skolan. Projektet avsdg
ju inte kvantitativa utvirderingar och bara i fyra av de sju intervjuade
klasserna hade samtliga barn deltagit. Men grovt riknat borde vi férvinta
oss att finna ungefir ett barn i varannan klass som inte har stérre forut-
sattningar dn Titti att férstd den traditionella nybérjarundervisningen i
matematik. Titti tillhérde en av de fyraklasser dir allabarn intervjuades,
och i en annan av dessa klasser fanns ett barn som sig ut att vara nastan
lika obekant med aritmetiken som Titti var.

Bristerna kunde ocksa vara av mindre allvarligt slag, men 4nda nog
s besvirande for en nybérjare som vill forséka férstd undervisningen
i skolan. Ungefir tre barn i varje klass tycktes dnnu inte uppfatta upp-
gifternas tal som del-helhetskombinationer, utan sig helt enkelt ut att
rikna eller tinka framat respektive bakat pa ndgot slags diffus forestill-
ning av rdkneordssekvensen. Det var de barn som besvarade den additivt
upplevda subtraktionsuppgiften 2 +_=9 med "nio” och den subtraktivt
upplevda 10-7=_ med "ett”, "noll”, "ingen” eller "sex”. I sina kliniska
barnintervjuer tolkar Piaget (1965) detta beteende som att barnen dnnu
inte kan skilja del frén helhet (s 152). S& linge barn inte har laimnat f6re-
stillningen av tal som en rikneordssekvens man riknar eller tinker pd
framét eller bakat, haller de fast vid sin férmodligen réitt nyvunna insikt
om att det sist uppriknade ordet dr det ritta svaret.

Det stora flertalet nyborjare visade emellertid att de inte hade nojt
sig med vaga forestillningar om rikneordssekvensen; de hade 14tit sina
fingrar synliggéra den. D& hade den emellertid dndrat karaktir och
inte bara blivit en konkret representation av en ordramsa utan en rad
av varandra inkluderande fingertal. Inom fingertalraden kunde barnen
se hur varje fingertal inbegrep alla de som var mindre och sjélvt inbe-
greps inom de som var storre; talet VI utgjorde forsta delen av talet VII,
talet VII f6rsta delen av talet VIII och sé vidare. Darmed fick fingertalen
de kvaliteter en del-helhetskombination maste ha och barnen bérjade
forsoka se omfattningen av delarna inom de fingertal, som intervjufra-
gorna handlade om. Till att bérja med uppfattade de visserligen inte det
exakta antalet fingrar inom varje del, men de benimnde inte lingre den
ena delen med det rikneord som betecknade helheten.
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Andreas vet till exempel att han har tio fingrar och kan utnyttja sig av
den vetskapen i uppgiften 10-7=_. Daremot vet han inte exakt hur
fingertalet sju ser ut. Men han vet att sju ar ett ganska stort tal och delar
upp fingertalet tio i en stor och en liten del, férsti 8+ 2, sedani 6+4 och
slutligen, nir jag filler ut ett finger till &t honom, i 7+ 3. Han bekymrar
sig inte sdrskilt mycket om att han formar fingertalet sju pa tre olika sitt.

Undan f6r undan bérjar barnen emellertid vilja veta det exakta antalet
i fingertalens delar. Vi ser exempelvis hur Sussi tror att fingertalet sju
bestér av handen plus tva fingrar och att det férmodligen slutar ett par
fingrar fore det sista fingret i fingertalet nio. Men for att vara siker later
hon till sist lapparna rakna hur manga de fem plus tva fingrarna dr. Hon
riknar inte for att ta reda pa hur manga saker som fattas nar hon har tvé
och ska ha nio; hennes rikning har inget med addition eller subtraktion
att géra. Uppgiften har hon redan 16st genom att uppskatta. Anledningen
till att hon slutligen rdknar dr att hon vill veta det exakta antalet fingrar
i det fingertal hon tror ir sju, och var detta fingertal slutar inom den rad
av nio fingrar hon har satt upp. Hon tar med andra ord reda pé antal och
position for fingertalet sju — dess samtidiga ordningstals- och antalsin-
nebord - dven om hon dnnu inte &r medveten om att det 4r detta hon gor.

Nir Sussi forst férsokte lagga upp sju visste hon bara att det var ett
tal som var storre 4n fem. Att handen har fem fingrar var hon ddremot
sa tvirsdker pa att hon bérjade med att ligga upp den oridknad och siga
fem. S3 sikra hade en del nybérjare redan hunnit bli pa antalet inom
alla fingertal. D& néjde de sig med att titta pa sina fingrar och senare
med att helt enkelt tinka med sina hinder. Att ndgon rikning skulle
beh6vas for att addera eller subtrahera tycktes barnen aldrig hinna
uppticka innan de redan hade tillignat sig de tio bastalens samtliga 25
kombinationer. Den struktur det odelade femtalet hade gett deras fing-
ertal hade lirt dem att addera och subtrahera genom att se istillet for
genom att rdkna. Ritt lange blandas emellertid uppskattningar med kor-
rekta svar, under den period nér barnen fortfarande haller pé att rikna
sig fram till det sista ordet i de stérre fingertalen. Cirka hilften av alla
svar i intervjustudien var uppskattningar.

Till sist ser dven férestillningarna av hiander och fingrar ut att for-
blekna och ersittas med abstrakt tinkande, uttryckt i tvirsikra pasta-
enden av typen "jag vet” eller "det dr jag siker pa”. Som den kinde
gestaltpsykologen Heinz Werner (1948) framhéller kvarstér dock fér-
modligen alltid ett "avldgset inre talschema” som ligger under de abstrakta
aritmetiska operationerna (s 297).”

Sammanfattningsvis anvinde de nybérjare som kunde 16sa intervjuns
subtraktionsproblem féljande tre modeller for att direkt se fingertalens
del-helhetskombinationer genom uttkad subitizing (se figur 3):
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1. Ifingertal storre dn fem lit de alltid den storre delen bérja med
handen.

2. For att 16sa uppgifter med tal knutna till kombinationerna 4|26,
4|3|7 och 4|48 flyttade de den férsta handens tumme till den andra
handen. I figur 3 syns det hur exempelvis 5+ 2 kan férvandlas till
4+ 3 om man ringar in den hdgra linjen i V-symbolen — den som
representerar den férsta handens tumme - tillsammans med de
tva ettor som stdr for tva fingrar pd den andra handen. De kunde
ocksa gora sddana konkreta femtalsdvergdngar genom att flytta den
andra handens tumme till den f6rsta handen sé att 5+5=10 blev
till 6+4=10,5+4=9till 6+3=9 eller 5+3=8 till 6+2=8. I tanken
kunde de flytta vilket finger som helst mellan talets delar f6r att
hirleda en kombination fradn en annan.

3. Slutligen kunde de samtidigt 6ka eller minska talets ena del och
helheten med ett finger, s att 5+ 5 férvandlades till 5+4, 5+ 2 till
5+ 3 och sa vidare.

De tre modellerna skulle kunna f3 féljande namn, oavsett om fingerta-
len brukas konkret, som konkreta férestallningar eller i mer abstrakt
tinkande:

Storst-forst (modell 1)
Flytta mellan delarna (modell 2)
Oka/minska del och helhet (modell 3)

Naturligtvis kan ocksé fler 4n en enhet flyttas mellan delarna i modell 2
och fler enheter dn en liggas till eller tas bort fran del och helhet i modell
3. De tre modellerna passar lika bra for addition som fér subtraktion,
nir barn har lirt sig ndgra fingertal; s& som Colin visade nir han 15ste
uppgiften2 +7=_,

Vagar som leder in i en dtervandsgrand

Det ar l4tt att se samtliga talfakta inom tabellernas bastalomrade genom
de tre modellerna ovan. Diremot &r det svart att rdkna sig fram till dem
med hjilp av de strategier som beskrivs av Wiggo Kilborn (1985) och Bengt
Johansson (2005) (enligt Sterner & Johansson, 2006) (se figur 4) och som
stimmer med rapporter fran olika delar av virlden om hur sma barn bérjar
addera och subtrahera (t ex Carpenter & Moser 1984; Fuson, 1988; Gray &
Tall, 1994; Steffe, Cobb & von Glasersfeldt, 1988). Strategierna visar hur
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barn gér nir de adderar och subtraherar, men avspeglar ocksd de under-
visningsmetoder som har bidragit till hur de gér. Bdde i USA och i Sverige,
formodligen dven i andralinder, hade barnen redan undervisats i férskola
och skola nir intervjuerna genomférdes. I den litteraturgenomgang jag
gjorde férmittavhandlingsarbetehittade jagingenbeskrivningavhurbarn
borjar utveckla férstielse for aritmetik innan de har fatt ndgon formell
skolundervisning.

Konkreta strategier

Al.Ldgga samman S1.Tabort
A2. Upprakning fran borjan S2.Laggatill
S3.Jamfora

Rdknestrategier
(A2. Upprakning fran boérjan)
A3. Upprakning fran det forstatalet  S4. Nedrakning till dterstoden
A4, Upprakning fran det storsta talet  S5. Upprakning fran delen

Tankestrategier
A5, Harledd tabell S6. Harledd tabell
A6. Automatiserad tabell S7. Automatiserad tabell

Figur 4. Strategier redovisade i Sterner & Johansson, 2006, s. 82—84

I redovisningen av strategierna férklarar man att dubbelrdkning ér en
forutsattning for att barn ska kunna lamna de konkreta strategierna och
dverga till riknestrategier (Sterner & Johansson, 2006).” Denna férkla-
ring ger omedelbart upphov till fragan "Hur kan barn genom dubbelrik-
ning till sist nd malet automatiserad tabell?” Den enda 6vergéngsstrategi
som finns angiven mellan riknestrategier och automatiserad tabell 4r
hérledd tabell, och hur ett hirlett tabellfaktum kan se ut illustreras med
foljande exempel: "Tre plus fyra ér sju, dd maste sju minus fyra vara tre”
(ibid, s.84). Fér att barn ska kunna anvinda denna hirledning maste de
dels ha tillagnat sig 3 + 4 =7 som ett automatiserat tabellfaktum och dels
uppfatta sambandet mellan addition och subtraktion. Det gjorde ingen
av de elever som jag intervjuade i mina pilotstudier. Kvar att besvara star
alltsa frigan "Hur tilldgnar barn sig de hirledda tabellfakta de maste ha
tillgdng till f6r att nd mélet automatiserad tabell?” Méanga 6vriga frigor,
bland annat féljande tre, maste ocksé besvaras, om listan med strategier
ska kunna bli en vigvisare som osvikligt leder mot mélet:

1. Hur hjilper man barn férsta att rikning dr en metod vi anvinder

o

for att ta reda p8 "hur manga?”. Och hur hjilper man dem inse att
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det sista ord de riaknar upp for att ta reda p& "hur manga”, ensamt
kan beritta om alla de riknade sakerna? Férstaelse for rikningens
och rikneordens mening krivs for att barn ska begripa vad de gor,
nir de bérjar anvinda konkreta strategier; iven om de genom givna
regler och manipulationer med laborativt materiel kan komma till
ritt svar i rikneboken.

2. Hur undervisar man om additionens kommutativa egenskap? Utan
att ha upptickt den 4r det svart fér barn att forstd varfor de kan
borja upprikningen fran det storsta i stillet fér fran det forsta talet
istrategi A4. Men dven strategi A4 gar att lira ut som en regel.

3. Hur hjéilper man barn inse att de kan vilja mellan att tinka framéat
eller bakat i subtraktion? Den insikten gar inte att lira ut som
en regel; men hur undervisar man om begrepp? Och kan barn na
malet automatiserad tabell utan att ha begrepp om det samband
mellan addition och subtraktion som leder till att de sjilvklart
viljer den bekvimaste vigen nir de subtraherar?

De radikalkonstruktivistiska forskarna Steffe, Cobb och von Glasersfeld
(1988) redovisar en annan utvecklingsmodell. Fér dem ir inte den inle-
dande aritmetikundervisningens frimsta mal att barn ska tilldgna sig
"automatiserad tabell”, utan att de ska né den kognitiva niva dir de kan
betraktas som abstrakta riknare. Den nivin har de natt nir de kan 16sa
alla typer av additions- och subtraktionsproblem genom dubbelrikning,
forklarar forfattarna, och tilligger att barn som har nétt sé langt latt kan
tilligna sig additions- och subtraktionstabellerna, forutsatt att de ldgger
sig vinn om att minnas svaren pa de uppgifter de arbetar med. "Tankestra-
tegier dr inte nddvindiga f6r att 14dra sig dessa tabeller”, hivdar de (s. 250)
"ett basfaktum &r ingenting annat dn en férbindelse mellan en summa
och en respons, inte olik de funktionella férbindelserna i Thorndikes
connectionism” (s.302-303)." Vilket aterstar att visa!

Fingertalen - tidiga talsymboler for kultur och individ

Till min férvaning var det tva barn i de tva klasser dir jag provade samt-
liga elevers bekantskap med fingertalen, som dnnu inte visste att de hade
tio fingrar pa sina hiander. Det var emellertid en brist de 14tt avhjalpte om
de fann det nédvindigt. Niar Margareta, som dnnu inte vet hur ménga
fingrar hon har pé sina tva hinder, fir sin forsta intervjufraga, sager hon
till exempel omedelbart "F& se ... jag ska ta fingrarna och rikna ... dom
vill de’...” (Neuman, 1987, s.147; Neuman, 1989, s. 110).

Ting dikterar for barn vad de méste goéra, siger den tysk-amerikanske
psykologen Kurt Lewin: "en dérr kriver att 6ppnas och stingas, en trappa
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att bli sprungen uppfér, en ringklocka att bli ringd” (Lewin, citerad av
Vygotsky, 1980, s.180). Och fingrarna tycktes just diktera f6r Margareta
att hon "ska ta dem och rikna ...".

I sitt verk Philosophie der Arithmetik (Aritmetikens filosofi) beskriver
Husserl (1891) pé liknande satt hur fingrarna en ging i folkens ungdoms-
tid 1att maste ha "trugat sig pd motsvarande mangfalder av objekt for
efterbildning och symbolisering” (Husserl, 1891, s.279) ®. Och hur "fing-
ertalen” pa det sittet uppstod som de férsta taltecknen i atbérdsspra-
ket. Aven om det inte finns ndgon nedtecknad historia om hur utveck-
lingsprocessen borjade, sdger han, har vi anda tillrickligt med fakta for
att ”[...] p alla viisentliga punkter tillfredsstillande, kunna rekonstruera
den [...] genom ménga talnamns ursprungliga betydelse, genom var kin-
nedom om halvciviliserade och vilda folks sitt att rikna och framfér
allt genom forstdelsen [...] fér allménna drag i den ménskliga naturen”
(Husserl, 1891, 5.278).

Oversiktligt fortsitter Husserl sedan sin filosofi om aritmetikens
ursprung sé hir: Redan femman bjod en férsta stoppunkt i raknandet.
Man hade kommit till slutet av fingrarna pa en hand, vilket ir anled-
ningen till att fem p& manga sprak betyder "s& ménga som en hand”. Med
hjélp av fingrarna pd den andra handen kunde man sedan (i formen 5+1,
5+2,..) rikna vidare tills tian satte en ny stoppunkt, som inte lingre pa
samma sitt gick att 6verskrida. Fér bekvimlighets skull inférde vi s
smaningom tio som grundtal i vart eget riknesystem, siger han. Ménga
folkslag holl diremot konstant fast vid grundtalet fem, vilket som finger-
tal utmirker en hand. Och detta ursprungliga uppfattningssitt kommer
fortfarande ofta till uttryck i ord och skrift, t ex i de romerska tecknen.
Avslutningsvis sammanfattar Husserl sina reflektioner med orden "Infér
dessa fakta kan man litt dra slutsatsen, att den vig vi faktiskt slog in pé
inte bara var ett lyckligt grepp, utan snarare en nédviandig konsekvens
av fingertalens vidareutveckling” (Husserl, 1891, s.284).

Forst efter det att jag hade presenterat min avhandling rdkade jag f&
Husserls verk om aritmetikens filosofi i min hand, s& som det ursprung-
ligen skrevs &r 1891. Till min hipnad upptickte jag da att Husserl hade
anvint ordet fingertal pa liknande sitt som jag sjdlv hade gjort, nir jag
ytterst tveksamt inférde det i min avhandling. En viktig skillnad var
emellertid att de fingertal Husserl berittade om var redskap formade av
stenaldersminniskor, som kidnde behov av att kommunicera om antal.
Sjilv hade jag ddremot anvint ordet f6r att tala om redskap barn formar,
nir de vill férstd de abstrakta rikneord, som ursprungsminniskornas
fingertal nu har omvandlats till. Den kulturella och den individuella
utvecklingsprocessen ir inte parallell. Nyboérjarnas fingrar trugade sig
inte frén borjan pé konkreta méngfalder for att efterbilda dem. Tvirtom
tillhsll de barnen att ta sina fingrar och rikna antalet i de diffusa

32 Nordic Studies in Mathematics Education, 18 (2), 3-46.



Att dndra arbetssitt och kultur inom den inledande aritmetikundervisningen

mangfalder de forestillde sig, ndr de hérde ett rikneord. Men i bdda fallen
tillfredsstillde fingertalen behovet av symboler som gjorde det majligt
bade att uppfatta, kommunicera och tinka om antal.

Barn som lar sig rakna spontant anvander inga klossar

En av de viktigaste upplysningar som nybdorjarstudien gav, var att barn for-
modligen inte spontant bérjar utfora ett-i-taget rikning med klossar eller
laborativt materiel av annat slag, innan de har fatt ndgon undervisning
i matematik.

Allaintervjustudier fran vistvirlden, som rapporterar hur barn riknar
iférskolan och strax efter skolstarten, visar diremot att barn nir de bérjar
addera och subtrahera riknar ett i taget framat eller bakat med stéd av
konkret materiel i form av klossar eller raknebrickor. Alla dessa barn
var emellertid vana fran férskolan, och frén den undervisning i skolan
som pégick mellan intervjutillfillena, att anvinda laborativt materiel.
De uppmanades till och med under intervjuerna att anvinda klossar nir
de inte visste hur de skulle 16sa uppgifterna (Carpenter & Moser, 1984; T.
Carpenter, personlig kommunikation juni 1985; Neuman, 1987).

Barnen i min nybdorjarstudie hade aldrig anvint ndgot laborativt mate-
riel i férskolan. I mina intervjuer med deras forskolldrare forklarade dessa
att de inte undervisade om liasning och matematik, eftersom de ansig att
sddana dmnen skulle 6verlétas till ldgstadieldrarna, som hade utbildning
for att undervisa inom dessa omraden.' I nybérjarstudien fanns dnda
alltid konkret materiel i form av klossar, knappar och dylikt framlagt pd
det bord barnen satt vid. Men ingen anvinde det.

Att férskolebarn uppfinner négot slags egen aritmetik utan klossar
eller andra typer av konkret materiel langt innan de har fatt ndgon under-
visning méste de flesta foridldrar ana, nér de hér sina sma barn uttala
rikneord samtidigt som de ser dem manipulera pé olika sitt med sina
fingrar. Men vad barnen da gér med sina fingrar och hur rikneorden hor
samman med fingermanipulationerna dr inte 14tt att férstd. "Barn har sin
egen forskolearitmetik som psykologerna maste vara blinda for att igno-
rera”, siger Vygotskij (1981, s.162). "Noggranna undersékningar pekar
pa att férskolearitmetiken dr extremt komplex. ... Men vi kan 4nd3 inte
"ignorera det faktum), att skolinldrningen aldrig borjar i ett vakuum”,
understryker han (ibid., s. 162).

Nyboérjarundersékningen visade att barn med hjilp av denna kom-
plexa forskolearitmetik kan komma ritt 1dngt i sina f6érsék att tilligna
sig bastalens kombinationer. Nagra nyboérjare, grovt riknat ett par-tre
i varje klass, hade redan borjat tinka abstrakt om dem, och nistan alla
hade bérjat forma dem konkret med hjélp av sina fingrar.
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A andrasidan var det ungefir ett barn i varannan 20-grupp av elever som
inte ens férstod rikneordens och rikningens mening, och cirka tre barn
ivarje sddan grupp som inte tycktes uppfatta talen som del-helhetskom-
binationer, utan helt enkelt riknade fram4t eller bakat till det hela talets
sista ord for att addera och subtrahera.

Minst tre barn i varje nybérjargrupp ser sdledes ut att helt och hallet
vara hinvisade till skolans undervisning fér att lira sig aritmetik. Dar
far de emellertid inte hjilp att vidareutveckla den férskolearitmetik de
atminstone har borjat ana fore skolstarten. I skolan erbjuds de i stéllet
klossar, brickor eller liknande materiel for att 16sa riknebdckernas upp-
gifter. Med hjilp av detta kan de oftast dstadkomma korrekta svar i sina
bocker. Men det hjilper dem inte att spontant uppticka ndgra av aritme-
tikens lagar, och inte heller att forma konkreta representationer av tal
med femstruktur, méjliga att férvandla till de tankeredskap vi behéver
i huvudrikning.

Dessa barn lir sig addera och subtrahera enligt skolans metoder, det
vill séiga genom att rdkna. De Svriga fortsitter oftast med varierande
framgang att utveckla sina fingertal och sin f6rméga att se, och anvinder
dé riknebéckernas uppgifter till att hittanyainfallsvinklar att skirskada
talen ur. Dettaskulle kunna forklara varfor flertalet av vara elever s sma-
ningom lir sig att riknaihuvudet, och att multiplicera och dividera, trots
att skolans undervisning snarare tycks himma 4n frimja utvecklingen
av sddana firdigheter.

Dags for paradigmskifte?

Den 30 augusti 2011, kunde vi under rubriken En bit av l6sningen pd Sve-
riges matteproblem l3sa i ledaren till Svenska Dagbladet att ”[...] andelen
mycket svaga elever har mer 4n fé6rdubblats sedan mitten av 1990-talet”.

De flesta ménniskor klarar vardagen utan att tillimpa Pythagoras sats
eller stilla upp andragradsekvationer, siger man, ”[...| men det dr viirre att
inte kunna goéra snabba 6verslagsberdkningar i huvudet eller forsta hur
rinta pa rinta fungerar”.

God matematikundervisning ér enligt denna ledare mer sillsynt dn
man skulle 6nska. Eleverna fér ofta sitta pd egen hand och mekaniskt
rakna ur liaroboken, ndgot som snarare skapar tristess dn forstéelse,
papekar man, men tilldgger att skolverket nu féreslar en fortbildning
for alla behdriga matematiklirare ”[...] dir det centrala ir att férindra
ett arbetssitt och en kultur”. En sdan satsning berdknas visserligen
kosta 1,3-2 miljarder éver en femarsperiod, men detta kan bli mycket
vil anvinda pengar, menar man.
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Férmagan att gora snabba 6verslagsberikningar grundas pé firdigheter
i huvudrikning. Den kultur som behéver forandras for att eleverna ska
utveckla sddana fardigheter &r alltsa frimst den som styr arbetsséttet i
aritmetik under de f6rsta skoléren. Var femte niondeklassare fick under-
kint i det nationella provet i matematik varen 2011. Férhoppningsvis
saknar inte alla dessa elever de fardigheter i huvudrikning som ligger
till grund for flexibel 6verslagsberdkning. Matematiken omfattar ju dven
andra omraden #n aritmetik. Men nar man i ledaren frén den 30 augusti
skriver att antalet mycket svaga elever kraftigt har 6kat, torde det vara
just denna elevgrupp som avses. Som mycket svaga elever ser atmins-
tone jag enbart de som inte har nagra fardigheter i huvudrikning, och
som dirmed saknar mojlighet att utan professionell hjilp komma vidare
inom dmnet.

Tabellkunskaper ar inte utantillinlarda fakta

I en divisionsstudie, presenterad ett tiotal ar efter min avhandling redo-
visade jag resultatet fran 72 intervjuer genomférda med elever i arskurs
2-6 (Neuman, 1999)". Det visade sig dir att formell férstielse for divi-
sion, pa samma sitt som formell férstdelse for subtraktion, bara utveck-
lasisamspel med informell kunskap. Och att varken multiplikation eller
division lars in genom tabelltrining. Den senare slutsatsen hade d& drygt
ett decennium tidigare illustrerats i forskning genomford av hollandaren
ter Heege (1985).

Ett av de forskningsproblem divisionsstudien avsag att besvara var
om det dr mojligt f6r barn, som inte kan rikna i huvudet och som
saledes saknar férméga att utféra upprepad addition, att dividera. De
flesta andraklassare men ocksa flera av de #ldre eleverna saknade denna
férmaga. Andraklassarna kompenserade detta genom geniala teckningar.
De ildre eleverna diremot valde ofta att uppskatta, utan méjlighet att
kontrollera om deras svar var korrekta. Eller ocksa stillde de upp de tal
som férekom i en subtraktionsalgoritm de inte kunde anvinda, elleri en
divisionsalgoritm de inte férstod. Med undantag f6r de andraklassare som
ritade, lyckades ingen av de elever som saknade fardigheter i huvudrik-
ning l6sa ndgot av problemen i divisionsstudien.

De 6vriga eleverna, ddremot, fortsatte dven nir de larde sig multipli-
cera och dividera att anvinda det slags fardigheter i att se, som de tidigt
hade bérjat utveckla och hade anvint nir de lirde sig addera och subtra-
hera. En uppgift som handlade om att ta reda pa hur mdnga bullar som ska
léiggas i varje pdse, néir 42 bullar ska forpackas i 6 pdsar, 16ste exempelvis
en tredjeklassare genom att samtidigt tdnka hogt och skriva sd hir pa sitt
intervjuprotokoll (se figur 5), innan han svarade "Sju bullar”.
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Figur 5. 42 bullar ska forpackas i 6 pasar (Neuman, 1999,s.111)

Han uppskattar forst att det kanske gér fyra bullar i varje pdse, men ser
att det d& skulle bli ménga bullar 6ver och prévar med att dubbla antalet
till &tta i varje pase, varvid han mirker att det skulle behévas 48 bullar.
Eftersom det bara finns 42 stycken tar han i tankarna bort sex bullar, en
fran varje pase, sé att det blir sju i varje och de 42 bullarna exakt gér &t.

Fo6r att komma fram till sitt svar "4 kulor var” pa uppgiften hur ménga
kulor far varje barn, om 28 kulor ska delas lika mellan 7 barn, berittar en
annan tredjeklassare att han har tinkt s& hiar "Forst tar jag sju och sju ...
de’ e’ fjorton ... sen fjorton och fjorton ... tjugoatta” (Neuman, 1999, s. 114).

P4 fragan vad han gér med de sju kulor han tar flera gdnger, blir han
forst litet stilld. Men efter en kort diskussion férklarar han att han har
delat ut en av de sju kulorna till varje barn i forsta rundan, en till var och
en i nésta runda och s vidare.

Den forsta av dessa uppgifter ir av typen innehallsdivision och den
andraav typen delningsdivision, men barnen 16ste bdda uppgifternasom
innehallsdivision. De tycktes helt enkelt i sina tankar ordna situatio-
nen sd att den gick att se pa ett sddant sitt att uppgiften kunde l6sas
med den metod de fann enklast. De barn som ritade, formade ofta ett
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Figur 6. Sju barn far dela pd 28 kulor (Neuman, 1999,s.113)
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rektangelmonster, bade for uppgifter av typen innehdlls- och typen del-
ningsdivision. Fér uppgiften med de sju barnen som skulle dela pa tju-
godtta kulor ritade de till exempel sju barn och delade sedan ut en kula
i taget till varje barn fyra ginger, s3 att teckningen till sist formade ett
rektangelmdnster av fyra ganger sju kulor (figur 6).

Om den kultur som styr aritmetikundervisningen dndrades fran upp-
fattningen att barn lir sig addera, subtrahera, multiplicera och dividera
genom att rdkna och minnas, till uppfattningen att de lir sig detta genom
att se och reflektera, skulle andelen mycket svaga elever inom #dmnet
matematik férmodligen avsevirt reduceras.

Kan undervisning grundas pa forskningsresultat?

Att grunda undervisning pé forskningsresultat dr emellertid inte alltid s&
latt. Den kinda amerikanska forskaren Lauren Resnick (Resnick & Ford,
1981) beskriver hur hon vid ett tillfille férs6kte, men totalt misslyckades
med att undervisa om en subtraktionsstrategi hon hade mirkt att barn
anvinde, och som hon fann vara mycket effektiv (s 83). Barn som brukade
den kunde namligen vilja mellan att gd framét eller bakat i subtraktion,
beroende pa vilket som var bekvimast. Resnick kallade strategin choice.
Anledningen till att hon misslyckades i sitt f6rs6k att undervisa om stra-
tegin var att hon aldrig kunde komma underfund med hur barn sjilva
uppfann den. Hon uppmanade dirfor forskare att noga hélla utkik efter
situationer dir de ser barn uppfinna den och att d& uppmirksamma hur
de bir sig at. Bara om vi vet hur barn sjilva gor for att 16sa problem pé
battre sitt, kan vi forverkliga en undervisning som hjélper dem avancera
mot hogre kompetensnivier, sdger hon.

I nyborjarstudien behévde jag inte halla utkik efter situationer dir
barn uppfann strategin choice. Den visade sig ndmligen inte vara resultat
av nagon uppfinning som skedde vid ett enda tillfélle; den uppfannsien
process som uppenbarade sig pa olika stadier av utveckling i varje barns
intervju. Det vill sidga i den process inom vilken fingertalen formades
och efter hand forvandlades till tankeredskap. Bade ordet strategi och
termen choice var sdledes malplacerade i ssmmanhanget. Barnen valde
inte mellan négrastrategier. Valet skétte det odelade femtalet &t dem. Fast
egentligen handlade inte heller detta om ndgot val. Det handlade om en
sjélvklar placering av fingertalets tva delar, si att den st6rsta delen alltid
blev den férsta, knuten till den odelade f6érsta handen. Nér barnen sig
alla fingertal som var fem eller storre pa det sittet fanns det ingen moj-
lighet for dem att vilja ndgon annan vig dn den bekvimaste. Detta ar
latt att férstd, om man forsdker 16sa vilket additions- eller subtraktions-
problem som helst inom bastalomradet genom att titta pa de romerska
sifferkombinationerna i figur 3.
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Tillsammans med tvé av de intervjuade klassernas lirare vagade jag efter
moget 6vervigande stilla upp pa att préva det helt nya arbetssitt, dar
addition och subtraktion aldrig lirdes in genom rikning.”® Vi organi-
serade en undervisning utgdende frdn tanken att 13ta barnen fortsitta
att utveckla den aritmetik flertalet av dem hade bérjat skapa redan fore
skolstarten (Neuman, 1987, 1989). Det vill sidga en undervisning, dir vi
genom olika utmaningar lit barnen uppticka férst hur man subtraherar
och sedan hur man adderar genom att se. Alla barn, 39 stycken, lirde sig
under de tva ar de deltog i experimentet inte bara additions- och subtrak-
tionstabellernas talkombinationer. De lirde sig 4ven utféra addition och
subtraktion over tiotalsgrinser med ett ensiffrigt och ett tvasiffrigt tal
inom hela omridet 1-100.”

Svaren var inte alltid blixtsnabba, sa som vi menar att de ska vara
om barn har automatiserade tabellkunskaper. Men alla barn kunde i det
avslutande prov som spelades in pé ljudband beritta hur de hade tinkt,
nir de 16ste uppgifterna. Ingen avdem dubbelriknade eller riknade 6ver-
huvudtaget. Och ingen anvinde sina fingrar eller ritade; alla hade 6ver-
gatt till att tinka om det de tidigare hade upplevt konkret. Ingen av de 39
eleverna behévde heller ndgon specialundervisning efter det att experi-
mentet var avslutat och fram till hégstadiet; de ar jag hade mojlighet att
pa avstdnd f6lja deras utveckling. Titti — som vi motte niar hon i gissnings-
leken gissade att det av de nio knappar jag hade gémt i tvé askar kunde
finnas elva i den ena asken och tolv i den andra, tretton i den ena och
arton i den andra — var vid skolstarten inskriven i sirskolan. Vi énskade
emellertid att ha med henne i vart experiment, vilket vi fick tillstand till
under férutsittning att jag gav henne tva timmars enskild undervisning
per vecka, vid sidan av den undervisning hon fick i klassen. [ den enskilda
undervisningen bearbetade vi det hon hade arbetat med i klassundervis-
ningen med sérskild tyngdpunkt lagd p& de mycket tidiga omraden som
hon, till skillnad frén flertalet kamrater, inte hade férstétt i nyborjar-
intervjun (se t ex Neuman, 1994, 1989). P4 min disputation fick jag ett
brev fran Tittis davarande klasslirare, som hade bifogat hennes senaste
provrikning med anteckningen: "resultatet Sver genomsnittet i klassen”.

Aven i andra linder, till exempel i Japan, har undervisning av lik-
nande slag prévats och visat sig framgéngsrik. Undervisningen i Japan
utgdr visserligen inte frin barns eget sitt att skapa aritmetik, men den
bygger pa forskning och beprovad erfarenhet av femtalets betydelse och
stéller sig avvisande till tabelltrianing och till framét- och bakatrikning
(Hatano, 1982). Den ir ocksa, precis som undervisningen i vart svenska
forsok, problemorienterad (Easley & Taylor, 1990). I problemorienterad
undervisning formulerar ldraren ett problem med det medvetna syftet
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att skapa en diskussion som slutligen ska leda fram till sjdlvklar insikt
om nagot eleverna behdover forsta.

I vart undervisningsexperiment bérjade vi till exempel med att 13ta
barnen forestillasig att de levde i Landet Liingesen, ett land ddr det varken
fanns matt, mynt, rikneord eller siffror. Dir stélldes de infér problem
som handlade om att lista ut vilken av tva personer som hade fatt mest
av nagot. Till exempel av "olja” som de behévde till sina oljelampor och
som var upphailld i olikformade kirl. Eller av "guld” i olikformade stavar,
som de anvinde till betalningsmedel. Eller av olikformade stycken av
vivnad, som de behévde for att tillverka klader. I uppgiften ingick ocksd
kravet att pa nagot sitt ange det antal enheter som fattades for att bada
personerna skulle f4 lika mycket. Syftet var att barnen skulle fa uppleva
varfor det var nédvindigt for oss att skapa matematiken. Och hur det
kunde ha gatt till, nir vi gjorde det. De tvingades uppleva att jamférelse
kriver mitning och att man f6r att méata forst och frimst maste skapa en
for storheten passande enhet att mita med och sedan symboler, som gor
det majligt att berdtta om hur ménga dessa enheter ar. Likhetstecknet
inférdes som ett tecken man bara far anvinda, nér det finns lika ménga
enheter pa varje sida om det. Alltsd, nir bada personerna i sagan hade
fatt lika mycket. Symbolerna fick barnen uppfinna sjilva, eftersom de
rikneord och siffror vi nu anvinder 4nnu inte existerade. Ibland satte
de upp ett finger for varje enhet och ibland ritade de ett streck fér varje.
Nir talen blev storre berittade vi att man i Landet Lingesen - i stéllet
for att exempelvis rita av alla fingrar utom ett (IIIIIIIII) - brukade bérja
med att rita hela den férsta handen, V, och sedan rita streck enbart fér
den andra handens fingrar (VIIII). P3 det séttet gick antalet att uppfatta
och det odelade femtalets idé beféstes. De romerska siffrornaisin antika
form &versatte vi sd smaningom till vira nuvarande siffror och rikneord.
De barn som kénde sig oséikra kunde emellertid, si linge de hade behov av
det, fortsitta att anvinda de gamla uttrycken parallellt med de nya. Arit-
metik och geometri introducerades sledes i inbordes samspel. Rékning
och mitning hor enligt mina erfarenheter nira samman.

Undervisningsexperimentet avsag inte att illustrera ndgon universal-
metod fér bittre undervisning, Det handlade 6verhuvudtaget inte om
tillimpning av ndgon metod utan var ett exempel pa hur en filosofi om
kunskap kan omsittas i praktik. Later man undervisning spegla barns
sdtt att spontant, i samspel med sin nirmiljo, utveckla férstielse fér
ndgonting, kommer undervisningen osokt att illustrera en fenomeno-
logisk kunskapsfilosofi omsatt i praktik. Spontan kunskapsutveckling
borjar alltid med att en vagt uppfattad helhet efter hand allt tydligare
avsldjar sina delar.
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Ett stort utbud av varierande metoder anvindes i experimentet. Alla
var knutna till en fenomenologsk epistemologi om kunskap som en dif-
ferentierande process. Likasé brukades ménga typer av laborativt mate-
riel. Alla var av det slag dér ett helt tal, eller en storhet, skulle delas upp i
enheter, elleridelar bestdende av flera enheter.”” Emellertid avsig experi-
mentet ocksé att préva den lokala teori som blev méjlig att forma genom
intervjuundersékningen, och som antydde att:

Ingen rikning beho6vs for att tilldgna sig sé kallade tabellkunska-
per. Nir barn har lirt sig forstd rikneordens inneboérd och rik-
ningens mening formar de monster som later dem se tabellernas
talkombinationer.

De barn som deltog i experimentet tillignade sig tre sddana monster.

1. For addition och subtraktion inom bastalsomrédet: det ménster
som figur 3 avsléjar, och som gor basbegreppens 25 kombinationer
till abstrakta talférestillningar, dels genom att varje talkombina-
tion i konkret form #r direkt uppfattbar genom utékad subitizing
och dels genom att var och en av dem tydligt visar sdvil additionens
kommutativa egenskap som sambandet mellan addition och
subtraktion.

2. For addition och subtraktion inom hogre talomraden: ett monster
som visar hur ett bastal delas upp vid tiotalsgrinserna; tyvirr finns
inget utrymme fér nirmare beskrivning av ménstret hir. *

3. For multiplikation och division: det rektangelmonster som flera
barn i divisionsstudien formade i sina teckningar (figur 6) och som
tydligt visar multiplikationens kommutativa egenskap och det
omvindbara férhallandet mellan multiplikation och division.

Forandring av arbetssatt och kultur

For att genomfora aritmetikundervisning med utgdngspunkt frén en
fenomenologisk epistemologi, och frin teorin om aritmetik som en
férméga att se — vilken var karakteristisk for vart experiment och alltid
har varit det i japansk undervisning - krivs ett paradigmskifte f6r vir del
av virlden. Vimaste vilja bort paradigmet att rdkna och vilja paradigmet
att se. De tva paradigmen &r oférenliga.

Viljer vi paradigmet att se maste det centrala i den "férdndring av
ett arbetssitt och en kultur” som Skolverket efterlyser bli att prioritera
férmagan att se och tinka istillet f6r att fokusera pa rdknefdirdigheter
och minneskunskap. Mekanisk tabelltrining, tragglande med framat- och
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bakatrikning och tidsddande undervisning av algoritmer som ingen
kommer att anviinda, skulle dé falla bort. Likasa skulle rittningen av varje
enskilt exempel i elevernas riknebécker bli éverflodig nér det giller arit-
metikundervisningen. Den dr bara n6dvandig om undervisningens syfte
har varit att 14ra dem rdkna och minnas. Har det varit att lira dem se och
reflektera provar man istillet varje elev genom att da och da stilla frigan:
"Hur tinkte du hdr?” De yngsta eleverna kan dé visa med sina hinder
och med romerska siffror hur de har sett problemens 16sning, och nir
talen blir stérre kan bade yngre och dldre elever beritta genom att rita.

Genom en siddan férandring av arbetssitt och kultur skulle vi f&
en ocean av tid som vi kunde anvinda till att utveckla férméga att se
monster, problemldsningsforméga, tankeférmaéga, férmaga att anvinda
minirdknaren pé ett intelligent sitt, samt till att diskutera varfér vi en
gang skapade aritmetiken och hur det kan ha gatt till, nér vi gjorde det.
Och till allt annat vi nu inte anser oss hinna med. Vi skulle med andra
ord f3 vara med om dventyret att dntligen forma en modern aritmetikdi-
daktik. En som dr anpassad till 2000-talets datoriserade virld, men som
lagger huvudvikten vid att utveckla den minskliga forestillnings- och
tankef6rmaéga, som ir férutsittningen bade for en fungerande vardags-
aritmetik och fér vidare studier inom dmnet matematik och inom alla
andra dmnen.
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Noter

1

Jag kommer i denna artikel for bekvimlighets skull att genomgaende
anvinda det uttryck, "elever med matematiksvérigheter”, som anvindes nir
jag presenterade min avhandling &r 1987.

I den engelska utgdvan av Vygotskys stora verk om tinkande och sprak
(Myshlenie i rech’) antyder redaktdren Alex Kozulin att Vygotsky hade en
intrangande kunskap om Husserl (Vygotsky, 1986, Thought and Language,
s.xiv). Och i inledningen till den tyska utgdvan (Vygotsky, 1964 [1977],
Denken und Sprechen, s.xix) skriver Thomas Luckman att Vygotskys under-
s6kningar har manga intressanta likheter med Husserls, bdde nir det giller
innehall och metod.

Uttrycket INOM var beteckning fér forskning om INldrning och
OMvirldsuppfattning.

Iakttagelser som frimst grundar sig pd noteringar jag har gjort i innu
opublicerade dagbdcker, dir jag har foljt mina tre barnbarns aritmetiska
utveckling under foérskoletiden och bérjan av skoltiden.

Wynns och Brissiauds rapporter, éverensstimmer med resultaten i min
avhandling och med noteringar jag har gjort om mina barnbarn.

Fuson har beskrivit metoden som "metod A” (Fuson, 1984, s.217-218).

Fuson har beskrivit metoden som "metod B” (Fuson, 1984, s. 218-219).
Fuson var vid den tid jag beskriver den enda som, vid sidan av mig sjilv,
skilde mellan dessa tva sd avsevirt olika bakatrikningsmetoder.

De barn som kénde till att de hade tio fingrar pa bdda hinderna, och
férstod att nio var ett mindre 4n tio, vek ibland in tummen fér nio efter-
som det gick littare. Och ett barn formade &tta genom att forst ligga upp
en hand med tummen invikt och sedan rikna alla fingrar utom tummen pé
den andra handen

Ordet subitizing kommer fran latinets subito, som betyder plétslig eller
omedelbar (Resnick & Ford, 1981).

10 Av misstag har jag hir ersatt nio med &tta i uppgiften 2+_=09.

11 "Dubbla”, ett ord lirare och barn i de tidiga skolaren ofta anvinder fér kom-

binationer av tv4 lika stora tal, t ex 2+ 2 eller 3+ 3.

12 Alla 6versittningar gjorda av mig.

13 Pa sidan 83, punkt 2, skriver férfattarna att barn visserligen soker stdd i
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sina fingrar nir de adderar, men att det da inte direkt 4r "talen de opererar
med”, utan att fingrarna anvinds fér att halla reda pa stegen i rikningen;
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Att dndra arbetssitt och kultur inom den inledande aritmetikundervisningen

(alltsa for dubbelrikning; min kommentar). Och pa sidan 84 under rubri-
kerna "Nedrikning till dterstoden” och "Upprikning fran delen” skriver de
att "antalet steg hélls i huvudet eller riknas pé fingrarna”,

14 Ett jamférelsevis utforligt referat av det radikalkonstruktivistiska under-
visningsexperimentet har gjorts av Géta Eriksson (2004) i avhandlingen
Tidig aritmetisk kunskapsbildning — ett radikalkonstruktivistiskt perspektiv.

15 Det avsnitt om Husserl som foljer 4r ett ssmmandrag av i princip ordagrant
Sversatta utdrag ur Husserl 1891, sidorna 278-284; samtliga dversittningar
gjorda av mig.

16 Nyborjarstudien genomférdes 1982, och det var d3 inte vanligt att man i
forskolan dgnade sig 8t sddant som betraktades som "skolverksamhet”.

17 Tack till il doktor Anita Sandahl, Linkdping, fér den utomordentliga
skicklighet med vilken du genomférde halva antalet av dessa intervjuer.

18 Tack till Elisabet Eskils och Birgitta Wahlqvist for det mod ni visade nir ni
stéllde upp som lirare f6r de tva klasserna i detta projekt.

19 Resultaten redovisas i Neuman 1987 (s.294-312) och 1989 (s. 237-240).
Uppgifterna utanfor bastalomradet utgjordes alltid av ett tvasiffrigt och ett
ensiffrigt tal, och krivde alltid att tiotalsgrinsen passerades.

20 I Neuman, 1987 (s.261-301) och 1989 (s.200-236) finns ménga exempel pa
dessa metoder och materiel.

21 Fér den som ir intresserad finns beskrivningar av detta ménster i min
avhandling (Neuman, 1987, s.294-297) och i boken Riknefirdighetens ritter
(Neuman, 1989, s.233-236).
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Abstract

Setting out from the holistic view of knowledge representing pheno-
menology and the phenomenographic research approach, I have in this
article revisited the observations presented in my now twenty-six year
old dissertation The origin of arithmetic skills, the Swedish book Rdikne-
fardighetens rétter and a later study of how children divide. One side of
the observations concerns elementary and middle school pupils who
take part in special education as well as high school pupils who believe
they suffer from severe math difficulties; the other concerns seven
year old first year pupils without any formal education in the field of
mathematics. These observations show

- that the primary cause of severe or specific math difficulties seems
to be the absence of numerical representations and of the concep-
tual understanding of the inverse relation between addition and
subtraction

— that those concepts and representations are probably not developed
through the table-training usually used at school; but

- that many children intuitively begin to use those concepts or arith-
metic laws before they enter school, whilst simultaneously crea-
ting numerical representations, which in due time become tools for
thinking in numerical terms.

Finally, the question is posed: would a shift of paradigm within the
culture now ruling the ways in which arithmetic is introduced to first
year pupils possibly reduce the great number of pupils who now fail
mathematics when leaving school at the end of grade nine?
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