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Forord

I foreliggande text nirmar vi oss den djupa filosofiska fragan om de matematiska
objektens natur och forhallande till den empiriska verkligheten. Denna frage-
stillning har fatt ny aktualitet och ir nu inte enbart en forskningsfraga for filo-
sofer. Tvirtom har fragestillningen fatt en alltmer tvirvetenskaplig karaktir och
engagerar manga vitt skilda forskningsomraden. Vi har i denna lilla skrift inga
ansprak pa att vara heltickande, men vi vill ge ndgra typiska exempel p4 hur den
ovan nimnda forskningsfragan problematiseras och belyses ur olika perspek-
tiv. Fokus i véir framstillning ér alltsa i forsta hand den ontologiska frigan om de
matematiska objektens natur: Finns de matematiska objekten, och i sa fall hur?

Denna 6versikt ir framtagen av Nationellt centrum for matematikutbildning
(NCM) vid Géteborgs universitet med stéd av Myndigheten for skolutveckling
(MSU:Dnr:2007-478).

Att ldsa denna text

Eftersom vi i denna text gor nedslag i manga olika omraden, beskriver en stor
mingd olika filosofiska stromningar och andra perspektiv pa matematik och
matematikanvindning finns det ganska manga l6sa tradar i texten. Ett mojligt
sitt att nirma sig texten ir att borja med att lisa det sista avsnittet Diskussion och
avslutning. Dir knyts méinga traddar ihop och vi gor ocksa vissa forsok att koppla
de fragor vi undersokt till fragor om lirande och undervisning i matematik.

Avgrinsningar

Det finns ocksa en livaktig och omfattande sprakfilosofisk och lingvistisk forsk-
ning kring matematik och matematiklirande som vi inte beaktar i denna dver-
sikt. Vi har inte heller inkluderat olika karakteriseringar av vad det innebir att
arbeta matematiskt, t ex i termer av matematiska kompetenser eller hur olika syn
pd matematikens natur paverkar och paverkas av undervisningen. Slutligen gar
vi inte heller in pa frigan om vad som egentligen skall karakteriseras som mate-
matiskt arbete nir det giller en viss individ (som tex utfor en specifik handling
inom ramen for sitt yrke). Alla dessa omriden ir intressanta, men kriver sirskilda
oversikter enligt var bedémning.
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Det perspektiv vi har valt handlar inte heller om hur man bist lir sig matematik,
utan om matematiken sjilv. Aven om vissa frigor tangerar de didaktiska sa har vi
inte ambitionen att belysa frigan ur ett didaktiskt perspektiv.

Den évervigande delen av diskussionen runt matematikens filosofi fors sna-
rare i bocker in i referee-granskade tidskrifter. Detta giller speciellt de forfat-
tare som har ambitioner att ta ett mer holistiskt perspektiv och beskriva en
sammanhingande teori. De flesta av de centrala referenserna i denna dversikt dr
vilkinda for den som har viss inblick i den moderna debatten om matematikens
natur. I ménga fall fors dock debatten parallellt, men nagot mer snuttifierat, iven
i vetenskapliga tidskrifter och i sidana fall har vi dven uppmirksammat nagra
sddana referenser.

Goteborg den 15 september 2009

Ola Helenius och Lars Mouwitz
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Introduktion

Vi inleder denna text med en motivbild till de frigor vi kommer behandla.
Forst beskrivs kort vilka vetenskapsomraden som berors. Direfter betraktar vi
kursplaner frdn nagra olika linder for att se hur matematikens natur framstills
i skolsammanhang. Avsnittet avslutas med att vi ur sivil ett matematikdidak-
tiskt som ett filosofiskt perspektiv presenterar de centrala frigestillningar som
genomsyrar dversikten som helhet.

Vad dr matematik?

De senaste decennierna har en livaktig diskussion forts vad giller fraigan om
vad matematik egentligen ir for nigot. Denna diskussion har inte enbart forts
mellan filosofer utan har aktiverat ocksid matematiker, matematikdidaktiker,
kognitionsvetare, psykologer, sociologer, sprakforskare, idéhistoriker och andra
humanister. De grundliggande fragestillningarna ir saledes ofta tvirvetenskap-
liga och ir dven sammanlinkade med fragor kring matematiklirande, matema-
tikutbildning och utformning av liroplaner och kursplaner i matematik pa olika
utbildningsnivéer. I foreliggande text har vi lagt fokus pa ett urval av sidana
grundliggande filosofiska frigor, men med utblickar mot andra vetenskaper,
utbildningsverksamhet och matematikens roll i samhillet. Syftet dr att proble-
matisera och skapa nyfikenhet kring frigor om matematikimnets natur och for-
hoppningen ir att lirare och andra intresserade som liser texten inspireras att
fundera pa hur de sjilva ser pd matematiken och vilken bild av &mnet de mer
eller mindre medvetet férmedlar.

Matematikens natur — en internationell kursplaneutblick

Eftersom liroplaner och kursplaner ir de dokument som ytterst styr vad lirare
skallundervisa omfinner manga linders utbildningsansvariga det nodvindigt att
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inkludera en beskrivning av vad matematik ir i kursplanerna. En sadan beskriv-
ning finns till exempel i vira svenska kursplaner for matematik, (se tex Amnets
karaktir och uppbyggnad, Skolverket 2000). De huvuddrag som dir framtri-
der handlar om matematikens abstrakta karaktir, problemlésningens centrala
roll vid matematiskt arbete och om karaktiren hos den process dir matematik
anvinds for att beskriva och analysera diverse utommatematiska fenomen. Den
sista punkten som kan sigas handla om matematikens anvindbarhet, skrivs
fram dven i andra linders kursplaner som vi studerat, men pa lite olika sitt. I
till exempel Nya Zeeland och Kina (grundskola och gymnasieskola) poingteras
matematiken som en teori respektive en process for att analysera (vissa aspekter
av) viirlden (New Zealand Ministry of education, 2007, Ministry of education
of People’s republic of China, 2004a, 2004b). Man kan siiga att det ir en relation
mellan matematiken och virlden som beskrivs.

I Storbritanniens kursplan & andra sidan, koncentrerar man sig istillet pa
matematikens anvindbarhet utifrin individens perspektiv och skriver tex att
Matematik utrustar mdanniskor med unika kraftfulla sdtt for att beskriva, analysera
och forindra virlden och |..] tillhandahdller verktyg for att forstd naturvetenskap,
ingenjorskonst, teknologi och ekonomi (Qualifications and curriculum develop-
ment agency, 2007, var dvers). I Singapore gir man ett steg lingre pa denna skala
och beskriver att matematiken inte bara tillhandahaller for individen anvind-
bara verktyg utan ocksa att matematik ir ett utmdrkt verktyg for att utveckla och
forbdttra en persons intellektuella kompetens i logiskt resonerande, rumslig visualise-
ring, analys och abstrakt tinkande (Ministry of education, Singapore, 2006, var
overs). Motsvarande skrivning finns ocksa i kursplanen for htx-inriktningen
i den danska gymnasieskolan (Undervisningsministeriet, 2008). Aven i Kinas
kursplan for gymnasieskolan lyfter man detta i skrivningen: Matematiken dr unik
och har en outbytbar roll i formerandet av mdénskligt resonerande och fostrar utveck-
lingen av den mdnskliga intelligensen (Ministry of education of People’s republic
of China, 2004b, var 6vers). Med andra ord framhiver dessa kursplaner mate-
matikens formalbildande roll, ett perspektiv som idag inte alls lyfts i de svenska
kursplanerna, i alla fall inte explicit. Redan i olika linders kursplaner i mate-
matik kan man saledes se att beskrivningar av vad matematik egentligen ir kan
variera betydligt.

Matematikdamnets lobbyister

Matematikimnet si som det beskrivs vad giller mél och syfte i skolans kurs-
planer ir alltsd inte fritt frin virderingar, kulturella faktorer och politiska ideo-
logier. Den beror pa ett langt ifran sjilvklart urval frin akademisk matematik,
men dmnet innehaller ocksd moment som inte direkt har motsvarigheter i den
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akademiska matematiken, tex fragor om rumsuppfattning, tidsuppfattning och
det som i skolan f6rr kallades "Rikning”.

Filosofen och matematikdidaktikern Paul Ernest papekar i Why teach mathe-

matics? (2000) fran antologin Why learn mathematics att olika lobbygrupper
mer eller mindre medvetet utdvar pitryckningar nir det giller hur matematik-
imnets mal och syfte ska beskrivas. For Storbritanniens del tycker sig Ernest
kunna urskilja foljande grupper, de flesta troligen ocksa relevanta for svenska

forhallanden:

L

Industrial trainers: den radikala hogern och konservativa politiker. Syftet
med matematik anges som att uppna basala matematiska firdigheter i sociala
sammanhang. Fokus ligger pa auktoritir undervisning for att eleven ska
uppni "basic skills”.

. Technological pragmatists: den teknologiska storforetagsamheten och stor-

finansen. Fokus ligger pa att l6sa praktiska problem inom industrisektorn
med hjilp av matematik och informationsteknologi.

. Old humanists: konservativa matematiker som slar vakt om matematikens

renhet och virdet av rigordsa bevis. Fokus ligger pa att utveckla avance-
rad matematisk forstielse och kompetens och en kiinsla for matematikens
egenvirde.

. Progressive educators: professionella liberala och progressiva pedagoger och

utbildare som stoder tanken pa social vilfird. Fokus ligger pa att eleven ska
uppni sjilvfortroende, kreativitet och sjilvfortroende via matematik for att
hoja sin livskvalitet.

. Public educators: socialister och radikala reformivrare for kad rittvisa och

jamlikhet. Fokus ligger pa att stiirka eleverna som kritiska och matematiskt
kompetenta samhillsmedborgare.

I alla dessa lobbygrupper forekommer idéer om matematikens natur, ibland
avgdrande for hur man vill att skolimnet matematik skall utformas och hur
undervisning och lirande bor ga till. En mingd forestillningar om dmnet ir sile-
des i omlopp, sivil bland politiker som bland andra makthavare, skolfolk och all-
minheten i 6vrigt. Manga ser upp till imnet med en skrickblandad fascination,
andra ir blockerade och kanske bittra. Men de flesta anser att det pa nigot sitt dr
"nyttigt”. Men vad vet vi egentligen om dmnets karaktir, hur kan matematiken
till exempel handla om ndgot annat in sig sjilv?
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Ndgra frigor om matematiken

Matematiken bestdr av abstrakta generella teorier, vad kan ett sdidant dmne ha
for relevans till var virld i dvrigt, som ju dr konkret och till synes unik och spe-
ciell i varje situation? I boken Matematikken og verden (2001) skriver matematik-
didaktikern Mogens Niss foljande om denna fraga:

Matematiken ses i denna bok som ett dmne som utvecklas och utévas av mdnnis-
kor, som inte dr annorlunda dn folk dr mest. Ett dimne som rymmer mdngfaldiga
forbindelser med virlden, dnda frin det dagliga livet i samhdillet till de hégsta och
djupaste kunskapsteoretiska frdagorna. (vér versittning, s 8)

Direfter stiller Niss ett antal fragor kring vad matematiken ir, kan och gor.
Dessa fragor dr i hog grad filosofiska men har i sin forlingning stor betydelse for
hur man ser pd matematikens stillning som dmne for utbildning och undervis-
ning. De frigor som direkt anknyter till vart filosofiska tema kan sammanfattas
som foljer:

1. Hur kommer det sig att man genom undersokningar av helt teoretiska,
abstrakta och till synes virldsfrinvinda objekt, fenomen och strukturer kan
skapa pastdenden och modeller om den verkliga virlden, vilka kan verifieras
empiriskt som tillrickligt korrekta? Hur kan matematiken handla om ndgot
annat dn sig sjalv?

2. Ar de matematiska objekten uppfunna eller upptickta? Ofta kan man inte
ens tala om de matematiska begreppen med vardagssprak. Begreppen verkar
inforas, eller konstrueras, vanligen av matematiker, som om de hittat pd dem
sjilva. Ar det da tal om rena tankeprodukter? I vilken mening kan de matema-
tiska begreppen sdgas existera?

3. Vad menas med sanning i matematiken? Skiljer den sig fran andra san-
ningar? Hur ndr man fram till matematisk sanning? Vad ir ett matematiskt
bevis och bevisféring, har det forbindelse med empirisk erfarenhet och
experiment? Vad innebdr "sanning” i matematiken, och hur ndr man dit?

4. Vad ir det for slags fragor matematikerna férsoker svara pa, och vilka slags
svar kan de leverera? Ar det nigot gemensamt med dessa frigor och svar som
skiljer sig fran andra imnen? Finns det ett slags frigestllningar och svar som dr
typiskt for just matematik?

5. Varfér anvinder matematiken ett s sireget formel- och symbolsprik?
Vilken roll har spriket, ir det stenografiska forkortningar, eller nigot mer
djupliggande? Varfor inte uttrycka matematiken med vart vardagliga sprak?
Vilken roll spelar det matematiska symbolspriket for matematiken?
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6. Hur kan det vara att forska i matematik i vira dagar, vet man inte redan det
man behover veta? Hur kan det uppstd ny matematik? Vad har en forskande
matematiker for sig? Och varifrin kommer forskningsproblemen? Hur éir det
majligt att forska i matematik?

7. Hur utvecklar matematiken sig ver tid? Vilka drivkrafter och mekanismer
formar denna utveckling? Spelar samhiilleliga och kulturella férhallanden
négon roll? Blir d4 sjilva matematiken avhingig av samhiille, tid och plats?
Ar gammal matematik ocksa foraldrad matematik? Hur beror matematikens
utveckling av samhiille, kultur och tid?

Dessa frigor har diskuterat under drthundraden inom den klassiska matematik-
filosofin. Som vi nimnde inledningsvis finns det dock ocksd en hel del modern
diskussion om dessa fragor. Paul Ernest (1998) menar att matematikfilosofin har
varit alltfér upptagen med att férsdka finna matematikens grunder — ett pro-
jekt som bade dr mycket svirt och ocksa for smalt for att kunna ge en filosofisk
bild av matematiken. Ernest foreslar istillet foljande punkter for en framtida
matematikfilosofi:

— matematisk kunskap: vilken natur den har, hur den faststills, vilket ursprung

den har,
— matematikens objekt: vilken natur de har och vilket ursprung,

— matematikens tillimpningar: dess grad av effektivitet i naturvetenskap,
teknologi och andra omraden,

— matematisk praktik: matematikernas aktiviteter, bAde nuvarande och i ett
historiskt perspektiv.

De traditionella skolan vad giller matematikens grunder har inte bara misslyck-
ats med att na sitt eget uppstillda mal, menar Ernest, denna skola har ocksa pa
ett olyckligt sitt begriinsat den filosofiska diskussionen till att gilla matemati-
kens formodade logiska grunder.

I vad som f6ljer kommer vi berdra nigra av Mogens Niss fragor ovan, framfo-
rallt med fokus pa fraga 1, fraga 2 och fraga 3. Vi kommer kort redogora for den
klassiska matematikfilosofins huvudstromningar. Direfter granskar vi nidgra mer
moderna betraktelser av matematikens natur och vidgar diskussionen i riktning
mot Ernest punkter ovan.

Nationellt centrum for matematikutbildning 7
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Matematikens filosofi

I de flesta filosofihistoriska verk av betydelse uppmirksammas matematikens
sirpriglade relation till filosofin. Det pythagoreiska sillskapets matematiska fram-
gangar hade till exempel stort inflytande pé Platons filosofi och utvecklandet av
idéliran, och under tidig kristendom tjinade de matematiska sanningarna som
exempel pa evighetens méjlighet for kyrkofadern Augustinus (se till exempel
Nordin, 1995). Det kan dirfor vara av intresse att ge en dversiktlig historisk fram-
stillning av relationen mellan matematik och filosofi och hur de paverkat varann.

Antiken

Den visterlindska matematiken har sina rotter i antikens Grekland, och
Pythagoras och hans skola brukar ofta beskrivas som en startpunkt. Det ir
emellertid klart att den grekiska matematikkulturen i hog grad paverkats av
savil babylonsk, indisk som egyptisk matematik. I boken The Crest of the pea-
cock: Non-european roots of mathematics av George Gheverghese Joseph (1991)
finns en mer rittvisande bild av matematikens historiska killor. I denna bok
framgar ocksa att den axiomatiserade matematik som kom till uttryck i Euklides
Elementa inte har nigon motsvarighet i andra kulturer, dir den avancerade
matematiken betraktades mer som en konstfirdighet utévad av mistare. Dessa
kulturella skillnader kan man se dven i var tid. Det sjilvlirda indiska matematik-
geniet Ramanujan bevisade till exempel aldrig sina satser. I den visterlindska
traditionen brukar pythagoréernas valsprak "Allt dr tal” framstillas som ett
2500 ar gammalt forskningsprogram som fortfarande héller pa att forverkligas,
dvs tanken att verkligheten i sjilva verket bestar av (skall beskrivas som) mate-
matik. Samma tanke finns tex hos Galilei tvitusen r senare d4 han uttrycker
att "Naturens bok” dr skriven med matematikens sprak och som vi kommer att
se finns motsvarande tankar dven idag.

Platon, en av antikens tv filosofiska giganter, utformade sin idélira inspire-
rad av pythagoreerna och han sdg matematiken som ett forebildligt exempel pa
hur man kunde finna eviga sanningar som ocksa hade sina motsvarigheter i var
komplexa materiella virld. Enligt Platon finns en parallell viirld av eviga och per-
fekta idéer och viér virld var snarast en ofullstindig kopia av denna. Vill man
soka exakt och bestdende kunskap skall man med tankens kraft soka sig till idé-
ernas virld, inte forlora sig i den viirld man kan uppfatta med sina fem sinnen. I
en av Platons mer fantasifulla dialoger beskriver han hur en skapare, Demiurgen,
framskapar den materiella viirlden som en krukmakare, dir de matematiska
idéerna ir de “ritningar” som skaparen utgar fran. Aven i det kristna tinkandet
har ofta matematik uppfattats som given av Gud eller som ett uttryck for Guds
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tinkande och att var virld sisom skapad av Gud lydde matematiska lagar blev en
yttersta garant fér kunskapssokande verksamhet.

Aristoteles, den andre filosofiske giganten fran antiken och Platons lirjunge,
hade ett mer empiriskt perspektiv pa hur man far kunskap. Kunskap utvinner
man ur vir materiella virld genom att abstrahera, att extrahera tingens mest
visentliga egenskaper genom att studera manga konkreta exempel. Aven mate-
matiken betraktades som abstraktioner av tingens konkreta egenskaper. For att
organisera kunskapen krivdes enligt Aristoteles ndgon form av verktyg for tin-
kandet och Aristoteles utvecklade dirfor en systematisk logik i sin bok Organon
(Verktyget). Diri ingick bland annat foreskrifter for hur man ska definiera
(samma anvinds for 6vrigt dn idag i ordbocker) samt hur vetenskapliga teorier
ska konstrueras logiskt, med hjilp av axiom och teorem hirledda fran axiomen.
Om axiomen var sanna, s skulle iven teoremen vara sanna, och det blev pa detta
sitt mojligt att producera ny kunskap genom logisk hirledning. Underforstétt
finns tanken att virlden ytterst har en logisk struktur. Euklides Elementa ir i hog
grad inspirerad av denna Aristoteles’ vetenskapslira.

Under antiken verkade dven andra filosofer, framforallt de sa kallade sofisterna
som motsatte sig idén att det fanns en objektiv kunskap. Istillet betonade man
att begrepp som mening och sanning i hog grad var beroende av kultur och sam-
hille, och att kunskapen var personlig och dirmed subjektiv. Emellertid kom
forst Platon och sedan Aristoteles att bli den kristna kyrkans accepterade filoso-
fer,sa den sofistiska filosofin fanns kvar endast som en mer eller mindre subversiv
understrom i visterlandets tinkande under medeltiden och #ven under renis-
sans och upplysning. Forst i vér tid har den fitt genomslag bland annat genom
den hermeneutiska filosofin, lingvistiken och den s kallade postmodernismen.

Redan hos Platon, Aritoteles och sofisterna kan vi urskilja nagra olika tanke-
monster: Matematiska sanningar ir oberoende av var materiella virld (och spe-
ciellt oberoende av minniskan). Matematiken finns i var materiella viirld och
utvinns med abstraktioner. Matematiken kriver en logisk-systematisk begrepps-
apparat och slutligen att matematiken, liksom &vrig kunskap, ir personlig och
kulturberoende. Huvudsakligen skissas alltsd redan hiir de flesta av de stora tan-
kestrémningarna inom matematikens filosofi som sedan féridlas och forgrenas i
den senare historien.

Medeltiden ligger grunden

Under hogmedeltiden uppstod en lird filosofisk strid inom kyrkan, dir olika
falanger utkristalliserades. Denna strid gillde de si kallade allminbegreppen,
universalia, och i vilken mening dessa skulle kunna tinkas existera (Wedberg,
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1968; Piltz, 1978). Eftersom det handlade om objekt for teologins analyser blev
motsittningarna ibland allvarliga, kanske livsfarliga for avvikare. De olika falang-
ernas uppfattningar om abstrakta begrepps natur kan dven illustrera den diskus-
sion som vixte fram under renissans och upplysning och som fortfarande pagar,
vad gilller de matematiska begreppens natur:

Platonismen: Den matematiska virlden ir evig och perfekt och vi kan f4 kontakt
med den med hjilp av vart "inre 6ga”. Matematiken har en sjilvstindig exis-
tens i en parallell virld som kan upptickas. Problematiska frigor: Hur kan det
vara ndgon form av kontakt mellan det enskilda medvetandet och virlden
av matematiska idéer? Vilken karaktir har denna kontakt? Fanns virlden
av idéer innan nigot enskilt medvetande fanns? Hur kan det vara si nira
samband mellan de eviga idéerna och den materiella virldens struktur?

Aristotelismen: Matematiken har extraherats frin var materiella virld med hjilp
av abstraktioner. Matematiken finns inbiddad i var materiella virld, inte
i en parallell virld. Problematiska frdgor: Hur kommer det sig att nya och
bittre matematiska modeller stindigt ersitter de gamla, tex inom fysiken,
om matematiken extraherats frin materien? Hur kommer det sig att de rent
matematiska upptickterna ofta foregdr sina praktiska tillimpningar? Kan
en observation av ndgot i den empiriska virlden vederligga en matematiskt
bevisad sats?

Konceptualismen: Matematiska termer och bakomliggande begrepp ir beroende
av kultur, samhille och person och konstrueras av mianniskan. Problematiska
friagor: Hur kommer det sig att den av minniskan uppfunna matematiken
ir sa oerhort anvindbar? Hur kommer det sig att matematiken utvecklas
tdmligen lika, tex Pythagoras sats, av olika minniskor i olika kulturer? Hur
kommer det sig att matematiken blir sd sikerstilld att det ter sig omdjligt att
ifrdgasitta den?

Nominalismen: Matematiska terminologi har ingen tickning i form av bakom-
liggande begrepp. Matematik laborerar med tryckta symboler och minskliga
liten. Problematiska frigor: Hur kommer det sig att just de symboler och den
grammatik som nu finns anses relevanta om de inte bygger pa forstaelse och
bakomliggande begrepp? Hur kommer det sig att minniskan med intuition
och kreativitet kan utveckla matematiken om inget doljer sig bakom symbo-
lerna? Hur ska man kunna veta hur en matematisk modell ska konstrueras
om det inte finns en bakomliggande begreppslig likhet mellan matematiken
och det stycke verklighet som ska modelleras?
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Det behover kanske inte siigas att nominalisterna ansigs som mycket farliga av
kyrkan och att de ofta forféljdes med den uppsittning av skoningslésa metoder
som den medeltida kyrkliga inkvisitionen hade utvecklat. I var tid, och kopplat
till matematik, dr kanske filosofen Wittgensteins senare skrifter det som kom-
mer nirmast nominalismen. Men dven vissa matematiker, till exempel Hilbert,
uppfattar matematiken som ett "spel med symboler” som inte behdver ha tick-
ning i form av bakomliggande begrepp.

Under renissans och upplysning var drommen om att kunna finna eller
utveckla det perfekta spriket mycket aktuell. Detta sprik skulle vara sidant att
alla sanningar om virlden skulle kunna uttryckas korrekt och med full precision
med hjilp av spraket. I och med naturvetenskapens matematisering kom dessa
drommar att allt mer knytas till matematiken, och det gamla pythagoreiska pro-
grammet "allt ir tal” tog ny fart.

Sjuttonhundratalsmatematikern och filosofen Leibniz tinkte sig att den mate-
matiska kalkylen skulle vara just ett sidant universalsprik, ett characteristica uni-
versalis. Intressant ir att "kalkyl” for Leibniz innebar just ett system av tecken.

Forra sekelskiftet — omkring dr 1900

Logicismen

Ett dterkommande tema i 1900-talets matematikfilosofi har varit relationen
mellan matematik och logik, och mycket arbete har lagts ned pa att forsoka
bestimma matematikens "grunder” genom att reducera matematik till logik
(Kline, 1980; Ernest, 1998) Detta har dven haft vissa dterverkningar pé skolim-
net matematik, tex i form av den omdiskuterade mingdliran, dir talbegreppet
skulle stillas pd miangdlogisk grund.

Matematikens sanningar harialla tider framstillts som oundvikliga och besta-
ende, att stiilla dem pa logisk grund skulle vara ett sitt att motivera varfér mate-
matikens satser och teoribyggnad har denna karaktir. Underforstatt antas logi-
ken vara mer grundliggande och sikrare in matematiken. Slutmélet har varit att
forsoka na fram till en axiomatisk matematik, dir man med utgangspunkt fran
nigra fd grundliggande axiom skulle kunna logiskt hirleda hela matematiken,
dvs matematikens teorem. Hir fanns sedan antiken Euklides Elementa som ett
foredome, iven om logikerna ansdg att bevisféringen behovde skirpas upp. Att
stilla matematiken pa logisk grund innebar att hirleda och precisera de mate-
matiska begreppen fran logiska begrepp med hjilp av explicita definitioner.

Den filosofiska rorelse som omfattade detta program kallades ofta den logiska
empirismen, nigra lost ssmmanfogade miljoer och som bland annat bestod av
filosoferna Gottlob Frege, Bertrand Russel, Ludwig Wittgenstein och Rudolf
Carnap, samt den sa kallade Wienkretsen.
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Redan tidigt stétte man pa problem. Filosofen Bertrand Russel upptickte att
det finns grundliggande paradoxer, dvs motsigelser, inom mingdliran och
matematikern Kurt Godel visade att inom en motsigelsefri och nigot s nir
omfattande matematisk teori, tex aritmetikens satser, kan man formulera
pastienden som varken kan bevisas eller motbevisas.

Det som logiskt sett dr forodande med en motsigelse i systemet ir att frin en
sddan kan vad som helst hirledas korrekt. De filosofer och matematiska logiker
som var sysselsatta med projektet att stiilla matematiken pa logikens grund mot-
tog dirfor dessa besked med bestértning, men arbetande matematiker verkade
mindre bekymrade. Matematiken utvecklades med stormsteg inda, och fick
ocksé en alltmer sofistikerad tillimpning inom manga omraden. Kanske var det
nigotavgorande fel med sjilvaidén attlogiken skulle vara matematikens "grund”?
De matematiska sanningarna fanns ju langt innan projektet tog form, kravet pé
logisk grund kom forst i efterhand foér att motivera det man redan visste.

Utformandet av vilvalda axiom och begreppslig och logisk precision vid
bevisféring innebar dock en vilgdrande uppstramning av det ganska vildvuxna
matematiska teoribygge som viixt fram under 1700- och 1800-talet. Dessutom
lades i forvig grunden till den logik som idag bildar mjukvara i vara miniriknare
och datorer. Logiken var sd att siiga lingt fore tekniken i detta avseende.

Intuitionismen
De mest kinda foretridarna for intuitionismen ir Jan Brouwer och Leopold
Kronecker. Den senare lir ha yttrat om matematiken: "De naturliga talen kom-
mer frin Gud, allt annat ir minniskans verk.”

Ordet intuition har i matematikfilosofiska sammanhang en speciell innebérd.
I forsta hand syftar ordet pa att vi intuitivt uppfattar just de naturliga talen som
grundliggande begrepp som vi skapat for att kunna rikna, samt att vi med hjilp
av detta kan konstruera resten av matematiken. Denna konstruktion sker med
hjilp av vart skapande intellekt och inga matematiska begrepp kan antas vara
givna oberoende av en sidan konstruktion. I motsats till logicismen uppfattar
man matematiken som mer grundliggande in logiken. Intuitionismen under-
kinner till och med vissa lagar i klassisk logik, tex lagen om det uteslutna tredje.
Denna lag siger i korthet att om inte pastiendet A giller s3 méste icke-A gilla.

Man underkinner siledes si kallade motsigelsebevis som bygger pi denna
lag: &ven om man kan visa att antagandet att ett tal dr rationellt leder till motsi-
gelse, sa foljer inte dirav att talet dr irrationellt. Man har inte visat att alternativet
finns, det maste explicit konstrueras som ett existensbevis for att accepteras.

Betoningen pa att matematiken aktivt konstrueras gor att denna inriktning
ibland kallas konstruktivism. Detta ord har dock inte samma innebérd som den
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pedagogiska rorelse som brukar benimnas pd samma sitt. Den pedagogiska
konstruktivismen ir en teori om ldrande, inte ett filosofiskt krav vad giller den
matematiska vetenskapens grunder.

En svédrighet for intuitionismen ir att férklara vad “explicit konstruktion” kan
betyda. Detta har bland annat lett till att man utvecklat sa kallad beriknings-
matematik, ofta forknippad med teoretisk datavetenskap. En annan svédrighet
ir att forklara varfor minskliga konstruktioner ofta blir mycket lika dven om de
sker oberoende av varandra.

Realismen — en modern platonism

Med termen realism menas i dessa ssmmanhang att de matematiska objekten
skulle existera oberoende av det minskliga medvetandet. Termen syftar alltsa pa
att de matematiska begreppen skulle vara "verkliga” i likhet med materiella fore-
mal. Av den matematikfilosofiska realismen foljer att minniskan snarast upptécker
matematiken, hon uppfinner den inte. Exempel skulle kunna vara tal som roten ur
2 och geometriska figurer som triangel och kvadrat. Ménga av vir tids stora mate-
matiker har varit realister, tex Paul Erdés och Kurt Gédel. Det sigs ocksa, halvt pa
allvar halvt pa skimt, att de flesta matematiker ir "smygplatonister”: de upplever
sin matematiska forskning som en friga om "upptickande”, men vill (eller kan)
inte motivera det offentligt (Hersh, 1997). Som antikens store filosof Platon fore-
stiller de sig att de matematiska begreppen finns firdiga som idéer som pa nagot
sitt dr atkomliga for intellektet, eller som ett "landskap” som man undersoker.
Platonismen kan betraktas som en variant av den matematiska realismen.

Nagra problem for denna inriktning ir att férsoka forklara var och pd vilket
sdtt dessa ideala objekt kan sigas existera, och dessutom hur vi som minniskor
kan komma i kontakt med dem. Ett méjligt svar skulle kunna vara att hinvisa till
att vir materiella virld har samma struktur som den ideala, och att vi d4rfor kan
extrahera matematiken frin den fysiska virlden. Vissa matematiker omfattar
mer nyanserade versioner av platonism som ibland betecknas neo-platonism.

Ett argument for neoplatonikerna ir matematikens "obegripliga effektivitet”
inom naturvetenskapen, samt det faktum att samma matematiska "upptickter”
ofta gors helt oberoende av varandra, savil i tid som i rum. Gamla bortglomda
teorem kan "aterupptickas” flera hundra ar senare och ibland uppticker mate-
matiker samtidigt men oberoende av varandra helt nya omraden, som tex
Newton och Leibniz med differentialkalkylen.

Som synes har alltsd de matematiska objektens existens varit den stora knick-
fragan. Men i bakgrunden lurar hela tiden ocksa det faktum att matematikens
objekt och metoder forefaller vara mycket effektiva for att beskriva vér fysiska
virld. Vi dgnar dirfor ett avsnitt it att specialstudera denna fraga.

Nationellt centrum for matematikutbildning

13



OLA HELENIUS & LARS MOUWITZ

14

Matematik for att beskriva varlden

De matematiska teoriernas relation till den fysiska virlden har varit foremal for
mycket argumentation, men ingen tvivlar pd att matematiken visat sig effektiv
pd en mingd omraden. Att beskriva dessa gir laingt utanfor syftet med denna
kunskapsoversikt. Vi ndjer oss med att konstatera att en vervildigande del av
fysiken stodjer sig pd matematiska resonemang, att matematik blir allt viktigare i
kemi, biologi och medicin, inte minst inom genetiken. Den har ocksa en funda-
mental roll i utveckling av datavetenskapen och datorer, vilket innebir att mate-
matiken sé att siiga ir inbyggd i manga av den moderna vardagens produkter och
anviinds vid olika typer av simuleringar och berikningar.

Det finns ett antal populirvetenskapliga framstillningar som beskriver hur
matematik anviinds pa detta siitt, se tex Helenius och Wallby (2008) eller Wallin
(2005). Processen som det innebir att beskriva, analysera och kanske berikna
ett visst fenomen i termer av matematik — den sd kallade modelleringsproces-
sen — finns beskriven av ett flertal matematikdidaktiker (Blomhoj 1991, 2003;
Blum m f12003). Men varfér matematiken visar sig vara sa effektiv ir fortfarande
imodern tid en &ppen friga. Ett annorlunda svar gavs av fysikern Max Tegmark i
artikeln The mathematical universe ar 2007, nimligen att den fysiska virlden fak-
tiskt till sin struktur ir fullstindigt matematisk, dvs den ir helt isomorf (ung.
av identiskt samma form) med en matematisk struktur. Att vira nuvarande
matematiska modeller bara approximativt dverensstimmer med experiment
och observationer beror pé att det egentligen krivs mer avancerade matema-
tiska modeller. Approximationerna handlar alltsd inte om att med matematik
nirma sig en okiind fysisk struktur, de handlar om att med matematik nirma
sig en mer avancerad matematisk struktur! Max Tegmarks argument baserar sig
pa hypotesen att det existerar en verklighet oberoende av oss mianniskor. Om
denna externa verklighet gar att beskriva, s vill Tegmark visa att beskrivningen
med nddvindighet ir en matematisk struktur. De flesta ir dock inte beredda att
stricka sig s langt i sin syn pa universum utan utrycker snarare en viss forundran
dver hur matematiken sd bra kan beskriva manga av naturens fenomen.

Matematikens obegripliga effektivitet

Ar 1960 publicerade fysikern Eugene Wigner en artikel som kom att bli en ikon
for diskussionen om matematikens relation till verkligheten. Artikeln hade
titeln The unreasonable effectiveness of mathematics in the natural sciences. Wigner
skriver att “the enormous usefulness of mathematics in the natural sciences is
something bordering on the mysterious and that there is no rational explanation
for it”. Han menar att vi skall vara tacksamma for att det forhaller sig pa detta vis,
och hoppas pa att det ocksa ska komma att gilla i framtiden.
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Wigner framhéller att matematiken kommer till hjilp genom att precisera och
utdka innebdrden av de ofta ganska magra och spridda observationer som vi gor
av olika fenomen. Ett sidant exempel dr gravitationslagen som forst anviindes for
att forklara hur kroppar faller hir pd jorden, men som senare visade sig vara en
nyckel till forstielse av planeternas rorelser i solsystemet. Hans exempel gillde
dock enbart naturvetenskaperna, inte till exempel ekonomi.

Enligt Wigner kan inte matematikens effektivitet forklaras "rationellt”, dvs
trots att matematiken i hog grad ir rationell, sd gir det inte att rationellt forstd
varfor den gar att anvinda. Underforstitt dr hir att Wigner inte ser matematiken
pé ett platonistiskt vis. Det dr enbart ett empiriskt faktum att den (hitintills)
visat sig vara anvindbar. I princip kan vi komma till ett framtida lige da matema-
tiska modeller inte lingre ir effektiva instrument for att forklara vissa observa-
tioner och experiment. Men in si linge rader en férvanande isomorfism mellan
matematiken i vira modeller och den fysiska verkligheten.

Wigner nimner att det hiir ir friga om tvd mirakler: det ena ir vara naturlagar
(att de finns och inte forindras i tid och rum!) och det andra ir ménniskans for-
maga att knyta samman tusentals pastdenden logiskt utan att det uppstar mot-
sigelser. Det ir dock inte sikert menar Wigner att just mianniskan intar topposi-
tionen i detta avseende, man kan tiinka sig ndgon annan art med hogre formaga.
En tanke som har inspirerat manga science fiction-berittelser.

Vir jakt efter den ultimata sanningen ir kanske domd att misslyckas menar
Wigner: vi vet inte varfér vira teorier fungerar sa bra. Att de fungerar "effektivt”
irinte tillrickligt for att hivda att de dr sanna och konsistenta. Den geocentriska
virldsbilden som placerade jorden i mitten av vart planetsystem var till exempel
forhallandevis effektiv nir det gillde att forklara och foérutse olika fenomen pa
himlavalvet, men inda i grunden felaktig.

Aven Albert Einstein har formulerat det mirkliga i den ovan nimnda isomor-
fismen mellan matematiskt tinkande och materiell verklighet:

The most incomprehensible thing about the universe is that it is
comprehensible.

How can it be that mathematics, being after all a product of human thought
which is independent of experience, is so admirably appropriate to the objects of
reality?

Somliga fysiker menar att denna diskussion idag blivit hogaktuell i samband
med den s kallade stringteorin, dir de mer abstrakta modellerna inte gir att
testamed den utrustning vi har idag. Frigan blir da i vilken grad dessa "stringar”
kan sigas existera: Ar de verkliga, men omajliga att testa? Eller ir de bara illusio-
ner eller artefakter som uppkommit enbart frin minniskors tinkande? Kan vi
kalla det vetenskap om pastiendena inte gir att testa?
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Tjugo &r efter Wigners artikel skriver den tillimpade matematikern Richard
Hamming en artikel som ir en direkt uppfoljning av Wigners. I sin artikel
The unreasonable effectiveness of mathematics (1980) formulerar Hamming fyra
argument och ett antal exempel som "forklarar” det som Wigner anser vara sa
obegripligt:

1. Mnniskor ser det som de letar efter: Hamming menar att det bara ir delvis
sant att vetenskapen grundas pa experiment. Mycket av det vi ser beror i
sjdlva verket p de teoretiska glasdgon vi satt pa oss.

2. Midnniskor skapar och viljer ut den matematik som passar in pd en viss situa-
tion. I sjilva verket behdver man ofta testa vilken matematik som passar,
eller ersitta en matematik med en annan da experiment och observationer
utvidgas.

3. Matematiken riktar sig bara mot en del av den mdinskliga erfarenheten. En hel
del av minniskans erfarenheter handlar om olika slags virden inom etik,
estetik och rittvisa. Inom dessa omriden har inte matematiken kommit
nigon vart pa flera tusen ar. Att tro att iven dessa skulle kunna férklaras
med matematik ir d bara en friga om just tro.

4. Evolutionen har premierat ménniskor att tinka matematiskt. Aven tidiga livsfor-
mer maste ha varit tvungna att skapa och folja linga kedjor av resonerande
for att kunna overleva.

Hamming menar alltsa att det inte ir sa forbluffande att matematiken fungerar
som den gor. Minniskan har formaga till matematisk tinkande (4). Vi anpassar
denna till problemsituationen i friga (2). Med hjilp av detta ser vi just matema-
tiska losningar pa problemen (1) men det finns manga omraden dir matemati-
ken inte visat sig effektiv (3). Som synes ir detta ett sitt att 4 ena sidan férklara
matematikens effektivitet utan att anvinda argumentet att matematiken pa
négot sitt ir inbyggd i den fysiska viirlden sjilvt eller dr en del av en éverordnad
transcendent viirld. Resonemanget i Hammings artikel inbegriper ocksa att vi
ofta uppfinner den matematik som behovs for ett visst problem om den inte
redan finns tillginglig.

Det dr modellen som dr effektiv— inte matematiken!

Det senaste decenniet har matematikens sprikliga karaktir hamnat i fokus. Inte
som en del av en formalistisk filosofi, utan som objekt for lingvistisk och semio-
tisk analys. Wigners klassiska artikel om matematikens effektivitet har pi detta
sitt fatt ytterligare kommentarer. Fysikern Sundar Sarukkai formulerar det sa

hir:
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What is clear however is that mathematics cannot be applied to the world but
only to some descriptions of the world. This description occurs through the
medium of language and models, thus leading us to consider the role of
mathematics as language. (Sarukkai, s415)

Sarukkais kommentar har tvd poinger. Den forsta ir att matematiken inte till-
limpas direkt pa de fenomen som vi kallar verkligheten, utan medieras via sprak
och/eller modeller. Ett exempel ir att Newtons fysik och Einsteins fysik dr upp-
byggda av olika modeller och begrepp, men bada kan kopplas till matematik.
Den andra poingen ir att deti sjilva verket dr typiskt for sprik att de dr "obegrip-
ligt effektiva”. Aven engelska (och svenska) har en sidan effektivitet och kanske
till och med ir mer effektiva da det giller att uttrycka vissa kvalitativa tillstind
och samband.

Forestillningen att matematisk tillimpning med automatik ger en korrekt
beskrivning ir en villfarelse: en felaktig modell (som till exempel den geocen-
triska) forblir felaktig dven med en avancerad matematik med god approximativ
formaga att forutsiga hindelser. Det ér alltsd inte matematiken som ir avgdrande
for korrektheten utan det sprik, eller den modell, som medierar mellan verklig-
het och matematik. Matematiseringen ir snarare en dversdtining fran ett sprak
till ett annat. Det ursprungliga spraket, eller modellen, ir i sin tur ofta speciellt
konstruerat vad giller struktur och begrepp, s att det ska bli litt att dversitta
till matematik. I sin enklaste form kan tillimpningen besta endast i en symboli-
sering: man ersitter det ordinira spraket med analoga symboler. Att denna dver-
sittning blir "korrekt” ir knappast nigot mirakel.

Det ir inte heller s att de begrepp som konstitueras av spraket ir desamma
over tid. Begrepp som massa och kraft har pa olika sitt forindrats och forfinats
under arhundraden for att littare kunna matematiseras. An mer problematiskt
ir det att samma matematik kan anvindas for att beskriva manga olika méjliga
virldar. Matematiken ir sa att siga obekymrad om vilka sanningar som rader i
just var virld! Att pastd att matematiken "korrekt” aterger var virld eller att det
skulle rida isomorfi blir dirfor missriktat. Snarare kan matematiken ge en mdjlig
beskrivning, men det utesluter inte att andra sprak kan géra detsamma, och kan-
ske bittre.

Matematik dr mer passande fér beskrivningar av kvantitativ art, medan kan-
ske engelska (svenska) ir mycket mer passande for vissa kvalitativa beskrivningar.
Om man d4 hivdar att de kvantitativa dr "bittre” argumenterar man i cirkel.

Vidare hivdar Sarukkai att matematik bestar av en hel uppsittning av rela-
tivt sjilvstindiga sprak, vilka man kan vilja och vraka bland. Just denna mang-
fald okar sannolikheten att man hittar bra beskrivningar. Dessutom bér man
komma ihég att det mesta av dagens matematik inte har kommit till anviindning
i tillimpningar. Sarukkai avslutar med orden:
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The great challenge to science will not lie in only the creation of new mathematics
but also in the possibility of creating new modes of expression and new languages
in the unending scientific search for mapping the universe. (s422)

Filosofiskt finns det dock, som tidigare nimnts, de som vinder pa frigan och
anvinder matematikens effektivitet som ett argument om de matematiska
objektens existens.

Oersdttlighetsargumentet

En koppling till Wigners och Hammings friga om matematikens férbluffande
effektivitet ges av ett argument for den empiristiska synen pid matematik av
Quine och Putnam (Putnam, 1979). The indispensibility argument (oersittlig-
hetsargumentet) bygger pa stindpunkten att for att virdera matematikens roll
sa skall vi titta pa minsklighetens bista teorier for hur virlden omkring oss
fungerar, tex de grundliggande teorierna inom fysiken. Quine och Putnam
argumenterar att eftersom matematiken i dessa teorier ir en fundamental och
oersittlig komponent si bor det matematiska objekt som ir en del av teoribygg-
naden ges samma (ontologiska) status som motsvarande fysiska objekt som tex
atomen. De matematiska objekten skulle alltsd existera i ssamma mening som de
fysiska objekten existerar. The indispensibility argument har varit central i senare
delen av 1900-talets matematikfilosofidiskussion.

En intressant invindning — eller snarare omvindning — till argument ges av
nominalisten Hartry Field (1980). I Science without numbers konstruerar han en
teori for ett visst omrade inom fysiken dir haninte alls anviinder sig av matematik
men inda producerar en teori som ir ekvivalent med den klassiska, matematik-
anvindande, teorin. Istillet for matematiken anvinds en inomfysisk tolkning av
begrepp som "mellanhet” for att karakterisera rummet utan att inféra koordina-
ter. Field menar att matematiken ir en slags nyttig fiktion, dvs anvindbar men
inte sann utanfor sin egen ram. Speciellt ir inte matematiken nédvindig. For
Field och de som stédjer honom (fiktionalismen) dr 2+ 2 =4 lika falskt som att
Puh ir Kristoffer Robins nalle. Bida uttalandena har bara mening innanfér sin
egen historias ramar. Det bor nimnas att det har rests tvivel mot Fields argu-
ment, bland annat av teknisk natur dir man menar att den form av logik som
han anviinder i sjilva verket 4r s stark att den tilliter en konstruktion av talen.
En annan del av kritiken gar ut p att det omride inom fysiken som Field valt att
re-axiomatisera dr av en speciell typ och att det finns andra delar av fysiken diir
Fields metoder inte fungerar. Diskussionen om Fields argument ir fortfarande
levande (Melia 2000, 2002; Colyvan 2001, 2002). Ett mer elementirt exempel
pa den typ av argument som Colyvan ger, dvs ett fall dir matematiken forefaller
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oundginglig for att forklara ett fenomen, ges av Alan Baker (2003) som gor en
fallstudie av den biologiska forskningen om de nordamerikanska cikador som
ligger i dvalai17 (eller 13) ar for att sedan, alla samma r, plotsligt dyka upp, para
sig och sedan do och fd avkomma som omedelbart griver ned sig for att dter-
komma 17 (eller 13) ar senare. Baker undersoker de tillgingliga biologiska forkla-
ringarna p fenomenet och drar slutsatsen att (med en rimlig filosofisk tolkning
av vad forklaring ir) matematiken (elementir talteori) ir en oundginglig del av
forklaringen.

Matematikens anvandning i tillampningar

Enligt Ole Skovsmose (2005) sé ir matematikimnet omgirdat av en "visshets-
ideologi”. Denna innebir i korthet att "korrektheten” i den rena matematiken pa
négot sitt skulle dverforas till en motsvarande "korrekthet” da den tillimpas pa
verklighetens problem av vardaglig, teknologisk eller ekonomisk art.

Denna ideologi uppritthalls av manga matematikfilosofer men forstirks
ocksa i vara klassrum, dir skenbart verkliga situationer beskrivs, med tillritta-
lagda ingredienser. All information brukar till exempel vara exakt och informa-
tionen som ges brukar vara bide nédvindig och tillricklig for att 16sa det mer
eller mindre konstlade problemet. Denna virtuella virld, som eleven vet inte ir
verklig, fungerar som en platonsk idévirld som bekriftar en absolutistisk upp-
fattning. Sjilva amnet blir ocksa sjilvbekriftande: skolimnet behovs for att 16sa
sina skolproblem.

En annan ideologi vad giller matematiken som dmne ir att den skulle vara
kunskapsteoretiskt transparent, att det skulle vara mojligt att klart och enkelt pre-
sentera vad som ir kunskap. Det frimsta klassiska exemplet ir Euklides Elementa,
som i princip utgér frin "sikra” axiom for att hirleda nya sanningar.

Ratio, fornuftet, ir ett ideal, medan tex intuition anses vara en osiker och tvi-
velaktig kunskapskilla. Detta kunskapsideal har dominerat visterlandets veten-
skapsfilosofi, men axiomens status har varit oklar. Frin borjan hivdades att dessa
maste vara sjilvklart sanna, men enligt den formalistiska skolan med bland andra
Hilbert som anhingare underkindes detta krav och man menade att matema-
tiken bara skulle erbjuda sikerhet inom sitt eget formella system. Visshet och
sanning blev att gora formellt ritt, inte att pastienden skulle Gverensstimma med
intuition eller observation.

Vanligen skiljer man pi den "rena” matematiken och den tillimpade mate-
matiken som pé nagot sitt beskriver en "smutsigare” konkret verklighet. Denna
forestillning dr i grunden dualistisk: dels har vi de matematiska begreppen i en
separat, ren, formell struktur, dels har vi den empiriska virlden. Drommen ir
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att matematiken ska kunna dstadkomma en komplett bild av verkligheten. Ett
sddant synsitt pa sprakets funktion brukar kallas bildteori, en teoribildning som
leder till metafysiska svirigheter. Skovsmose avslutar:

The picture theory has not survived as an active philosophical idea, but, neverthe-
less, it survives as a metaphysical metaphor operating in the discussion of
mathematical modelling. [...] In the philosophy of language the picture theory now
appears obsolete; therefore it appears surprising that it still operates as a part of a
commonsense metaphysics of mathematical modelling. (s76)

Bildteorin (the picture theory) fokuserar p precision och verifikation av “bil-
den”, men bortser fran andra frgor, till exempel det sammanhang som model-
leringen utfors i. En bild, liksom en karta, ir alltid en forenkling motiverad av
en viss typ av fragestillning eller perspektiv. Bildteorin skapar pé detta sitt en
organiserad blindhet som begrinsar diskussionen kring matematisk modellering.
Skovsmose visar sedan med ett antal exempel hur matematisk modellering
formar vart samhille och "koloniserar” omriden som tidigare krivt moraliskt
omdodme. Denna typ av modellering ndjer sig inte med att forsoka avbilda, den
omformar var sociala verklighet och drinerar den pa sin etiska dimension. De
sambhilleliga relationerna och interaktionerna avhumaniseras och bedémningen
av modellens viirde blir bara en friga om dess precision.

Finansmatematik

Ett aktuellt exempel pa niir matematiken kan skapa moraliska, och dven praktiska
och sociala, problem ir handeln med finansiella instrument. Den globala finans-
krisen som startade 2008 utlostes av problem pa den amerikanska boldnemarkna-
den dir man med hijilp av the Gaussinan Copula formula hittat ett sitt att paketera
och virdera risk och dirmed ocksa dppnat for att kdpa och silja risk (se Galiani,
2003 for en oversikt). En liknande tillimpning av matematisk analys dr den s
kallade Black-Scholes-Mertons formel, och anvindningen av den har utsatts for en
detaljerad sociologisk studie, som kan ses som en fallstudie av flera av de fenomen
som Skovsmose beror ovan. Vi redogor dirfor kort for denna studie.

Ett derivat ir ett finansiellt kontrakt vars virde hirleds ur virdet pa en
annan, underliggande, tillgdng. Den underliggande tillgdingen kan vara en aktie,
men ocksa tex ravaror, ldn eller fastigheter. En aktieoption, som tex kan vara
rittigheten (men inte skyldigheten) att kdpa en viss aktie vid en viss framtida
tidpunkt till ett visst, vid optionens inrittande, angivet pris, ir ett exempel pa
denna typ av finansiellt instrument. Principen foér denna typ av instrument
har varit kind linge men dnda fram till 1970-talet finns i princip ingen officiell
handel. Problemet var att banker och motsvarande institutioner inte visste hur
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instrumenten skulle virderas. Black, Scholes (1973) och Merton (1973) utveck-
lade ett matematiskt mitinstrument som utifrin vissa vedertagna finansiella
variabler prissatte optionen (se Tysk (2008) for en populirvetenskaplig fram-
stillning). Black och Scholes fick senare det sd kallade Nobelpriset i ekonomi for
sina insatser (Merton var da avliden). Black, Scholes och Merton anvinder alltsd
matematik for att beskriva, forklara och forutsiga priset pa en option. Men det ir
inte hela sanningen. MacKenzie och Millo (2003) beskriver i en sociologisk stu-
die av The Chicago board options exchange, en av de forsta och storsta borserna
for derivat, hur Black-Scholes-Mertons formel inte lyckades pa grund av att den
pa ett korrekt sitt beskrev det pris som marknaden satte utan for att marknaden,
pa grund av formeln i sig, indrades s att formelns antaganden blev mer verklig-
hetstrogna in vad de frdn borjan var. Fran att har varit nirmast icke-existerande
i borjan av 1970-talet har marknaden for finansiella derivat formligen explode-
rat och totalt férindrat viirldens finansmarknader (Bernstein 1992, 2007). Med
MacKenzies ord har alltsd matematiken snarare en roll av motor i denna marknad
in en roll av kamera (MacKenzie, 2006). Den globala derivatmarknaden ir alltsd
ett exempel pi nir en matematisk modell pa ett fundamentalt sitt forindrat
fenomenet som modelleras.

Den kiinde finansekonomen Nassim Nicholas Taleb skrev ar 2007 en remar-
kabel bok med titeln The black swan — The impact of the highly improbable. Den
”svarta svanen” ir det mer eller mindre katastrofala motexemplet, det som falsi-
fierar en generell utsaga eller modell. Flera tusen "vita svanar” kan tidigare ha
understdtt modellen, men plétsligt en dag dyker den svarta svanen upp och ved-
erligger alltsammans. Minga som arbetar inom finansekonomin litar fullstin-
digt pa sina modeller och har aldrig reflekterat, in mindre kalkylerat éver sidana
motexempel. Desto storre blir katastrofen dd den kommer; inga modeller finns
att tillgd och det tidigare vilplanerade beteendet dvergir till vild panik. Boken
skrevs innan den amerikanska finanskrisen och man associerade da i forsta hand
till 11 september-katastrofen, men nu ar 2009 sa blir kopplingen till finanskrisen
uppenbar. S hir skriver Taleb:

Our inability to predict in environments subjected to the Black Swan coupled
with a general lack of the awareness of this state of affairs, means that certain
professionals, while believing they are experts, are in fact not. Based on their
empirical record, they do not know more about their subject matter than the
general population, but they are much better at narrating — or, worse, at smo-
king you with complicated mathematical models. They are also more likely to
wear a tie. (sx)

Med sin fortrifflighet, hoga status och skenbara vetenskaplighet lurar de inte
bara sig sjilva menar Taleb utan ocksa allminheten som kommer att std minst
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lika ofdrberedd niir den “svarta svanen” dyker upp och punkterar modellen for
hur fastighetsmarknaden brukar bete sig. Aven finansmagnaten George Soros,
bland de trettio rikaste i viirlden, har kritiserat ekonomernas modeller. Han
framhiver speciellt att tvé villkor inte motsvaras av verkligheten. Det ena ir att
minniskor alltid uppfor sig rationellt och vilinformerat nyttomaximerande, det
andra ir att marknader alltid skulle striva mot jaimviktstillstind (Soros, 2008).

Det finns alltsd en viktig skillnad mellan att modellera strikt fysikaliska feno-
men och fenomen som till viss del 4ir sociala. Nir vi modellerar fysiken haller de
flesta av oss med om att sjilva modelleringen i sig knappast paverkar det feno-
men som modelleras. Men nir en matematisk modell anvinds for att modellera
ett socialt fenomen finns det plotsligt en hogst uppenbar risk att verkligheten pa
olika sitt reagerar pa de resultat som modellen levererar. Frin denna utflykt till
tillimpningarnas virld dtervinder vi nu till matematiken.

Det matematiska teoribygget

RW. Hamming (1980), som vi tidigare citerat i samband med the unreaso-
nable effectiveness, menar att matematikens anpassning till verkligheten inte
bara handlar om att vilja ritt matematik utan att sjilva de matematiska san-
ningarna delvis anpassar sig till tillimpningarna. Skulle inte vira postulat i
geometri stimma med Pythagoras sats, si indrar vi postulaten, dvs vi gar frin
det som ligger nira tillimpning "bakat” till postulat och regler. D4 ir det inte
konstigt att det "stimmer”. Skulle vi fa reda pa att Cauchys teorem var falskt
skulle vi indra pa antagandena tills det blev sant. Manga resultat i matematiken
ir timligen oberoende av bevis och antaganden. Hamming stodjer sig hir pa
Imre Lakatos, vars arbete varit sa inflytelserikt att vi ignar det ett eget avsnitt.
Lakatos representerar ett utvecklingsspar inom matematikfilosofin som inte
frimst tar sin utgdngspunkt i sjilva matematiken utan fokuserar pa hur man
arbetar med matematik. Imre Lakatos vinder sig i sin text Proofs and refutations
(Bevis och vederligganden — den svenska dversittningen heter ndgot oegentligt
Bevis och motbevis) mot den traditionella tolkningen av hur matematiken vixer
fram genom att begrepp forst definieras, sedan studeras varvid satser formule-
ras som sedan bevisas (definition-sats-bevis). I sin framstillning ger Lakatos ett
utmirkt exempel pa hur matematikens historia har en naturlig roll i matematik-
filosofin. Han tar avstamp i Eulers formel som siiger att fér en konvex polyeder
med V antal horn, E kanter och Fsidor s giller V- E + F = 2. Lakatos utgar sedan
fran hur (forsok till) bevis genom historien presenterats for att snart vederlig-
gas med motexempel. Han iscensitter detta i ett klassrum, dir ett forlopp som i
huvudsak liknar den verkliga historien utspelas som en dialog mellan studenter
och lirare. Idéer kommer upp och forkastas, studenterna argumenterar och
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byter dsikt allt medan resonemangen blir allt mer sofistikerade. Lakatos menar
att matematisk kunskap vixer fram pa ett informellt sitt och att bevis endast
kan betraktas som preliminira. En aspekt av hans resonemang ir att giltighets-
omradet for en sats, tack vara nya matematiska insikter, ibland kan utvidgas var-
vid dven beviset méiste modifieras (Lakatos, 1976). I Lakatos tolkning blir det
de informella matematiska idéerna som framstdr som matematikens centrala
objekt. Och just for att matematiken — och dess idéer — kontinuerligt utveck-
las i stindig diskussion inom matematiksamfundet ir matematiken inte absolut
sann, utan i hogsta grad felbar. Matematiken framstar i hogre grad som lik andra
(empiriska) vetenskaper dir man soker sig fram till allt mer sofistikerad kunskap
om de centrala objekten som ir de matematiska idéerna. Lakatos utvecklade
senare idéerna fran Proofs and Refutations till en filosofi for forskningsprogram
inom vetenskapen (Lakatos, 1983a, 1983b) dir principerna for hur en serie av
vetenskapliga teorier vixer fram genom att delar av en foregiende teori ersitts
med nagot nytt, och dir fundamentalt olika sitt pa vilken denna utveckling kan
ske, karakteriseras. Den klassiska synen pd matematik ir alltsd att en sidan teori-
utveckling egentligen inte sker eftersom ny kunskap endast liggs till den gamla
utan att ndgon gammal kunskap forkastas. Men férutom Lakatos egen avhand-
ling finns det dven andra som hivdar att matematisk teori visst kan viixa i enlig-
het med Lakatos forskningsprogram. Gianluigi Olivieri menar tex att en stor
del av utvecklingen av den formella mingdteorin (Cantor-Zermelo) har denna
karaktir (Olivieri, 2006).

Lakatos beskrivning av matematik som en informell vetenskap, som ir
"minskligt dynamisk” har gjort att manga har férsokt anvinda denna syn pa
matematiken i utbildningssammanhang, iven om det ocksa har papekats att det
klassrum Lakatos beskriver ir ett fiktivt sidant och inte nddvindigtvis beskri-
ver en ideal situation ur utbildningsperspektiv (Pimm mfl, 2008)

En viktig aspekt av Lakatos arbete ir att han istillet for att studera mate-
matikens framvixt och dess teoribyggnad inifran gor en historisk och delvis
sociologisk studie av matematikens framviixt. Aven om den logiska, matema-
tikinterna diskussionen om matematiken grundvalar idag fortfarande ir ett
aktivt forskningsomrade (se tex Maietti, 2009) s ir det humanistiska spar som
Lakatos representerar nigot som ront allt storre intresse de senaste drtiondena.
Tidigare i historien kan en skiljelinje mellan professionella filosofer och mate-
matiker urskiljas. Trots att bdda grupperna ir intresserade av matematikens
grundvalar, talar de till synes om olika saker och #r inte alltid intresserade av
varandras syn pa saken. Men de senaste artiondena har flera matematiker och
matematikdidaktiker gett sig in i diskussionen frdn den mer filosofiska sidan
(Van Kerkhove, 2006) vilket vi skall titta nirmare pa i nista avsnitt.
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Humanistisk matematikfilosofi

En viktig gestalt i den moderna matematikfilosofiska diskussionen ir matemati-
kern Reuben Hersh som foresprakar en humanistisk matematik. Han beskriver sin
bok frin 1997, What is mathematics, really?, som en "subversiv attack pa traditio-
nell matematikfilosofi”. Attacken riktar sig mot tre uppfattningar om matema-
tikimnet som han benimner "platonism” , "formalism” och "neo-Fregeanism”.
I forordet till boken forklarar han ocksd vad han menar med "humanism”: det
inkluderar alla filosofier som uppfattar matematik som en minsklig aktivitet, en
produkt, och en utmirkande egenskap i minskliga kulturer och samhillen.

Han betonar ocksa att han inte riktar nigon kritik mot matematiken som
vetenskap och hur den utovas, attacken riktar sig mot vissa filosofiska firestdll-
ningar om matematiken.

I viss mening ir det sjilvklart att matematik ir en minsklig aktivitet, sd man
kan undra pa vilket sitt detta kan ha att gora med den filosofiska frigan: vad ir
matematik?

Men Hersh menar att om man tar bort det sociala och historiska samman-
hanget s blir den filosofiska frigan oméjlig att hantera. Det ér forst inom denna
kontext som man kan fora vettiga diskussioner och analysera olika argument, dvs
det sociala sammanhanget ir oundgingligt for att hantera fragan. Hersh hivdar
vidare att den filosofiska frigan har stor relevans for utbildning och undervisning,
lirare och lirarutbildare behover verkligen kunna forsta vad matematik ir.

Hersh kritiserar den formalistiska stindpunkten att “matematik ir ett
meningslost spel” genom att fokusera pd begreppet "regel”. Att folja regler ir ju
nigot som kinnetecknar spel. Visserligen kan man spela spelet nir vil reglerna
finnsdir, menar Hersh, men hur gir det till att giira regler? Att goraregler foljer inga
regler. De faktorer som bestimmer regelgérandet ir i sjilv verket mycket kom-
plexa, de har bide historiska, sociala, biologiska och individuella komponenter.
Han sammanfattar: "Complicated, certainly. Mysterious, no doubt. Arbitrary,
no.” Det finns alltsd orsaker till att de matematiska reglerna blir som de blir, men
det dr mycket svart att bestimma vilka de ir och hur de paverkar. Formalister ir
tvungna att dgna sig at logisk renhallning (logical hygiene) for att sedan kunna
hivda att det bara handlar om att f6lja regler. Allt det minskliga ir undanstidat,
nistan som man ville undvika att en skandal nidde offentligheten. Matematik
ir visserligen delvis ett spel med regler, men man kan inte bortse fran hur dessa
regler ir gjorda, hur de utvecklas och hur de foljs i praktiken. Hur man ska folja en
regel dr inte en regel utan kriver omddme och beslut. Att matematik skulle vara
ett meningslost spel med godtycklig regler haller alltsd inte, menar Hersh.

Platonism #r ganska vanlig bland matematiker, enligt Hersh. I sin stan-
dardversion innebir den att det matematiska objekten skulle existera pa egen
hand i en abstrakt virld, bortom tid och rum och bortom tanke och materia.
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Platonismen har egentligen sitt ursprung i den pythagoreiska liran om att "allt
ir tal”. I var tid finns platonismen i manga olika varianter, allt frin att man mot-
tagit matematiken frin Gud till att matematikern kan observera de matematiska
objekten analogt med hur vi anviinder véira fem sinnen. Till de senare hor till
exempel G.H. Hardy, Kurt Gédel och René Thom. Den ungerske matematikern
Paul Erdos talar om att matematikern av Gud fir en glimt i "The Book” , dir alla
eleganta matematiska bevis redan finns.

Det ir inda inte sd konstigt, menar Hersh, att s manga matematiker kan tro
pd nagot sa "ovetenskapligt” som en oberoende, icke-materiell tidlos virld av
matematiska sanningar. Det hela hinger ihop med matematikens objektivitet,
dess stora sikerhet och relativa oberoende av kulturer. Det finns verkligen ritta
svar i matematiken. Miste de da inte vara ritt i forhallande till ndgot som har en
sjilvstindig existens?

Men den oreflekterade platonism som manga matematiker féresprakar ir
ofta lite halvhjirtad, den har aldrig heller utsatts for de riktigt besvirliga mot-
argumenten. Hit hor bland annat foljande menar Hersh: Att det skulle finnas
en virld av icke-materiella objekt motsiger grundliggande virderingar i var
tids naturvetenskap. Vad skulle det kunna vara for slags kontakt mellan denna
icke-materiella virld och matematikern av kott och blod? Hur gir hans "obser-
vationer” till rent fysiologiskt? Ar vi inte tillbaka till en medeltida ovetenskaplig
forestillningsviirld, dd man tinkte sigatt de religitsa sanningarna kunde "uppen-
baras” for ens inre? Enda svaret pd dessa pinsamma fragor dr, menar Hersh, att
dverge platonismen och férsoka hitta svaren i var socio-kulturella viirld.

De matematiska begreppen har i grunden samma karaktir som sociala
begrepp, som ”demokrati”, "lagar”, "priser” med mera. Matematiska objekt ir
skapade av minniskor, inte godtyckligt utan utifrdn redan etablerade mate-
matiska objekt och fran behov inom vetenskap och vardag. Nir dessa objekt ir
skapade visar det sig att de kan ha egenskaper som #r svara att upptiicka. Nir vi
arbetar med objekten blir de reifierade, menar Hersh och hinvisar till Sfard och
Linchevski (1994). Objekten blir sjilvklara grunder fér mer avancerade begrepp.
Dessa gemensamma aktiviteter, forst tex att manipulera foremail, sedan arbeta
med papper och penna, leder fram till en allmin produkt, nimligen gemensamma
begrepp (shared concepts). Men dessa konstruerade gemensamma begrepp ir inte
godtyckliga, som tidigare sagts. Dirfor ricker inte denna forklaring, begrep-
pen himtar niring frdn var materiella och sociala virld samt vira biologiska
forutsittningar.

Det vi maste gora till sist, siger Hersh och riktar sig till sina kollegor, ir att
ge upp idén om att matematik skulle besta av odiskutabla sanningar. Vi ger upp
gammaldags forhoppningar, men vinner i klarhet angiende vad vi héller pd med
och varfor:
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1. Matematik dr minsklig, den ir en del av och passar in i var minskliga kultur.

2. Matematik ir inte ofelbar. Den utvecklas ofta genom misstag, korrigeringar
och nya korrigeringar (Hersh hiinvisar till Lakatos Proofs and Refutations
fran 1976).

3. Det finns olika versioner av vad bevis och rigords framstillning skall
innebira, beroende p tid, plats med mera. Empirisk evidens, numeriska
experiment och sannolikhetstinkande hjilper oss med vad vi ska tro pa i
matematiken.

4. Matematiska objekt iir en speciell typ av socio-historiska objekt. De ir
en speciell del av en kultur. Religion, litteratur och bankvisende dr ocks
speciella delar av kulturen. Var och en skiljer sig frdn de dvriga, inte bara
matematiken.

Attmatematiken ir en minsklig aktivitet ir inte sirskilt kontroversiellt att pasta.
Diremot hivdar Hersh att vi ska "glomma” idén om att det skulle finnas en dold
mening eller definition bortom dess socio-kulturella mening, vilket dr mycket

n

kontroversiellt: "Forget foundations, forget inhuman, immaterial reality’!”.

Ett paradigmskifte

Reuben Hershs beskrivning av matematiken kan ses som ett exempel pa det
som filosofen och matematikdidaktikern Paul Ernest menar ir ett Kuhnianskt
paradigmskifte. I ver tvatusen ar har matematiken av ménga uppfattats som ett
stycke absolut sanna och ofelbara sanningar bortom minskliga virden och ange-
ligenheter och med obegrinsad och sjilvklar potential till tillimpning. Men de
senaste trettio aren har denna uppfattning utmanats, allt fler har istillet borjat
se matematiken som en social konstruktion, en kulturell aktivitet bland andra.
Han skriver i The philosophy of mathematics education:

However, in relinquishing the certainty of mathematics it may be that we are
giving up the false security of the womb. It may be time to give up this protective
myth. Perhaps human beings, like all creatures, are born into a world of wonders,
an inexhaustible source of delight, which we never fathom completely. (sxi)

Forestillningen att matematisk kunskap bestar av siikra och ofelbara sanningar
kallar Ernest “absolutism”. T bérjan av 1900-talet var denna uppfattning ofta
forknippad med olika forsok att stilla matematiken pa logisk grund, att redu-
cera eller skriva om matematik till logik. Andra relativt populira uppfattningar
var formalismen som uppfattar matematiken som ett spel med formler och
konstruktivismen som tinker sig "konstruera” matematiken fran en sjilvklart
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sann intuition om i férsta hand de naturliga talen. Exempel pa den forra upp-
fattningen ir David Hilbert och for den senare L.E.J. Brouwer. Ingen av dessa
skolor har lyckats etablera en siker matematisk kunskap trots omfattande forsok
under forsta halvan av 1900-talet.

Den centrala kritiken mot alla férsok att etablera matematikens grunder dr att
dettamaste leda till en oiindlig regress. Varje grund kan ifrigasittas och kriva en
ny grund osv. Ernest skirskidar fyra absolutistiska ansprak:

— De bevis som matematiker presenterar kan i princip dversittas till fullstin-
digt rigordsa formella framstillningar.

Mot detta hivdar Ernest att eftersom vi inte kan hitta nagra sikra grunder si
forlorar "rigords” sin mening. En sddan dversittning kriver ocksd minsklig upp-
finningsformaga, si dven om all kritik tillbakavisats hitintills kan man inte for-
siikra sig mot framtida korrekta invindningar.

— Rigordsa bevis kan kontrolleras med avseende pa korrekthet.

Det finns bevis som inte kan kontrolleras av minniskor, tex fyrfirgsteoremet
(Tymoczko, 1979). Skulle dessa bevis dversittas till mer formell logik skulle de bli
innu mer omfattande. Kontrolleras bevisen av en dator s maste mjukvaran i sin
tur kontrolleras och det blir ett empiriskt problem att avgdéra om programmet
verkligen gor det som det pastas gora nir det kors.

— Matematiska teorier kan med full validitet dversittas till formella
axiomgrupper.

De forsok som gjorts de senaste dren har lett till att man stott pa ovintade och
mycket svirhanterliga djupa problem, vilket ocksa kan gilla de delar man inte
hitintills fokuserat pa. Dessutom vet vi ju inte vad ett rigordst bevis ir, vilket dr
en forutsittning for en valid dversittning.

— Konsistensen av de valida dversittningar som gors kan kontrolleras.

Som vi vet frin Godels ofullstindighetsteorem si finns det inga sidana
garantier.

Som vi nimnde redan i inledningen menar Ernest att matematikfilosofin
har varit allt for upptagen med att diskutera frigorna ovan och finna matema-
tikens grunder. Liksom Hersh vill han istillet beskriva matematiken som en
social konstruktion. Grunderna till detta skulle d4 vara: Matematisk kunskap
ir lingvistisk kunskap, konventioner, regler och sprak ir en social konstruktion.
Interpersonella sociala processer ir nddvindiga for att forvandla individuell sub-
jektiv matematisk kunskap till accepterad objektiv kunskap. Objektivitet som
sddan maste forstas som ett socialt fenomen.
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Objektiv kunskap internaliseras och rekonstrueras av individer medan de lir
matematik. Genom att anvinda denna kunskap skapas ny matematisk kunskap,
som behover genomga den ovan nimnda processen for att férvandlas till objek-
tiv kunskap. Subjektiv och objektiv kunskap deltar pa sa vis i en cykel av ska-
pande och iterskapande. Detta, menar Ernest, leder oss till att betrakta social
konstruktivism som en matematikfilosofi som utgar fran féljande antaganden:

1. Enindivid kan enbart dga subjektiv matematikkunskap.

2. Publicering (offentlighet) ir ett nodvindigt men inte tillrickligt villkor for
att omvandla subjektiv kunskap till objektiv.

3. Genom att f6lja den heuristik som Lakatos skisserar si kan publicerad
kunskap bli objektiv kunskap.

4. Den heuristik som ligger bakom beror av objektiva kriterier.

5. Objektiva kriterier for kritik av publicerad matematisk kunskap vilar pa
savil objektiv spraklig kunskap som matematisk kunskap.

6. Subjektiv matematisk kunskap ir till storsta delen internaliserad
rekonstruerad objektiv kunskap.

7. Individuella bidrag kan addera till, omstrukturera eller reproducera
matematisk kunskap.

Ernest sjilv kan se tvi omedelbara problem med ovanstiende punkter. Det for-
sta ir att intersubjektivitet ir ett socialt fenomen, vilka brukar vara férinderliga
och osiikra. Hur ska matematikens “sikerhet” kunna inrymmas i detta? Han svar
ir att matematiken i praktiken redan har visat sig vara mer osiiker och forinder-
lig in vad den idealiserade bilden foreskriver att den ir, tex genom Imre Lakatos
beskrivning (se ovan). Det andra problemet ir att grinserna mellan matemati-
kens filosofi och forskningsomraden inom sociologi och historia tenderar att
suddas ut. Didrmed borjar empiriska argument att blandas med filosofiska, nagot
som Ernest anser att man méste undvika.

Attacceptera att matematiken dr minskligsom Hersh och Ernest férespraker
betyder dock inte automatiskt att all dess mening skapas i strikt socio-kulturell
eller konstruktivistisk betydelse. Ett problem som detta synsitt for med sig dr att
det blir svart att forklara hur olika kulturer som antas inte ha haft kontakt med
varandra uppfunnit samma matematik. Genom att istillet ta sin utgingspunkt
i vissa aspekter av virlden omkring oss och studera samspelet mellan dessa och
det system som den minskliga kognitionen utgdr kan dock bland annat detta
fenomen forklaras. Embodied mathematics utgor exakt en sddan teori.

Nationellt centrum for matematikutbildning



Matematiken — var finns den?

Embodied mathematics

Att matematiken i hog grad inspireras och till viss del dr en avbildning av vissa
vardagliga och fysikaliska fenomen ir ingen ny idé, se tex Garding (1977) eller
MacLane (1986). Inte heller ir det ndgon ny tanke att matematiskt tinkande bara
ir en form av naturligt minskligt meningsskapande (Mason, Burton & Stacey,
1982). Men ingenstans dras dessa bada principer si lingt som inom embodied
mathematics. Omradet ir ett delomride till embodied cognition (forkroppsligad
kognition) som tar sin utgdngspunkt i principen att det minskliga tinkandet
i hog grad formas genom vardagliga upplevelser filtrerade genom véra kroppar
och sinnen (Lakoff & Johnson, 1999). De vetenskapliga metoderna kommer
fran en stor mingd olika vetenskaper som psykologi, neurovetenskap, lingvis-
tik, kognitionsvetenskap och artificiell intelligens. Aven om detta perspektiv
huvudsakligen ir psykologiskt si har omridets foretridare ocksé vissa filosofiska
ambitioner.

I boken Where mathematics comes from sammanfattar Lakoff och Nuafiez egen
och andras forskning och presenterar sammanhingande teori for hur matema-
tiskt tinkande "fods” ur kroppsliga upplevelser. Med stéd i modern teoribild-
ning i kognitionsvetenskap bygger de en modell for abstrakt matematiskt tin-
kande som de utvecklar inom omradet tal (inklusive oindlighetsbegreppet och
komplexa tal).

Lakoff och Nufiez menar att basen for det abstrakta matematiska tinkan-
det finns i vad de kallar the cognitive unconscious (det kognitiva omedvetna).
Med detta menar de tankar och processer som ligger si djupt att vart medve-
tande inte har explicit tillging till dem. Ett specifikt exempel dr niir vi tolkar en
mening som nigon annan siger till oss. En stor mingd processer ir involverade.
Vi méste allokera minne for att komma ihag ljudet, tolka det som minskligt tal,
identifiera fonem och ur detta enskilda ord, ge orden mening i ett limpligt sam-
manhang, ge orden semantisk och pragmatisk betydelse i meningen som helhet,
notera kroppssprik hos den som talar, planera vad vi skall siga som respons och
s& vidare. Detta dr en process som gir mycket snabbt, nirmast dgonblickligen
och vi kan inte sjilva redogora for hur det gar till.

Cognitive scientists have shown experimentally that to understand even the
simplest utterance, we must perform these and other incredibly complex forms of
thought automatically and without noticeable effort below the level of consious-
ness. It is not merely that we occasionally do not notice these processes; rather, they
are inaccessible to consious awareness and control. (Lakoff & Johnson 1999, s 11)

Lakoff och Nufiez argumenterar att en stor del av vir matematiska kognition har
precis denna karaktir.
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En annan av hérnstenarna i denna teori dr metaforens, snarare in logikens, roll
som struktur for vira tankar. Den konceptuella metaforen kallar de den mekanism
med vilken mianniskan forstar abstrakta koncept i termer av konkreta. Ett exem-
pel dr hur kinslor fér andra minniskor karakteriseras i termer av temperatur:
Hon ir kall mot mig; hans varma blick; de har inte brutit isen. Kopplingen mel-
lan uttryck for virme och positiva kinslor respektive kyla och negativa kinslor ir
viletablerad. Ett annat exempel ir hur viktiga saker karakteriseras som stora och
omvint: Beethoven ir en gigant inom den klassiska musiken; bilens firg ir ingen
stor sak. Det finns hundratals liknande exempel dokumenterade och analyserade
i forskningen (Grady 1997; Lakoff & Johnsson 1980, 1999; Nufiez 1999).

Ett exempel pa hur konceptuella metaforer fungerar ir metaforen Kategorier
ir behdllare. En kategori ir hir ett abstrakt begrepp medan behallare relaterar
till konkreta behillare som tex en burk, 1ida eller liknande. Vi tinker oss att en
kategori eller en miingd ir som en fysisk behéllare. Att ett objekt tillhor en kate-
gori eller en miingd ser vi som en metaforisk bild av att ett objekt ir inneslutet i
behallaren. Det som ofta forstis som logisk slutledning om kategorier och ming-
der kan pé det hir sittet istillet forstds som (en metaforisk bild av) rent rumsliga
slutsatser (Lakoff & Nuiiez, 2000).

Det grundliggande aritmetiska tinkandet bygger enligt Lakoff och Nufiez pa
fyra grundande metaforer dir aritmetik i tur och ordning ir en metaforisk avbild
av samlingar av objekt, konstruktion av objekt (tex: 1ir ett minsta enhetsobjekt,
tal ir objekt sammansatta av enhetsobjekt), méttstocken (tex: tal ir fysiska lingd-
enheter, mindre ir kortare, addition ir att sitta samman fysiska segment), samt
rorelse lings en vig (tex: operationer pa och mellan tal ir rorelse, O dr viigens bor-
jan, storleksrelationer ir avstind). Lakoff och Nuafez ger en ingdende beskriv-
ning av hur dessa metaforer fungerar och hur aritmetikens lagar i sjilva verket
foljer frin motsvarande fysiska entiteter (Lakoff & Nufiez, 2000, s54-74).

Nir Lakoff och Nuafez bygger upp sin modell f6r hur vi forstr abstrakta
matematiska tal (positiva, hela, rationella, reella och s smaningom komplexa
tal) sé tar de till att borja fasta pa forskning som visar att redan nyfédda barn har
en elementiir uppfattning om antal och kan skilja pa antalen 1, 2 och 3 med en
direkt blick — s kallad subitisering (Antell & Keating, 1983). Sedan Lakoff och
Nufiez skrev sin bok har det kommit flera resultat inom kognitionsforskningen
som forstirker bilden av att vissa matematiska formagor finns hos redan mycket
smé barn, dels om formagan till subitisering (Dehaene, 2007), men ocksd om
att det finns omriden i hjirnan som hanterar spatialt utspridda tal, som pa en
tallinje (Dehaene mfl, 2003). Det grundliggande och icke-verbala nitverk av
sddana kunskaper som ir medfott eller som vi tillignar oss mycket tidigt kal-
las ibland "the core number system” (Feigensson, Dehaene & Spelke, 2004). En
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slutsats dr att den mest aktuella forskningen inom detta omride snarare stirker
perspektivet hos Lakoff och Nufiez dn tvirtom.

En teori som denna ir naturligtvis svar att i detalj testa, men dess plausibilitet
kan undersokas tex med hjilp av metoder fran lingvistiken. En modern sidan
metod ror samspelet mellan vir kommunikation och kognition dir teorin for
gester ront mycket uppmirksamhet. Sidana metoder har tex anvinds av Nufez
for att gora troligt en del av var taluppfattning faktiskt utgors av rérelse lings en
vig (Nanez, 2004), se ovan.

Aven om teorierna inom embodied mathematics frimst rr kognition och psy-
kologi, s& finns det vissa matematikfilosofiska ambitioner, vilka ocksd gors expli-
citaiLakoff och Nafiez bok (2000). Liksom Hersh attackerar férfattarna flera av
de traditionella matematikfilosofiska hallningarna, som de karakteriserar i vad
de kallar The romance of mathematics.

— Matematik ir en objektiv egenskap hos universum, matematiska objekt ir
verkliga, matematisk sanning ir universell, absolut och siiker.

— Vad minniskor tror om matematik har dirfor ingen effekt pi vad matematik
verkligen ir. Matematiken skulle vara densamma iven om det inte fanns
minniskor eller varelse av ndgot slag. Trots att matematiken ir abstrakt och
icke-forkroppsligad sa ir den verklig.

— Matematiker ir de ultimata vetenskapsminnen som uppticker absoluta
sanningar, inte bara om detta fysiska universum men ocksi om varje mojligt
universum.

— Eftersom logiken sjilv kan formaliseras som matematisk logik, karakteriserar
matematik sjilva rationalitetens natur.

— Eftersom rationalitet definierar vad som 4r unikt minskligt, och eftersom
matematik dr den hogsta formen av rationalitet ir matematisk formaga
hojdpunkten av minsklig intellektuell kapacitet. Matematiker dr dirfor de
ultimata experterna pa sjilva rationalitetens natur.

— Fysikens matematik finns inneboende i de fysikaliska fenomenen — det
finns ellipser i de elliptiska planetbanorna, fraktaler i lévens och grenarnas
fraktalmonster, logaritmer i sniglarnas logaritmiska spiraler. Det innebir att
"naturens bok ir skriven i matematikens sprak” vilket betyder att matemati-
kens sprik ir detsamma som naturens sprak och att endast de som verkligen
forstar matematik kan i grunden f6rsta naturen.
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— Matematiken ir vetenskapens drottning. Den definierar vad precision ir.
Mojligheten att géra matematiska modeller och utféra matematiska berik-
ningar ir vad vetenskap handlar om. Som den higsta formen av vetenskap,
har matematiken foretride dver alla andra vetenskaper. Matematiken sjilv
ir dirfor den enda vetenskap som kan karakterisera matematikens verkliga
natur.

Lakoff och Nufiez argumenterar att dessa synsitt, iven om de representerar en
spinnande historia, inte representerar en sann historia. Dessutom menar de att
denna syn pd matematik har mdnga negativa konsekvenser, genom att tex trycka
ned minniskor och fa matematiken att framsta som ondbar for de allra flesta.
Lakoff och Nufiez papekar att dven om niagon givetvis kan vilja att tro pa de
matematiska objektens transcendenta natur sa ir det omojligt att vetenskapligt
undersdka om matematiska objekt och sanningar existerar i objektiv mening,
dvs oberoende av minniskans existens. De menar att all matematik som finns ir
den forkroppsligade matematiken och att de matematiska idéerna huvudsakli-
gen ir metaforiska till sin natur. Den si kallade radikalkonstruktivistiska synen
pa matematik ir inte heller férenlig med teorin om foérkroppsligad matematik
— matematiken ir inte strikt subjektiv utan grundad i upplevelser av virlden.
Det betyder att det perspektiv som Reuben Hersh skriver fram inte heller ir
till fullo kompatibelt med Lakoff och Nufiez perspektiv. Matematiken ir inte
bara en social Gverenskommelse med kulturella och historiska rétter. Aven om
dessa faktorer naturligtvis har haft betydelse for matematikens utveckling ir det
enligt teorin for forkroppsligad matematik istillet erfarenheter fran den kon-
kreta virlden tillsammans med vissa principer for grundliggande neurologisk
kognition och en medfédd formaga till den allra mest elementira matematiken
som ir det matematiska tinkandets bas. Och det ir precis det som ger mate-
matiken dess karaktir som stabil, precis, generaliserbar, symboliserbar, berik-
ningsbar, konsistent inom sina delomriden, universellt tillginglig och effektiv
for att pa ett precist sitt konceptualisera ett stort antal aspekter av virlden som
vi upplever den.

Kritik har dock riktats mot Lakoff och Nafez beskrivning och man menar
bland annat att den typ av matematiskt tinkande som beskrivs mojligtvis kan
fanga den intuitiva aspekten av matematik, men helt missar den formellt logiska
(Madden, 2001). Det kanske till och med skulle kunna vara sa att viss grundlig-
gande matematik skapas pa det sitt som Lakoff och Nafez beskriver men att
mycket annan matematik méste skapas pa ett annat, mer logiskt formalistiskt
sitt (Devlin, 2009; Leron, 2004).
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Diskussion och avslutning

Matematiken har manga ansikten och efter en genomging som denna ligger det
nira till hands att dra slutsatsen att matematiken framstir pa olika sitt bero-
ende pa frin vilket hall man betraktar den. Frigan om de matematiska objektens
ontologiska status, dvs i vilken mening de existerar, ir i hogsta grad aktuell in
idag och som vi sett manga prov pa si ir chansen att vi ska uppné koncensus
inte stor. Kanske ir det s att varje betraktelse av matematik som vi redogjort for
bidrar med sin lilla del till bilden av vad matematiken egentligen ir. Mangfalden
av perspektiv ger i sig en mer fullstindig och korrekt bild.

Den mest grundliggande fragan vi berort dr alltsi den om de matematiska
objektens natur och existens. Den mest extrema hallningen himtar inspiration
fran Platons idévirld. De matematiska objekten existerar inte bara i var virld
utan till och med oberoende av var virld, i en slags transcendent mening. Denna
syn kan givetvis kritiseras for att vara ovetenskaplig. Som Lakoff och Nufez
papekar skiljer en platonistisk syn pd matematiken sig inte nimnvirt fran en
tro pa Gud. Bada dr omojliga att fora i bevis. Men hur kommer det sig da att sd
manga praktiserade matematiker inda beskriver det matematiska arbetet som
en uppticktsfird i ett redan firdigt landskap, dir det snarare giller att uppticka
nya sanningar in att uppfinna dem? Minga matematiker siger sig, som Philip J.
Davis (2000) papekar, vid en direkt konfrontation snarare se matematiken for-
malistiskt, dvs som ett "spel” eller en ren tankekonstruktion utan nigon som
helst forbindelse med den verkliga virlden men som Davis spekulerar ir detta
kanske mest ett sitt att komma enkelt undan.

Matematikern och sannolikhetsteoretikern Olle Higgstrom (2008) benim-
ner detta som en platonsk kéinsla (med referens till filosofen Daniel Dennets
zoombiska kinsla) och menar att det kommer an pa en matematikfilosofi som
fornekar platonismen att forklara den platonska kinslan hos s mdnga matema-
tiker. Den moderna humanistiska och konstruktivistiska matematikfilosofierna
ger egentligen inte nagon sidan forklaring. Den kognitionsbaserade syn pd mate-
matiken som Lakoff och Nufiez argumenterar for gor det egentligen inte heller, i
alla fall inte explicit, men med tanke p4 att det inom kognitionsvetenskap finns
forsok att forklara minniskans beniigenhet till religion kanske forsok till forkla-
ring av den platonska kinslan inte ligger lingt borta.

En annan "attack” mot den platonska kinslan skulle kunna vara att beskriva
den som en slags efterhandskonstruktion. Liksom niir det giller historieskriv-
ning i allminhet ir det vinnarna som definierar historien. Bide Hersh och
Ernest argumenterar for att matematiken ir en slags undersokande verksam-
het. De koncept och teorier som &éverlevt har gjort det i konkurrens med manga
andra som kanske aldrig kom lingre in till matematikerns papperskorg, iven om
manga av dem kanske rent formellt var korrekta. I en slags matematisk evolution
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ir det de starkaste koncepten som dverlever. Och det ir kanske bara i efterhand
som de ter sig som sjilvklara — sa sjilvklara att det verkar som de fanns dir hela
tiden redo att upptickas?

Men i nigon mening kvarstar frigan inda for vad det da ir som guidar denna
evolution? I Hershs humanistiska beskrivning av matematiken viirderas satser,
bevis och teorier alltid i ett slags sociologiskt perspektiv. Detta ir visserligen en
intressant observation i sig, eftersom det uppmirksammar att vad som betraktas
som matematiskt korrekt, i sjilva verket beror pi dessa ssmmanhang (tex de his-
toriska ssmmanhangen). Men det ir ju fortfarande i slutindan minniskor som
filler avgdrandena. Hur vet vi att vi gor de riitta valen?

I Lakatos beskrivning dr matematiken i hogsta grad felbar och dirmed inte
absolut sann i nagon slags platonistisk mening. Men i férsta hand handlar det d&
inte om felaktiga bevis eller forbiseenden av andra slag. Ett siitt att tolka Lakatos
ir att det snarare ir de informella matematiska idéerna in de formella objekten
som ir det som den matematiska vetenskapen handlar om. Manga matematiska
koncept dyker forst upp pa ett naturligt sitt i en viss del av matematiken och
karakteriseras dir med hjilp av definitioner och satser. Men sedan utvidgas kon-
ceptets giltighet ofta till andra omriden genom att man tar fast pa ndgon slags
fundamental idé i konceptet kirna och sedan justerar definitionerna nigot for
att anpassa konceptet till den nya "miljon”. Ofta blir konsekvensen att alla de
gamla satserna om konceptet inte lingre giller i den nya miljon, men ocksa att
justerade satser och bevis for dessa kastas nytt ljus éver konceptet i dess origi-
nalmiljo. I Lakatos tolkning ir alltsd matematikens frimsta uppgift att studera
den 16sa informella idé som kirnan i ett sidant koncept utgor och da ir koncep-
tet i sin originalform bara en approximation av den mer utvecklade formen av
konceptet och dirmed i princip en felaktig beskrivning.

Men Lakatos beskrivning innebir egentligen inte heller nigot explicit veder-
liggande av en platonistisk syn pa matematiken, snarare flyttas problemet till att
istillet handla om de matematiska idéernas existens och vi har kvar problemet
med att forklara vad som bestimmer riktningen pa den matematiska idéutveck-
lingen. Ett enkelt svar dr kanske igen att det dr olika teoriers styrka nir det gil-
ler forklaringsvirde och vid problemlésning (inom och utom matematiken) som
sitter normen, vilket leder oss in pa frigan om matematikens anvindning.

Det grundliggande frigan nir det giller tillimpningar av matematiken utan-
for matematikens eget omrade ir hur denna abstrakta konstruktion s ofta kan
fungera sd vil for att beskriva virldsliga, konkreta fenomen. Detta faktum i sig
inbjuder ju till att i likhet med Quine och Putnam g3 tillbaka till en naturalistisk
syn dir matematiken i sjilva verket ses som en del av den verkliga virlden. Men
om vi ligger denna filosofiska héllning &t sidan s har var dversikt inte gett oss
definitiva svar pa varfor matematiken, med Wigners ord, inom sd minga omriden
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ir sd forbluffande effektiv. Max Tegmarks svar att det beror pa att vart univer-
sum (och i hans multiversumteori the ultimate ensamble, alla mojliga univer-
sum) i praktiken ir en matematisk struktur, skulle forklara det hela, men detta
far nog betraktas som en spekulation in si linge. Forklaringen att det beror pa
matematikens platonistiska karaktir kan som Lakoff och Nufiez papekar i sin
kritik av the romance of mathematics avfirdas som ovetenskaplig dven om deras
argument snarare ir av naturvetenskaplig in filosofisk karaktir. I Hershs huma-
nistiska beskrivning av matematiken blir de matematiska objekten som sociala
overenskommelser, men inte skapade helt godtyckligt, utan med inferens fran
var omgivande virld. Med den synen framstdr matematikens effektivitet som
nigot mindre forbluffande. Matematiken har helt enkelt genom hela sin fram-
vixt inspirerats av erfarenheter och iakttagelser som vi minniskor har gjort, ma
de vara av matematisk eller konkret art. Aven Lakoff och Nufez beskrivning
oppnar for liknande tolkningar. I deras perspektiv ir det innu tydligare hur den
grundliggande matematiken (tal, aritmetik etc) inte bara ir inspirerad av utan
nirmast dr en direkt avbild av vissa konkreta fenomen, via ndgra grundliggande
konceptuella metaforer. Men deras beskrivning av hur mer avancerade matema-
tiska begrepp sedan viixer fram hos individen handlar sedan mer om karakti-
ren pa den minskliga kognitionen i sig. Visserligen tillkommer nya metaforer pa
vigen, men dessa har mer karaktiren av enstaka styrimpulser in av kontinuer-
lig guidning fran verkligheten. S dven om bade Hersh och Lakoff och Nufez
ger en tydlig indikation pa att matematikens abstrakta begrepp trots allt har en
koppling till manniskans erfarenheter av den verkliga virlden s kvarstar fragan
om matematikens generalitet. Om inspirationen for en viss del av matematiken
antas komma frin ett visst verkligt fenomen, hur kommer det sig dd samma
matematik kan beskriva dven helt andra fenomen? Det ir inte klart var svaren pa
dettastar att finna. Kanske har det med matematikens karaktir att gora? Kanske
ir det en friga om vad vi minniskor formar uppfatta? Eller kanske ir det en friga
om karaktiren pa universum?

Ett annat spdr i var dversikt har varit frigan om matematikens begrinsningar
och hir dr kanske bilden nagot tydligare. Like lite som vi kan betvivla att mate-
matiken har varit mycket effektiv som verktyg i diverse utommatematiska sam-
manhang kan vi betvivla att det som Skovsmose (2005) beskriver ocksa finns
problem med anvindandet av matematik i minga sammanhang. Ibland handlar
det om att den matematiska modellen inte fingar alla relevanta aspekter av ett
visst fenomen. Detta kan givetvis vara ett stort problem i praktiken, men rent
formellt dr det ofta tydligt vilka antaganden den matematiska modellen egent-
ligen bygger pa. Majligen kan man ibland 6nska sig att denna tydlighet inte for-
muleras sd att det endast ir den matematiskt skolade som har mojlighet att forsta
modellens antagande utan de ocksa gors tydliga i den kontext dir fenomenet hor
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hemma. Nir modellens giltighet avsiktligt eller oavsiktligt undanhalls finns det
risk att matematikanvindningen i sjilva verket blir en slags maktutévning, som
Taleb (2007) beskriver.

Ett mer komplext problem ir det som ovan illustrerades med Black-Scholes-
Mertons formel for prissittning av finansiella derivat. Exemplet visar att en stor-
skalig anvindning av en matematisk modell p4 vad som i grunden ir ett fenomen
styrt att minniskor riskerar att paverka det system som modelleras. Det blir da
en viktig fraga att tydliggéra hur fenomenet paverkas, och hur denna péaverkan
gar till.

Ur ett skolmatematiskt perspektiv ir det forstds vanskligt att dra nigra
lingtgdende slutsatser av vira undersokningar. Men det ir virt att dterknyta till
Paul Ernest (2000) som menar att det ir viktigt att elever forstar att det finns
manga olika uppfattningar om matematikens natur och att det pagar diskus-
sioner om grundliggande matematikfilosofiska frigor. Det giller naturligtvis
ocksd matematikens oerhorda effektivitet som verktyg i naturvetenskaper och
i andra sammanhang. Men som Skovsmose (2005) papekar ir det likaledes vik-
tigt att eleverna far insikt i att matematikens styrka ocksa i nigon mening ir dess
begrinsning. Matematikens styrka ir hur den gor dven komplexa fenomen kon-
ceptualiserbara och berikningsbara, men i manga fall, och i alla dir minskligt
beteende ir en del av det som modelleras, méste forenklingar goras. En konse-
kvens av en sddan syn pd matematikens anvindning ir att matematikutbild-
ning i likhet med naturvetenskaplig utbildning 4 ena sidan maste ta pa sig att ge
medborgarna ett fortroende for matematikens effektivitet for att konceptuali-
sera och berikna olika fenomen, men 4 andra sidan ocksé utrusta medborgarna
med en nddviindig insikt i matematikens begrinsningar. Utan detta blir det som
Skovsmose och Taleb beskriver en fara att matematiken anvinds som ett makt-
medel dir imnets precisa och absoluta karaktir i sig blir argumentet, snarare in
den aktuella modellens relevans.

Men ocksa en del av en matematisk allminbildning ir att inse att matematik
faktiskt anvinds i manga delar av samhillet och dirmed att samhiillet dr paver-
kat av matematiken pa gott och ont.

Nir det giller de matematiska objektens natur finns det skil att tro att manga
elever i skolan ser matematiken som huvudsakligen formalistisk. Ur ett veten-
skapligt perspektiv finns enligt denna 6versikt inte nigot som siiger att en sidan
uppfattning skulle vara mindre korrekt in ndgon annan. Men som bade Ernest
och Hersh pépekar ligger den lingt fran hur de flesta arbetande matematiker
upplever sitt imne. Liksom Ernest och Hersh ir dven Lakoff och Nuafez tydliga
i sin kritik av den platonistiska synen pa matematik, men trots att de tre per-
spektiven som dessa foretrider pd manga sitt dr olika si verkar de alla framhiva
matematikens undersdkande och osikra karaktir samtidigt som de ocksa lyfter
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fram dess abstraktion, tydlighet och precision. En tolkning som de kanske inte
skulle gilla sjilva dr att det for den som arbetar med matematik i sjilva verket rent
pragmatiskt framstir som ganska effektivt att se matematiken som ett existe-
rade landskap dir upptickter kan goras. Men for att inte gd allt for langt fran det
humanistiska budskapet dr det kanske bist att ligga till att det i sa fall ir ett land-
skap bestiende av matematiska idéer snarare in av matematiska objekt (i Lakatos
mening). En sidan tolkning av matematiken far ocksd konsekvenser for vad man
egentligen kriver av elever i skolan. Som Keith Devlin (2007) har papekat ir det
i en skolsituation ofta orimligt att kriva fullstindig konceptuell forstaelse for ett
visst begrepp. Bade historiska undersokningar av matematikens begreppshisto-
ria och den beskrivning som Lakatos ger antyder ju att hur ett begrepp forstas i
hogsta grad ir kontextberoende. Devlins rdd ir att det dr genom att sjilv arbeta
med matematiken som en rimlig typ av forstielse kan uppnas och d4 handlar det
pé ett naturligt sitt om en funktionell firstdelse, som kopplar till den kontext dir
begreppen faktiskt anvinds.
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