INGVAR O PERSSON

Tva tankbara modeller for
undervisning om negativa tal

Forra numrets artikel om negativa tal féljs upp har. Tva modeller
for addition och subtraktion av positiva och negativa tal presenteras,
bada utprévade i klassrummet. Utgdende fran dessa modeller gar det

aven att diskutera multiplikation och division av negativa tal.

et rdder i undervisning och i liro-
Dbécker viss forvirring kring begrep-

pet negativa tal, ndgot som papeka-
des i den inledande artikeln i forra numret
av Niamnaren. Dir visas tre olika betydel-
ser f6r minustecknet vilka ofta kan blandas
ihop pa ett for elevernas kunskapsbildning
ogynnsamt satt:

1. Minustecknet anger operationen sub-
traktion, exempelvis 5 — 3.

2. Minustecknet anger att ett tal ir nega-
tivt, exempelvis (-6).

3. Minustecknet anger motsatt tal, (-a) ir
motsatt tal till a, oberoende av om a ir
positivt eller negativt.

I det féljande presenteras tvé olika férslag
till modeller vars syfte ir att den studerande
ska kunna se och férstd hur riknereglerna
for addition och subtraktion med positiva
och negativa tal kan definieras. Mot slutet
kommer dven en del om multiplikation och
division att behandlas. Observera att nega-
tiva tal i artikeln alltid skrivs inom parentes
och positiva tal utan parentes.

Modell 1

For att visa subtraktion och addition dir
bade positiva och negativa tal férekommer
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anvinder vi oss av foremdl for att dskadliggs-
ra positiva och negativa tal. Hir anvinder vi
kuber av tva olika firger, bla och vita. Vilka
foremal eller firger som anvinds ér inte vik-
tigt, bara man haller reda pa vad féremalen
och de olika fargerna representerar.

Vi tilldelar en bld kub virdet 1 och en vit
kub virdet (-1).

O L]

Tre bld kuber far da tillsammans virdet 3 och
tre vita kuber har tillsammans virdet (-3).

EEN oo

En kub av vardera firg har tillsammans vir-
det noll och kan siledes illustrera motsatta
tal.

Il

Fyra kuber av vardera firg har pd samma
sitt tillsammans virdet noll.

EEENE (00




Addition

Vid addition ligger vi s& manga kuber av
vardera firg som berikningen kriver i en
gemensam hog och far da resultatet av ad-
ditionen. Hir tar vi hansyn till att motsat-
ta tal tillsammans har virdet noll. Alla ad-
ditioner kan utféras pd samma sitt. Nagra
exempel:

342

EEN

lagg ihop
EEEER

ger summan 5

(-5)+3
oot

lagg ihop

kubernairutan har vardet (-3) +3=0

L0

summan blir (-2)

(-2)+(-3)
L0
lagg ihop

oooog

ger summan (-5)

N

Subtraktion

Principen fér arbete med subtraktion a -b i
modell 1 4r att vi alltid startar med att rikna
upp antalet kuber a. Firgen anger om talet
ir positivt eller negativt. Frin antalet a ska
vi nu ta bort antalet b av samma firg som a.
Nir detta d4r mojligt visar aterstdende kuber
resultatet av subtraktionen.

Inskjuten nolla

Nir det inte dr méjligt att ta bort kuber av
samma firg, exempelvis vid subtraktionen
(-2) - (-5), maste vi géra en komplettering av
antalet kuber sé att subtraktionen blir moj-
lig att genomfora. Vi startar med tva vita
kuber som illustrerar talet (-2).

N

Fér att kunna subtrahera talet (-5) dr en
komplettering nodviandig s& att vi kan ta
bort fem vita kuber. Vi adderar talet noll

genom att lagga till tre vita och tre bla
kuber.

odbamn

Vi forandrar inte virdet pa detta sitt efter-
som vi ligger till noll, (-2) + 0 = (-2). Nu kan
vi subtrahera talet (-5) genom att ta bort fem
vita kuber. Virdet av §terstoden visar sig
vara 3.

Med samma metod kan vi utfora sub-

traktionen 5-(-2). Vi liagger férst upp fem
bla kuber.

[ detta lige kan vi inte ta bort tva vita kuber.
Vi lagger till tva bld och tva vita kuber, som
tillsammans har virdet noll.

EEEEEEN{|[]

Antalet kuber i figuren har fortfarande vir-
det fem. Nu kan vi dra bort tva vita kuber
och far resultatet 5—(-2)=7.

Att pa detta sitt addera talet noll kallas
ibland metoden med inskjuten nolla. Tank pa
att gora ett klokt val av antalet inskjutna vita
och bla kuber. Har 4r ndgra lampliga exem-
pel pd berikningar att anvinda for att be-
kanta sig vidare med denna modell:

12-6 12 - (-6)
(-12)-6 (-12) - (-6)
6-12 6-(-12)
(-6)-12 (-6)-(-12)
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Sammanfattning modell 1

Avsikten dr att lirare och elever tillsammans
ska kunna komma fram till de rikneregler som
giller for addition och subtraktion med bade
positiva och negativa tal. Bland exemplen
bor for varje addition finnas en motsvarande
subtraktion som ger samma resultat. Model-
len visar att:

o Addition av ett negativt tal ger samma
resultat som subtraktion av det motsatta
talet.

o Subtraktion av ett negativt tal ger samma
resultat som addition av det motsatta
talet.

Modell 2

I den andra modellen fér arbete med addi-
tion och subtraktion dir bade positiva och
negativa tal férekommer, anvinder vi oss
av talaxeln och pilar. Vi borjar med att gora
négra definitioner:

o Positiva tal ritas som pilar med spetsen at
hoger. Pilens lingd och riktning visar ta-
lets storlek.

0
—

o Negativa tal ritas som pilar med spetsen
at vinster. Pilens lingd och riktning visar
talets storlek.

Addition

Vid addition av tva tal startar vi i denna mo-
dell alltid p& noll. Ex 5+ 2. Frdn noll ritas en
pil som representerar férsta talet med lingd
och riktning.

0 5

—

Spetsen avslutar pilen, hir for talet 5. Fran
forsta talets pilspets fortsitter vi med en ny

pil for det andra talet 2.
0 5 7
1—»»—»
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Resultatet av additionen 5+ 2 kan nu avlisas
pa tva sitt. Dels som koordinaten fér andra
talets pilspets, dels som en tredje summa-
pil, ritad frén noll till spetsen av den andra
pilen.

0 7

'>—>

Hir 4r tva exempel som illustrerar metoden:

(2)+5=3
2) 0 3
SR
—_—p
—
(-2)+(-5=(7)
(-7) -2) O
-
4
44—
Subtraktion

Vid subtraktion anvinder vi en speciell sub-
traktionsmetod som ibland kallas metoden
med addenden. Vi anvinder oss fortfarande
av tallinjen och pilar. Hir f6ljer en kort be-
skrivning av denna metod.

Vid berdkning av subtraktionen 301 — 297
i huvudet, kan vi utféra den genom att rik-
na upp fran 297 till 301. Detta kan vi 8sk&d-
liggora pa en talaxel genom att starta pa 297
och rita en pil till 301. Pilens lingd och rikt-
ning ger d svaret 4.

297 301
—

I den hir modellen utfor vi alla subtraktio-
ner a — b pa detta sitt. Vi sitter pennan pa
talet b pa talaxeln och drar en pil till talet a.
Pilens lingd och riktning ger svaret pa sub-
traktionen, exempelvis:

(-2)-(-5=3
(5 (2 0
— '
(2)-5=(7)
(-2) 0 5
-—




Av ovanstdende tva exempel ser vi att addi-
tionen (-2) + 5 ger samma resultat som sub-
traktionen (-2)-(-5) samt att additionen
(-2) +(-5) ger samma resultat som subtrak-
tionen (-2) - 5.

Sammanfattning modell 2

Vi kan nu i undervisningssituationen géra
motsvarande sammanfattning som den som
gjordes i modell 1. Anvindaren avgér sjilv
vilken metod som ir den mest tilltalan-
de. Det kan vara en tillgdng att kunna visa
samma berikningar pa tva olika sitt. For att
dven bekanta sig med modell 2 dr det vir-
defullt att eleverna genomfor ngra berdk-
ningar, se modell 1, med ldmpliga exempel.

Multiplikation

Vid undervisning om multiplikation dér ne-
gativa tal férekommer héller vi oss till reso-
nemang som delvis 4r uppbyggda pa resulta-
ten frén de foregdende modellerna.

Vid multiplikation av tva tal dir férsta
faktorn ér positiv och den andra negativ kan
vi aterféra resultatet till addition av negati-
va tal. Multiplikation ses d& som en uppre-
pad addition. Exempel:

3:(2=(2+ (2 +(2)=(6)
oo oo oo

Flera liknande exempel visar att nir férsta
faktorn dr positiv och den andra negativ blir
produkten ett negativt tal.

Tank pa att samma rikneregler ska gil-
la nir vi rdknar med negativa tal som vid
berdkningar med enbart positiva tal. For
positiva tal giller kommutativa lagen vid
multiplikation, a+b = b.a. Eftersom vi vid
multiplikation av tva tal dir den férsta fak-
torn dr negativ och den andra positiv inte
kan aterféra den pa upprepad addition, hin-
visar vi till att kommutativa lagen fér multi-
plikation ska gilla. Exempelvis ska (-2)-3 ge
samma resultat som 3+ (-2).

Produkten av tvé tal dar ena faktorn &r po-
sitiv och andra faktorn negativ blir ett ne-
gativt tal.

Vid multiplikation av tvd negativa tal re-
sonerar vi utgdende ifrdn distributiva lagen
for multiplikation. Nir talet noll finns med
som en faktor blir produkten noll, exempel-
vis (-3)-0=0

Vi ersitter nu faktorn noll med sum-
man av tvd motsatta tal. Frdn arbetet med
kuberna i modell 1 har vi nu erfarenhet av
hur en sé kallad "inskjuten nolla” kan skapa
nya méjligheter. Méjligheterna att illustre-
ra multiplikation med kuberna dr dock be-
griansad.

(-3)-0=0
(-3):(5+(-5)=0

Distributiva lagen ger nu

(3)-5+(:3)+(-5)=0
(15)+(3)-(:3)=0

Detta medfér att (-3)+(-5) maste ha samma
virde som det motsatta talet till (-15) dvs 15,
for att summan ska vara noll. Exemplet kan
utféras med vilka tal som helst och till sist
generaliseras. En produkt dir bada fakto-
rerna ir negativa tal dr alltid ett positivt tal,
och resultatet kan skrivas pa generell form
med bokstavssymboler.

Division med hela tal

Vi kan se division som omvindningen till
multiplikation. Dirav féljer att vi inte behé-
ver gora speciella tillagg for att hantera di-
vision dir negativa tal férekommer. Samma
regler giller som vid motsvarande multi-
plikation.

12/3=4 foratt 3.4=12

(-12)/3=(-4) foratt 3-(-4)=(12)
(-12)/(-3)=4 foratt (-3)-4=(-12)
12/(-3) = (-4) foratt (-3)-(-4)=12

Den hir beskrivna undervisningsnivén med
exempel har visat sig fungera i matematik-
undervisningen i bade grundskolan och
gymnasieskolan.
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