Linda Mannila

Strukturerade harledningar
Okar forstaelsen

Strukturerade hérledningar ar ett specifikt format for att presentera
berdkningar och bevis pa ett klart och tydligt satt som dessutom lampar sig
ypperligt for elektronisk representation. Modellen har visat sig fungera brai
undervisningen vid forsok i Finland.

studerande, liggs tonvikten i matematikkurser pé tidigare utbild-

ningsnivier (tex gymnasiet) ofta pd att anviinda existerande form-
ler. Exakta definitioner, logik och bevis undviks da de anses vara for abstrakta
och avancerade. Detta kan dock vara en bjorntjinst gentemot de studerande,
eftersom de gir miste om chansen att verkligen forstd grunderna for den mate-
matik de ska liira sig. Matematiskt och logiskt resonemang riskerar att férbli en
hemlighet och bevis ett magiskt trick nir den formella biten utelimnas.

Strukturerade hérledningar baserar sig pa grundliggande logik och gor det
mojligt att presentera losningar pa olika typer av matematiska problem enligt
samma format. D4 man anviinder strukturerade hirledningar poiingteras rela-
tioners och motiveringars betydelse, genom att dessa skrivs ut explicit som
en lika viktig del av 16sningen som de matematiska termerna. Malet ir att 16s-
ningar och bevis skall bli liitta att forstd, iven for personer som ser en 16sning for
forsta gdngen. Ytterligare en milsittning ir att gora det littare att kontrollera
om en l6sning eller ett bevis ir korrekt.

Strukturerade hirledningar introducerades i undervisningen forsta gingen
ar 2001, d4 en omfattande empirisk studie startades vid ett finskt gymnasium.
Testgruppen liste hela gymnasiets matematik med strukturerade hirledningar,
medan kontrollgruppen studerade enligt det traditionella sittet. Resultaten
visade att testgruppen klarade sig bittre i alla kurser och i studentexamens-
provet, iven dd man tar hinsyn till andra potentiellt inverkande faktorer. Efter
detta har metoden anvints pa flera utbildningsnivaer och anvindningen har
utvirderats ur olika perspektiv. Resultaten har 6verlag varit positiva: stude-
rande uppskattar det nya siittet att skriva matematik och liir sig motivera sina
l6sningar under en enda kurs.

Vikommeridennaartikel att ge eninblick i vad strukturerade hirledningar
ir genom att gd igenom tre exempel, medan resultaten fran vira empiriska stu-
dier kommer att presenteras mer noggrant i en uppfoljande artikel.

P ] edan bevis och exakta definitioner ir vardagsmat fér en universitets-
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Centrala egenskaper hos strukturerade harledningar

Det finns flera orsaker till varfor strukturerade hirledningar kan vara sirskilt
intressanta ur ett undervisningsperspektiv. Hir presenterar vi ldsningar pa tre
matematiska problemsombelyserde mestcentralaegenskapernahosstrukture-
rade hiirledningar. De tva forsta exemplen iir enkla och passariundervisningen
pa grundskolenivi, medan det tredje ir taget ur gymnasiematematiken.

En forstagradsekvation
Los ekvationen 3x+7=15-2x.

Losningen av en forstagradsekvation visar den enklaste strukturen hos en
strukturerad hirledning. Losningen inleds med den ekvation vi skall 16sa, som
sedan omvandlas steg for steg till en form som inte lingre kan omvandlas eller
forenklas.

o 3x+7=15-2x

= {Subtrahera 7 fran bada sidorna}
3x=15-2x-7

o {Addera 2x till bdda sidorna}
3x+2x=15-7

& {Berakna}
5x=8

o {Dividera bdda sidorna med 5}
-4

& {Skriv i blandad form}
x=1 %

(|

Varje steg bestar av tvé termer, en relation och en motivering fr varfor det gil-
ler att den forsta termen stari den angivna relationen till den andra termen. For
att reservera ordentligt med utrymme fér bade termer och utforliga motive-
ringar skriver vi dessa pa separata rader. For att strukturera hirledningen si att
den blir litt att skriva, lisa och forstd, skriver vi den 1 tvd kolumner: den forsta
kolumnen anvinds for relationssymbolerna (i detta exempel ekvivalens, <),
medan vi i den andra skriver termerna och motiveringarna.
Forstastegetidettaexempel sigeralltsd att uttrycket 3x + 7 =15—2x ir ekvi-
valent (<) med uttrycket 3x=15-2x—7 pd grund av att vi subtraherat samma
tal frdn bida sidorna. Genom att utdka losningen med ytterligare steg byggs
losningen upp till att bilda en logisk helhet diir varje steg ir motiverat.
Strukturerade hirledningar introducerar dirmed ett vildefinerat format
som ger de studerande en konkret modell f6r hur berikningar och bevis ska
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skrivas. Ett bekant format kan fungera som mentalt stéd och hjilpa de stude-
rande att tro pd sin férméga att 16sa ett problem. Detta kan vara sirskilt viktigt
da det kommer till bevisuppgifter som ir en vanlig kiilla till ridsla; med struk-
turerade hirledningar presenteras bevis pd samma bekanta sitt som andra
typer av berikningar. Ett standardiserat format gor det ocksi moijligt att gdra
matematisk presentation mer konsekevent i textbdcker och i klassrummet.

I exemplet ovan har vi gjort 16sningen detaljerad, men i en undervisnings-
situation kan man naturligtvis sjilv avgdra om man vill gora flera saker i ett
och samma steg. Till exempel kunde man lika vl tinka sig foljande l6sning.

° 3x+7=15-2x
= {Subtrahera 7 fran bada sidorna och addera 2x till bada
sidorna}
3x+2x=15-7
=y {Berakna}
5x=8
= {Dividera bada sidorna med 5 och skriv i blandad form}
x=1 2
5
O

Att anvinda antaganden och observationer

Jan ska mala golvet i sina tva rum tva gadnger. Vardagsrummet ar 5 m langt
och 3m brett, och kdket 2m Idngt och 1 m brett. Hur mycket malarfarg
borde Jan képa da den genomsnittliga dtgédngen &r 1 liter per 2,5 m??

[ textuppgifter som denna lnar det sig ofta att {orst rita en figur som illus-
trerar den situation vi har att gora med. Om vi vill inkludera bilder, diagram
eller tabeller i en 13sning ritar vi dem fore eller efter sjilva hirledningen, och
refererar till dem i hiirledningen. Pa detta siitt haller vi hirledningen klar och
tydlig, utan att blanda in bilder eller annat material dr.

Losningen till denna uppgift visar ocksa hur antaganden och observatio-
ner beskrivsien hirledning, Forskning inom problemldsning har visat att det
ir viktigt att man allra forst bekantar sig med problemet tillrickligt for att
forstd vad man vet och vad man ska gora. I matematiken ir det tyvirr alltfor
vanligt att man hoppar inien [dsning utan att tinka efter ordentligt forst. D&
man ska skriva en l6sning som en strukturerad hirledning boérjar man med att
lista allt man redan vet, d vs det man far ur uppgiftstexten. Detta gors i form
av antaganden. I vissa uppgifter finns inga antaganden, i andra finns ett eller
flera.

Utifran antagandena kan man ofta ta reda pa ytterligare information som
man kan ha nytta av for att [6sa huvudproblemet. Denna information kan
man ligga till som observationer som bygger pa antagandena.

I det foljande Ioser vi den aktuella uppgiften och anvinder oss av figurer,
antaganden mirkta med a—d och observationer mirkta med 1-3. Vi skiljer
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den introducerande delen med uppgiftsspecifikation, antaganden och obser-

vationer fran sjilva bevisdelen med tecknet | som kan utlisas ”bevisas av”.

5m
2m
3m Im

° Hur mycket malarfarg behovs for att mala golvet,
() nar det malas tvé ganger, och
(b) vardagsrummet &r 5m ldngt och 3m brett, och
(@] koket &r 2m ldngt och 1 m brett, och
d den genomsnittliga dtgdngen malarfarg &r T
1] {Vardagsrummets yta fas ur (b)}

Vardagsrummets yta ar5m-3m=15m’.
2] {Kokets yta fas ur (O}

Kokets ytadr2m-1m=2m".
[3] {Totala golvytan fas ur [1] och [2]}

Totala golvytan &r 15m’+2m’=17m’
I+ "Mangden malarfarg”

= {"Mangden mélarfarg” (I) = 2+ "totala golvytan” (m?) -"genom-
snittsforbrukningen” (I/m?), fas ur (@), (d), [31}

11
2,5m’

2-17m’

Q

141
U

{Raknar och férkortar med enheten m?}

Medan vi i det forsta exemplet hade att gora med termer som hade ett san-
ningsvirde, ir termerna hir aritmetiska uttryck. Vi anvinder dirfor likhet och
"ungefir lika med” som relation i stiillet for ekvivalens, och fir att "mingden

malarfirg” ir lika med

11
2,5m’

som i sin tur r ungefir lika med 141.

2-17m?
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Jimfoért med hur matematiska berikningar traditionellt presenteras i klass-
rummet, innehiller en strukturerad hirledning all information som behovs for
att man ska forsta hela losningen. D4 varje steg motiveras kommer den slut-
liga produkten att innehalla en dokumentation av hur den studerande tinkte
da han eller hon gjorde sjilva berikningen. Den resulterande hirledningen ir
dirmed littare att bade lisa och kontrollera. PA samma sitt blir de exempel som
liraren visar pa tavlan dokumenterade s3 att de ir littare att forsta och folja for
studerande dven i efterhand.

Anvindning av delhdrledningar
For vilka vérden pd a ar funktionen f(x)=-x"+ax+a -3 alltid negativ?

I detta exempel anviinder vi oss i hogre grad av logisk notation in i de tidigare
exemplen. Vidare belyser detta exempel ytterligare en méjlighet hos struktu-
rerade hirledningar, nimligen anvindningen av delhdrledningar for att [osa del-
problem pa platsinne i sjilva huvudlésningen. Matematiska problem lses som
bekant ofta i mindre delar, och med hjilp av delhirledningar kan vi halla ihop
alla dessa delar i en enda kedja i stillet {6r i form av en samling smé fragment
skrivna runt om pa pappret. Det senare ir tyvirr ett vanligt forekommande
fenomen i studerandes hiften och provpapper.

° Rékna ut for vilka varden pd a funktionen —z2 + ax + a — 3 alltid &r
negativ

= (Vo:—22+az+a—3<0)

& {Funktionen ar en parabel som 6ppnar sig nedat eftersom koefficienten

for andragradstermen ar negativ; en sddan funktion &r alltid negativom
den saknar nollstéllen (parabel b i figuren pa nasta sida).}

(Vo :—22+azx+a—3+#0)

& {Villkoret géller om diskriminanten' D fér funktionen dr mindre &n noll}
D <0
= {Sattin vardet pa D}

° Rakna ut diskriminanten D:
D

= {Diskriminanten for ekvationen Ax? + Bz + C = 0&r B? — 4AC}
a? —4(=1)(a —3)

= {Forenkla}

a?+4a —12

' Diskriminantsbegreppet anvinds vanligen inte pa gymnasieskolan i Sverige, men ir vanligt
imanga andra linder. Diskriminanten D for ett andragradspolynom ir en funktion av poly-
nomets koefficienter. Att polynomet har tva unika reella rétter ir ekvivalent med att D>0.
Hur man beriknar diskriminanten framgar av hiirledningen.




a®+4a—-12<0
= {Funktionen a? + 4a — 12 éppnar sig uppat, eftersom koefficienten for
andragradstermen &r positiv; en sddan funktion &r negativ mellan nollstal-
lena (parabel a i figuren nedan)}
e Rakna ut nollstillena for funktionen a® + 4a — 12 :
a®+4a—-12=0
< {Anvdnd I6sningsformeln fér andragradsekvationer}

41211 12)
= 21

& {Forenkla uttrycket}

a=2Va=—6
—-6<a<?2

OJ
2-
1-
0

T T T T T

-4 -1 0 1 2 3
-14 b)
24

Figur L. Tvd typer av parabler.

Losningen innehaller tva delhirledningar: for att rikna ut diskriminanten och
for att berikna nollstillena for en funktion. En delhiirledning skrivs indente-
rad, varvid 18sningens klara och strukturerade layout bibehalls och hela 15s-
ningen hélls ihop som en enda kedja. Tre punkterirad (...) markerar var vi ater-
gar till den yttre nivin.

P4 nista sida upprepar vi samma berikning igen, men nu med delhirled-
ningarna gdmda. De tre punkterna anger nu var en delhiirledning finns dold.
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° Rakna ut for vilka vérden pé a funktionen —z2 + az 4+ a — 3 alltid ar

negativ
I+ (Vz:—2?+ax+a—3<0)
= {Funktionen ar en parabel som ¢ppnar sig nedat eftersom koefficienten

for andragradstermen ar negativ; en sadan funktion ar alltid negativom
den saknar nollstéllen (parabel a i figuren).}

(Vz: —22+ax+a—3+#0)

& {Villkoret géller om diskriminanten D for funktionen ar mindre an noll}
D <0
& {Sattin vérdet pa D}

a?+4a-12<0

& {Funktionen a? + 4a — 12 dppnar sig uppat, eftersom koefficienten for
andragradstermen &r positiv; en saddan funktion ar negativ mellan noll-
stéllena (parabel a i figuren)}

—6<a<?2
O

Som de tre exemplen visat, blir formalism och exakthet en naturlig del av
matematiken dd man anviinder strukturerade hirledningar for att skriva och
presentera bevis och berikningar. Studerande ges dirmed en méojlighet att bli
vana vid att tolka och anviinda logisk notation och det matematiska spraket. Ju
tidigare studerande bekantar sig med formell notation, desto storre dr chansen
att de ocksa vigar borja anvinda den.

Verktygsstod for strukturerade harledningar

Matematik ir troligen ett av de skolimnen som digitaliserats minst. Att pre-
sentera matematisk notation i elektroniskt format ir inte enkelt, eftersom
matematiska symboler inte finns tillgingliga pa vanliga tangentbord. Tack vare
den specifika syntaxen limpar sig strukturerade hirledningar ypperligt for att
moiliggdra “digital matematik”.

Textredigeraren LyX (www.lyx.org), som baserar sig pi éppen killkod, har
utvecklats s3 att den nu stdder strukturerade hirledningar. Originalversionen
av LyX gor det smidigt att skriva matematisk text och med vara utvidgningar
(LyX SD) gor redigeraren det enkelt att ligga till och ta bort kompletta steg
ur en hirledning, délja och visa delhirledningar interaktivt samt kontrollera
att en hirledning ir syntaktiskt korrekt, dvs att hirledningen foljer forma-
tet for en strukturerad hirledning. Vi har dven kopplat LyX SD till liroplatt-
formen Moodle. Tanken bakom arbetet med LyX ir att forse studerande och
lirare med ett verktyg som gor det majligt att skriva och redigera matematisk
text pa ett enkelt sitt, och som dirmed kan anvindas som en naturlig del av
matematikundervisningen.
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Vidare lasning

Vi har i denna artikel gett en inblick i strukturerade hirledningar och forma-
tets bakgrund. Presentationssittet kan anvindas inom alla matematikens del-
omraden och utvecklades av professor Ralph-Johan Back och professor Joakim
von Wright vid Abo Akademi som en vidareutveckling av Dijkstras linjira
hirledningar (2002). Férdjupade beskrivningar av strukturerade hirledningar
finns bland annat i artiklar av Back & von Wright (1999) och Back, (2009).

Strukturerade hirledningar har anvints med goda resultat i undervis-
ningen pa flera utbildningsnivaer, och resultaten fran vira empiriska studier
presenteras i en uppfdljande artikel i Nimnaren, men de som redan nu vill for-
djupa sig mer i detta hiinvisar vi till Peltomiki & Back (2009) som beskriver en
studie dir strukturerade hirledningar introducerades och till 6vriga artiklar i
listan nedan som alla beskriver olika typer av utviirderingar av metoden d4 den
anviints pa olika utbildningsnivier. Material och tilliggsinformation finns att
himta pa resurscentret IMPEd:s (improving programming and mathematics
education) webbplats, www.impedfi.
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