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Ett modell- och modelleringsperspektiv
pa ldrande och undervisning

| denna artikel diskuterar och exemplifierar forfattaren tankeavsldjande
aktiviteter som stottar elever att utveckla och forfina sin forstaelse av
matematiska modeller. Ett modell- och modelleringsperspektiv anvands
ocksa i ett forsok att fdnga och beskriva kritiska aspekter av Idrande och
undervisning.

i matematik ir ett forskningsparadigm och ett sitt att tinka om mate-

matik som kunskapsomride, skolimne och undervisningspraktik. I bot-
ten finns grundliggande antaganden som bland annat utgdr frin att undervis-
ning och lirande ir komplexa foreteelser som dger rum i en miljd som stindigt
forindras. Som en del av att forsoka strukturera och tackla denna komplexitet
anviinds en generell definition av begreppet modell for att finga centrala och
kritiska aspekter av lirande och undervisning fran elevers, lirares och forska-
res perspektiv. Utgingspunkten ir att elever redan har eller utvecklar model-
ler av de matematiska begrepp, strategier och procedurer som de lir sig. Lirare
isin tur har och utvecklar modeller av de modeller eleverna har och hur dessa
utvecklas. De har dven modeller av hur undervisningen ska eller borde bedri-
vas for att stotta eleverna att pa ett produktivt sitt uppna lirandemalen. Det
som forskare i sin tur gor ir att utveckla modeller for att forstd savil lirarnas
som elevernas modeller, samt hur dessa samverkar och relaterar till varandra.
Ibland beskrivs detta forskningsparadigm som multi-ndstlat just for att det for-
soker fanga och forstd vad som hinder pa olika nivaer (elever, lirare, forskare)
och hur dessa paverkar och samverkar med varandra.

l E tt modell- och modelleringsperspektiv pa lirande och undervisning

Vad ar en modell?

Ordet modell kan bide i vardagen och i mer vetenskapliga ssmmanhang ges
en mingd varierande innebdrder och tolkningar. En diskussion om detta for-
des i artikeln Matematiska modeller och modellering — vad dr det? i Nimnaren
2013:3. Frin ett modell- och modelleringsperspektiv kan begreppet modell
beskrivas som de glasdgon genom vilka en individ ser och skapar mening av
erfarenheter och upplevelserien given situation. En modell ir ett generellt sys-
tem som bestar av objekt, relationer mellan objekt, operationer pa objekt och reg-
ler eller principer for interaktion mellan objekt. Alla komponenter av en modell
ska dven kunna uttryckas med ett eller flera externa representationssystem.
Syftet med en modell ir att anvinda den for att konstruera, beskriva eller
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forklara funktionaliteten eller uppférandet av andra system. Med denna inne-
bord av begreppet modell menar man med en matematisk modell en modell
som fokuserar pa de "rent” strukturella aspekterna, jimfoért med exempelvis de
fysikaliska, affektiva och musikaliska aspekterna av den aktuella modellen och
representationerna av denna.

Ett exempel pd en matematisk modell ir de naturliga talen, N={0,1,2,3, ...}
Objekten i denna modell ir idén bakom talen som vi vanligen noterar 0,1,2, 3, ...
Relationer mellan dessa objekt ir exempelvis ordningsrelationerna <, > och =
d4 det givet tvd godtyckliga naturliga tal a och b giiller precis en av relationerna
a<b,a>beller a=b. Exempel pé vildefinierade operationer pa de naturliga talen
ir addition (+) och multiplikation (), dir summan (a + b) respektive produkten
(a-b) av tvd godtyckliga naturliga tal a och b ocksa iir naturliga tal. Heltalen kan
representeras externt pi en miingd olika sitt och nigra av dess illustreras i fol-

jande figur.
LI LI Ujuu AT A AT A g

sjutton

Olika representationer for det naturliga talet "sjutton’”.

En siddan allmiin definition av begreppet modell innebir bland annat att model-
ler kan vara "olika stora” och mer eller mindre komplexa och generella. Ett exem-
pel pd en relativt enkel modell dr de naturliga talen som diskuteras ovan. Hur
man forstdr, forklarar och utfor addition av tvd brik med olika ndmnare och hur
man forstdr, forklarar och tillimpar begreppet medelforindring ir & andra sidan
mer komplexa modeller. Definitionen, dir modeller iir system som gor det moj-
ligt att forstd andra system, innebir och tillater en rekursivitet dir modeller hela
tiden revideras, utvidgas, forfinas, kopplas samman och integreras. Modeller ir
alltsa forinderliga och (potentiellt) under konstant utveckling. Lirande sker nir
modellerna man har for att skapa mening av ett fenomen eller situation utveck-
las si att man far nya eller alternativa sitt att se, tinka och skapa mening. Frin ett
modell- och modelleringsperspektiv ir lirande modellutveckling.

Som enillustration av denna just nimnda forfining
och utveckling av en modell till en mer komplex och
generell modell, och for att knyta an till exemplet med
de naturliga talen ovan, kan man tinka pa utvidg-
ning av talomriden: NCc Zc @QcR c C. Genom skol-
ren utvecklar och forfinar eleverna modeller som de
introducerats till och har av de naturliga talen N till
att successivt omfatta de utvidgade talmingderna Z,
Q, Roch C.
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Tankeavsldjande aktiviteter

Modellutveckling ir en centralidé i ett modell- och modelleringsperspektiv pa
undervisning och lirande. Det ir diirfor viktigt att veta vad eleverna kan och
bir med sig till en lirandesituation sé att liraren och lirandemiljon pa bista
sitt kan bygga vidare pa detta och frimja och stotta eleverna i att utveckla de
modeller som de redan har. Richard Lesh och hans kollegor har utvecklat en
speciell sorts aktivitet som syftar just till att gora elevernas initiala tankar och
modeller till naturliga utgdngspunkter for undervisning och elevernas lirande.
Grundtanken med dessa s kallade tankeavslojande aktiviteter ir att synliggora
elevernas tankar och aspekter av deras lirande som i minga andra situationer
ir osynliga och tysta. Det ir forst niir elevernas modeller uttrycks som de blir
nigot som kan diskuteras, analyseras och kritiseras.

Nir eleverna arbetar med tankeavsldjande aktiviteter genererar och
uttrycker de forklaringar, beskrivningar och modeller som "avsldjar” hur de
tolkar problemsituationen i aktiviteten nir de forsoker skapa mening i situatio-
nen med hjilp av matematik. Det ir framforallt matematiseringsprocesserna
(att kvantifiera, organisera, koordinera mm) som gor elevernas lirande (modell-
utveckling) synligt. Kirnidén i en tankeavsldjande aktivitet ir att eleverna
sitts i en situation som dr meningsfull for dem och dir de utmanas att utveckla
en matematisk modell explicit, alltsd att uttrycka modellen i eller genom ndgon
form av extern representation. Utkomsten eller "produkten” av en tankeavslo-
jande aktivitet ir alltsd inte bara ett svar. Detta kan jimforas med vad eleverna
forvintas “"gora” i arbetet med uppgifter i traditionella lirobdcker, diir malet
med uppgifterna manga ginger for eleverna handlar om att komma fram till
ettritt svar.

Karaktiristiskt for tankeavsldjande aktiviteter 4r ocksi arbetssittet dir
eleverna interagerar i mindre grupper och genererar meningsfulla beskriv-
ningar, forklaringar eller representationer, genom att upprepade ginger sinse-
mellan diskutera, utmana och testa, férfina, utveckla och férdjupa sina sitt att
tinka om den givna situationen. Eleverna genomldper flera cykler dir de tol-
kar, skapar mening och utvecklar sina modeller. De far pa si vis nya och olika
sitt att tinka kring problemet ifrdga. Ett exempel pa en tankeavsldjande akti-
vitet dterfinns i slutet av artikeln.

Principer for design av tankeavsldjande aktiviteter

Som antytts ovan ir tankeavsldjande aktiviteter inget som man vanligtvis fin-
ner i lirobdcker i matematik. Man kan dé friga sig hur man kan utforma en
aktivitet s att elevernas arbete med den innebir att de pa nagot sitt méste ge
uttryck for hur deras tankar om det matematiska i situationen utvecklas, samt
hur dessa hjilper dem att skapa mening i den givna situationen. Ett mingarigt
samarbete mellan forskare och ett stort antal lirare frdn olika stadier har myn-
nat ut i sex designprinciper att beakta nir man utvecklar och viljer tankeavslo-
jande aktiviteter. Dessa sex designprinciper ir den modellgenererande princi-
pen, den meningsfulla (realistiska) principen, den sjilvutvirderande principen,
dokumentationsprincipen, dela-med-sig och generaliserbara principen samt
minimalitetsprincipen. Dessa designprinciper och tillhtrande vigledande fra-
gor beskrivs i tabellen pa nista sida.

NAMNAREN NR4-2014 41




Designprincip

Vdgledande fragor

Den modellgenererande principen syf-
tar dels till att tydliggdra ldrandemalet
med aktiviteten och garantera att elev-
erna behover formulera eller anvanda
en modell, dels understryks vikten av
sjalva valet och formuleringen av aktivi-
teten sa att eleverna far férutsattningar
for att arbeta med aktiviteten pa ett
produktivt satt.

Ar aktiviteten sddan att den forscitter elev-
ernaien situation ddr de inser behovet

av att konstruera, modifiera, forfina eller
vidareutveckla en modell fér att skapa
mening och tolka det som dr givet i situa-
tionen, mdlet med aktiviteten, eller gbra
det som efterfragas i aktiviteten? "Siktar”
aktiviteten pd de strukturella aspekternai
den givna situationen?

Den meningstulla (realistiska) principen
understryker vikten av att situation

och problem i aktiviteten & menings-
fulla for eleverna. For att eleverna ska
forstd och bli engagerade &r det viktigt
att aktiviteten tar avstamp i elevernas
tidigare erfarenheter och kunskaper,
samt att elevernas tankar och idéer ges
utrymme och tas pa allvar.

Kan detta scenario och denna fragestdll-
ning férekomma i situationer i det verkliga
livet eller situationer som dr meningsfulla
féreleverna? Uppmuntras eleverna att
bygga pad sina tidigare erfarenheter och
kunskaper? Kommer elevernas tankar och
idéer att bli tagna seriést?

Den sjdlvutvérderande principen fokuse-
rar pa att mojliggora for eleverna att i
sa stor utstrackning som majligt sjélva
utvérdera, utveckla, forfina och omfor-
mulera sina idéer och modeller.

Ar problemformuleringen sédan att elev-
erna kan identifiera och vdilja ut ldmp-
liga kriterier for att avgéra vilka modeller
som dr anvdndbara och produktiva i den
givna problemsituationen? Ar syftet med
aktiviteten klart? Ger aktiviteten eleverna
mdjlighet att sjcilva avgéra om deras 16s-
ningar och svar behéver forbdttras?

Dokumentationsprincipen syftar till att
efterstréva att ett "spar” av hur eleverna
arbetar och tanker blir synligt doku-
menterat pa ett sddant satt att eleven
sjalv, klasskamrater, larare och forskare
kan ta del av elevernas arbete.

Behdver eleverna explicit visa eller delge
hur de ténker kring situationen i akti-
viteten och deras I6sningsférfarande?
Kommer det framga av det eleverna pro-
ducerar vilken modell (vilket system i ter-
mer av matematiska objekt, relationer,
operationer och ménster) de anvénder
och tdnker med/kring / enligt?

Dela-med-sig och generaliserbara princi-
pen understryker att de modeller elev-
erna utvecklar ska ga att delas med, for-
stas och anvandas av andra, samt mdste
leda ndgonstans dmnesmadssigt.

Ar utkomsten for eleverna en anvdndbar
modell eller metafor som de skulle kunna
tillimpa och bygga vidare pd i andra lik-
nande situationer och sammanhang?
Kan andra férsta och anvéinda modellen?

Minimalitetsprincipen handlar om att
man inte ska gora saker mer krangliga
an man behover, att aktiviteten dr val
avgransad och fokuserad.

Ar aktiviteten och situationen sé enkel
som mdjlig, men dndd sadan att den sti-
mulerar och utmanar elevernas sctt att
tdnka?
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Att utveckla eller hitta problem och aktiviteter som uppfyller alla sex princi-
pernai tabellen dr minst sagt utmanande. Erfarenheter visar att det ir mer rea-
listiskt att sikta pa att ticka in fyra principer och lita lirandemal och material-
tillging styra vilka av dem man viljer att fokusera pa.

Sekvenser av modellutvecklande aktiviteter

Aven om tankeavsldjande aktiviteter har visat sig ha stor potential vad giller
att ge eleverna mojlighet att uppticka och utveckla avancerade matematiska
idéer (modeller), dr det sillan tillrickligt med endast en tankeavsldjande akti-
vitet for att tillrickligt djupt utveckla och befista det eleverna lirt sig. Istillet
behovs sekvenser av modellutvecklade aktiviteter diir eleverna systematiskt ges
mojlighet att modifiera, utveckla och forfina sina modeller.

En sekvens av modellutvecklande aktiviteter borjar alltid med en tanke-
avslojande aktivitet som har till syfte att sitta eleverna i en meningsskapande
situation dir de med hjilp av matematik dr tvungna att skapa och uttrycka en
modell. T en modellutvecklande sekvens av aktiviteter foljs sedan den tanke-
avsldjande aktiviteten upp av en eller flera modellutforskande aktiviteter och
modelltillimpande aktiviteter som har till syfte att stotta eleverna att ytterli-
gare [orfina och vidareutveckla sina modeller.

Tankeavslojande
aktivitet

< °

Modell-
utforskande
aktivitet

e\

Modell-
tillampande
aktivitet

Den évergripande strukturen av sekvenser av modellutvecklade aktiviteter.

Modellutforskande aktiviteter syftar till att eleverna ska arbeta vidare med
modellen frin den tankeavslojande aktiviteten och utforska den underliggande
matematiska strukturen i denna. Ofta handlar det om att undersdka olika sitt
att anvinda representationsformer som tabeller, interaktiva grafer, diagram,
funktionsuttryck och animationer for att beskriva modellen och utveckla ett
rikare sprak. Modellutforskande aktiviteter fokuserar pa styrkor och svaghe-
ter hos olika representationsformer, pa hur olika representationsformer rela-
terar till varandra och i vilka ssmmanhang man kan anviinda representations-
formerna produktivt. Ett viktigt inslag under arbetet med modellutforskande
aktiviteter ir lirarledda diskussioner och elevredovisningar i helklass.
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Syftet med modelltillimpande aktiviteter ir att ge eleverna tillfille att tillimpa
sina modeller i nya situationer och sammanhang. Inte sillan innebir detta
att elevernas modeller behover ytterligare utforskas, forfinas, utvidgas och
utvecklas for att ge en djupare forstaelse av saviil problemet de arbetar med som
modellen de forsoker tillimpa.

En sekvens modellutvecklade aktiviteter — medelférindring

For att illusterara hur en sekvens av modellutvecklande aktiviteter kan se ut
i faktisk undervisning presenteras ett exempel innehéllande en tankeavslo-
jande aktivitet, tvd modellutvecklande aktiviteter och tva modelltillimpande
aktiviteter. Sekvensen dr himtad frian artikeln A modelling perspective on inter-
preting rates of change in context och fokuserar pa begreppet medelforindring
som ligger till grund f6r ménga centrala begrepp och omraden i gymnaisema-
tematiken, exempelvis differential- och integralkalkylen.

Den tankeavsldjande aktiviteten i sekvensen utgir frin elevernas egna erfa-
renheter av rorelse och forflyttning for att ge dem mojlighet att uttrycka hur de
tinker kring funktionsvirden, medelforindring, hur medelférindringen dndras
dver olika intervall samt hur dessa begrepp hinger samman. Utifrin skriftliga
beskrivningar éver hur de ska rora sig skapar eleverna position—tid-grafer med
hjilp av rorelsedetektorer som miter avstindet mellan detektorn och den elev
som ror sig framfor den och genererar ett mitvirde var tionde sekund. Genom
att analysera sina egna forflyttningar i termer av position (p) och hastighet (v)
jamfor eleverna grafer da de ror sig snabbt respektive lingsamt med konstant
hastighet, samt rorelser som byter hill. Eleverna anvinder ocksa rorelsedetek-
torerna och forsoker dterskapa givna grafer med linjira, styckvis linjira och
krokta kurvor.

De tvi efterfoljande modellutforskande aktiviteterna fokuserar pa forsta-
elsen och anvindbarheten av olika representationsformer for att bittre forsta
och beskriva elevernas initiala modeller om medelférindringen. I den forsta
modellutvecklande aktiviteten konstruerar eleverna v—t-grafer i ett dator-
program som sedan genererar motsvarande rorelse hos datoranimerade figu-
rer. Utifran graferna och figurernas rérelse arbetar sedan eleverna med att kon-
struera p—i-grafer, i syfte att utveckla en koordinerad forstaelse fér sambandet
mellan p—t-diagram och v—t-diagram. Den andra modellutvecklande aktivite-
ten handlar om hur en funktions medelférindring kan te sig pa olika delinter-
vall av en funktions definitionsmingd och att koordinera detta med tabeller,
grafer och ekvationer. Genom att anviinda ytterligare ett datorprogram utfors-
kar och karakteriserar eleverna bland annat konstant medelférindring och
medelforindring vid exponentiell tillvixt.

I den forsta modelltillimpande aktiviteten som sedan tar vid ir elev-
ernas uppgift att samla data och konstruera en matematisk modell for hur
ljusintensiteten ifrdn en ljuskilla varierar med avstindet frin ljuskillan
(~1/(avstdndet)?). Eleverna ska dven analysera och beskriva den matematiska

aktivitet 2:
representationer av
medelférandring

]
aktivitet: Rorelse- : akt|V|tet 1: p-t-grafer

detektorer och v-t-grafer
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modellen genom att anvinda sin modell av medelférindring och se pa hur
medelférindring av ljusintensiteten varierar dver olika intervall pa olika
avstand fran ljuskillan. Eleverna far hir arbeta med en situation som inte har
tid som oberoende variabel och ett férlopp med negativ medelforindring. 1
den andra och avslutande modelltillimpande aktiviteten experimenterar
och analyserar eleverna hur spinningen varierar éver en fulladdad konden-
sator nir den laddar ur. Eleverna bygger en enkel R—C-krets och samlar miit-
virden for nigra olika kondensatorer och resistanser som de analyserar. Malet
for eleverna ir att konstruera och beskriva en modell 6ver urladdningsforlop-
pen (en exponentiellt avtagande funktion med exponentiell férindringshas-
tighet) och hur medelférindringen varierar med successiva lika stora intervall
(0<1<1,1<1<2,2<1<3,..., tisekunder).

Avslutande ord

I denna artikel har jag presenterat nigra av de centrala idéerna och begrep-
pen i det sa kallade modell- och modelleringsperspektivet pa lirande och
undervisning i matematik. Perspektivet medger ett alternativt sitt att tinka
holistiskt kring forskning, lirande och undervisning i matematik, och ir dir-
med en lovande utgidngspunkt och ansats fér kombinerade forsknings-, kom-
petens- och utvecklingsprojekt. Inom ramen for ett pigiende samarbete
mellan Linkdpings universitet och Linkdpings och Norrképings kommu-
ner bedrivs projekt i denna anda och férthoppningen #r att erfarenheter fran
dessa projekt ytterligare ska ge kunskaper om hur modeller och modellering
kan omsittas i klassrumspraktik.
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