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Matematiska modeller och
modellering — vad ar det?

Vad ar en matematisk modell? Vad innebar modellering? Denna artikel tar sig
an dessa fragor, problematiserar begreppen och undersoker hur de forhaller
sig till angransande begrepp som tillampningar och problemldsning.

den tid, de platser och de ssmmanhang dir de praktiseras. Speciellt nir

objektet som beskrivs dr mangfacetterat si kan sprikbruket forskjutas
och dndras. Detta kan resultera i att en beskrivning av ett begrepp gir fran
att ha en precis innebord till att bli mer generell, att en miingd olika ord och
beskrivningar mer eller mindre beskriver samma objekt, eller att begreppsin-
neborden dndras.

Nir det giller begreppen matematisk modellering och modeller i under-
visning och lirande av matematik har en sidan férskjutning dgt rum under
de senaste 2030 aren; fran tillimpningar och tillimpad problemlésning till
modellering och problemldsning i mer allminna ordalag. Detta motiverar
att en diskussion om matematiska modeller och modellering dven delvis bor
behandla tillimpningar och problemlésning.

Sprékbruk kring objekt eller begrepp ir forinderliga och produkter av

Problem och problemlésning

Problem och problemlésning har genom dren tillskrivits manga och ibland
motsigande inneborder. Detta faktum medfor att det inte ir helt litt att frin
litteraturen gora sig en klar tolkning av begreppens mening, men det ir klart
att problemldsning handlar om att lésa problem. For att forsoka beskriva vad
som avses med problemldsning behover vi klargora dels vad som menas med
ett problem och dels vad det ir man gor nir man loser problem. Vanligen skil-
jer man pa begrepp som problem, évning, exempel och uppgift diir de senare
skiljer sig fran den forsta i meningen att de ir av mer rutin’. Ett problem karak-
tiriseras av att den som forsoker losa problemet inte direkt vet hur denne ska
g4 tillviga. Om en fragestillning ir ett problem eller en uppgift ir alltsd indi-
viduellt och beroende pi individens kunskaper och férmagor. Vissa defini-
tioner for dven in affektiva dimensioner i begreppet som att problemlésaren
finner det intressant och engagerande och har en egen énskan om att lésa pro-
blemet. Hur problem och problemldsning definieras inom ramen fér skolma-
tematiken hér samman med vilken roll och funktion begreppen tillskrivs i
undervisningssammanhang.
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George Stanic och Jeremy Kilpatrick identifierar tre dvergripande teman som
de menar karaktiriserar synen pa problemlésning i matematikimnet: problem-
l6sning som kontext, problemlisningsférmdga och problemlésning som konst.

Problemlisning som kontext innebir att problem och problemldsning ir
medel fr att uppnd andra mél som att rittfirdiga matematikimnets
existens i skolan, som motivation, som medel for att introducera vissa
matematiska begrepp och konstruktioner, som ett néjsamt tidsfordriv
samt som dvning for att befiista matematiska kunskaper och firdigheter.

I problemlésningsformdga lyfts problemldsning fram som viktig i sig och
innebir ett hierarkiskt synsiitt pa rutin- och icke-rutinproblem, dir
formagan att 16sa de senare virderas hogre in att [dsa rutinproblem.
Undervisningskonsekvenserna av detta blir of ta att fokus i forsta hand
dgnas at att 16sa rutinproblem och att 18sandet av icke-rutinproblem blir en
aktivitet for speciellt kapabla studenter snarare in for alla elever.

Problemlésningen som konst hirstammar fran Polyas syn pa problemlésning,
vilket han jimstillde med exempelvis simning, utférsikning och
pianospel. Hir ses problemldsning som ’hjirtat i matematiken’, dir allt
som ror undervisning i matematik sammanflitas och pa s sitt blir direkt
beroende av filosofiska stillningstaganden giillande matematikens "visen’.

Problemldsning, i ndgon av de tre tappningarna, ir och har alltid varit en cen-
tral del av matematikundervisningen. Ole Bjorkqvist kommenterar detta da
han skriver att "problemlsning alltid 4r forknippad med méjlighet till forny-
ade utmaningar i form av nya problem exempelvis genom variation och gene-
ralisering, eller genom inspirerat inférande av nykonstruerade begrepp. Denna
‘organiska’ egenskap — att problemldsningen bide dr och befrimjar tillviixt —
innebir att problemldsning framstir som en mycket limplig komponent nir
nya generationer bygger upp sin egen matematiska kunskap.” (2001, s115).
Detta synsitt genomsyrar vara nuvarande dmnes- och kursplaner i matematik.

Tilldmpningar

Det har pagatt en diskussion sedan 1910-talet om och i sa fall varfor, samt i vil-
ken utstrickning matematikutbildningen ska innefatta matematiska tillimp-
ningar. Argumenten som har framforts for ett sdidant inkluderande har vixlat.
Inférandet av tillimpningar i matematik har dels betraktats som en motro-
relse till ’den nya matematiken’ i slutet av 1960-talet, dels som en konsekvens
av den 6kande anvindningen av matematik i andra vetenskapliga imnen och
discipliner. Andra argument ir att tillimpningar fungerar som en motiverande
faktor for eleverna eller att det ir ett resultat av att den moderna tekniken
gjort fler, och tidigare alltfér komplexa problem, tillgingliga och limpliga for
undervisningssituationer.

Vad som ska ses som en tillimpning av matematik ir, precis som problem-
l6sning, pd intet sitt vildefinierat. Generellt kan sigas att tillimpningar av
matematik har att gora med att anvinda matematiken i utommatematiska situ-
ationer. Det handlar om att tillimpa matematiska begrepp, idéer, strategier
och konstruktioner som verktyg pa omriden utanfér matematiken. I en sddan
karaktirisering blir inneborden, och avgrinsningen, mellan det inommatema-
tiska och det utommatematiska en central frigestillning. Det finns matematik-
didaktiker som talar om det utommatematiska i termer av 'verkligheten’ eller
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’den reella viirlden’ med vilket de avser allting som har att géra med natur,
samhille och kultur, vardagsliv inkluderat, s3 viil som utbildningsimnen och
vetenskap skild frin matematik.

Nedan ges fyra klassiska och vanligt forekommande definitioner av mate-
matiska tillimpningar som komplicerar och skapar missforstind om begreppet.

Tillimpad matematik avser klassisk tillimpad matematik. Hit riknas
klassisk analys innefattande exempelvis ordinira och partiella
differentialekvationer och integralekvationer.

Tillimpad matematik dr all matematik som har betydande praktisk
anvindning. Denna definition innefattar delar av den matematik som ryms
under den forsta definition, men innefattar iven 'modernare’ matematik
som exempelvis statistik, sannolikhetslira och linjir algebra.

Att tillimpa matematik innebdr att man utgdr fran en situation frdn ett annat
dmnesomrdde eller frin verkliga livet. Inneborden beskrivs som att gora en
matematisk tolkning eller modell, arbeta matematiskt inom den modellen
och att koppla resultaten till den
urspungliga situationen.

MATEMATIKEN
det inom-
matematiska

Att tillimpa matematik dr vad
personer som anvinder matematik
for att fortjina sitt levebrid de facto
gor. Skillnaden mellan den tredje
och den fjirde definitionen ir att
i den senare finns ett repetitivt
inslag med ett dialektiskt
forhallningssitt mellan den
inom- och utommatematiska
problemsituationen.

Klassisk tillimpbar
matematik

VERKLIGHETEN

det utommatematiska

Praktisk tillimpbar
matematik

De tva forsta definitionerna fokuserar pa vilken slags matematik det dr som
ska kallas for tillimpad matematik, medan de tva sista istilllet koncentrerar sig
pa vad det innebir att tillimpa matematik. I figuren framgér tydligt uppdel-
ningen av det inom- respektive det utommatematiska.

Forenklat kan "att tillimpa matematik’ ses som att man utgar frin det givna
inommatematiska och frigar sig: pa vad och hur kan jag anvinda just denna
matematiska kunskap i verkligheten? Man kan ocksa viinda pa scenariot och
utgd fran det utommatematiska, verkligheten, och stilla sig fragan: var kan jag
hitta limplig matematik {or 16sa foreliggande verkliga problem? D4 far man
problemldsning i praktiken och man talar om modellering,

Modeller

Ordet modell har flera betydelser i det svenska spraket. Nationalencyklopedin
och Nationalencyklopedins ordbok skriver fram en miingd facetter av dess
innebord, anvindning och mening. Ursprungligen betyder ordet modell 'matt-
stock” eller ’skala’. T vetenskapliga ssmmanhang ir en modell ofta detsamma
som en representation av ett fenomen, ett objekt eller en tankekonstruktion.
Vanligen skiljer man mellan konkreta modeller sisom repliker gjorda i skala
eller illustrationer av en idé, respektive abstrakta modeller som exempelvis
tankekonstruktioner och teorier.
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Hur ordet anviinds i vetenskapliga ssmmanhang avspeglas delvis i hur det
anvinds i mer vardagligt sprik. Exempelvis anvinds ordet modell om ett fore-
mal som efterliknar nigot annat féremal, s& som modellflygplan, modelljirn-
vig, en vision av hur stadens nya centrum (arkitektur) ska se ut, eller som en
prototyp till ett nytt hammarskaft (design). Modell i bemiirkelsen fysisk avbild
av ett konkret objekt ir med andra ord vanlig. En andra innebord ir vad man
skulle kunna kalla en "personifierad modell’, vilket avser den person som visar
upp det senaste modet, den som blir fotograferad eller pd annat siitt blivit avbil-
dad inom konsten. En tredje mening tillskrivet ordet modell 4r i meningen
ideal eller forebild, vilket illustreras i uttryck som 'modelluppférande’ och 'Det
dir ir modellen?.

Matematisk modellering

Ett vanligt sitt att beskriva modellering dr genom att lista de moment, faser
eller steg som tillsammans utgdr vad som brukar kallas modelleringsproces-
sen. Ofta anvindas nigon form av cyklisk representation for att beskriva den.
Beroende av traditionella och kulturella olikheter kan dessa modellerings-
cykler vara olika bade till form och innehall, speciellt niir det giiller antalet steg
som cykeln innehiller. Principiellt ir utgdngspunkten vid modellering en fra-
gestiillning gillande en verklig situation som man vill beskriva, forstd, forut-
siga eller forklara nigon aspekt av. For att reducera komplexiteten behover
den verkliga situationen idealiseras och struktureras si att relevanta storheter
och samband f6r den aktuella frigestillningen kan identifieras. Denna pro-
cess leder till en forenklad och mer avgrinsad forstielse av den verkliga situa-
tionen och frigestillningen (ibland kallad verklig modell). Om det ir limpligt
kan olika slags empiriska data samlas in for att ytterligare forklara fenomen-
tet som studeras. Nir frigestillningen och den verkliga situationen gjorts mer
tillginglig och hanterbar dversitts de till matematik, de matematiseras. Man

fir en matematisk modell som kan ana-

uppfattad
verklighet

lyseras med hjilp av matematiska meto-
der, verktyg och strategier. Den matema-
tiska behandlingen av fragestillningen

\

leder till matematiska resultat som éver-

formulera problemet €——— sitts tillbaka till den verkliga situatonen

problemets doman

dir de tolkas och valideras. Om resulta-
tet inte dr rimligt eller meningsfullt gar

v

systematisera 4——————p man tillbaka och kritiskt granskar alla

system

steg i processen en eller fler ginger och
modifierar sin model och sitt 16snings-

\

forfarande, i hopp om att komma fram

isera 4————————
matematisera till ett godtagbart, rimligt och menings-

matematiskt system

fullt svar pa fragestillningen.

'

matematisk

undersokning

matematiska resultat

'

tolkning och utvardering
av resultaten

handling/effekt

\
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Tva vanligt forekommande varianter av den beskrivna processen finns i figu-
rerna hir nedan. Den hogra figuren visar ocksd den vanligt férekommande
tudelningen i minga av de beskrivningarna som finns av modelleringsproces-
senilitteraturen; den mellan matematiken och ’évriga virlden’ eller 'verklighe-
ten’ och man kan dven notera de principiella likheterna med figuren pa sid 23
idettaavseende.

Det bor understrykas att detta dr en idealiserad bild av matematisk model-
lering och att processen i sjilva verket ir mer ostrukturerad. Distinktionen
mellan verkligheten och matematiken som visas i figuren pd denna sida har
kritiserats som ohéllbar, inte minst vid arbete i klassrummet med matematiska
modeller di det som i figuren kallas ‘verklig modell” beror pa vilken matematik
eleverna behirskar vid tillfillet. Aven om detta cykliska synsitt ir det domi-
nerade finns andra tolkningar och under de senaste ren har modelleringspro-
cessen dven beskrivits i termer av modelleringskompetenser eller, som i vara
svenska kursplaner, i termer av en modelleringsférméga.

Modeller och problemlésning

Frin den ovanstiende diskussionen av problemldsning, tillimpningar, mate-
matiska modeller och modellering kan man konstatera att samtliga begrepp
forekommer i en mingd olika betydelser och inneborder i den matematikdi-
daktiska forskningen. Genomgangen visar ocksa pa en indikation av den trend
man kunnat notera, att under de senaste drtionden har uttrycken matematiska
tillimpningar och modellering allt mer borjat anvindas for alla olika slags sam-
mankopplingar mellan det inommatematiska och det utommatematiska.
Bjorkqvist beskriver relationen mellan problemlésning och modellering
som att "det ligger nira till hands att se matematisk modellering som det full-
stindigaste slaget av matematisk problemlosning” (s119) och i likhet med den
subjektiva inneborden i begreppet problemldsning menar han att modellering
som foljer ett pd forhand givet monster inte kan uppfattas som problemlésning.

verklig 3.
modell matematisk

modell

1.forsta problemet
2. forenkla/strukturera
modell av 3. matematisera

situationen 4. 4. bearbeta matematiken
verklig 5.tolka
situation 7 6. vaildera
7. presentera
verkliga matematiska
resultat resultat
5.
. . illustration av en
verklighet matematik modelleringscykel
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Aven Henry Pollak diskuterar forhillandet modellering, tillimpad matema-
tik, problemldsning och tillimpning av matematik, och menar att modellering
skiljer ut sig genom att speciell uppmirksamhet ignas it den process som utgar
fran ett verkligt utommatematiskt problem eller fenomen som vill forstas eller
analyseras. Centralt for Pollak 4r ocksa att det finns en uttalad aterkoppling
mellan den ursprungliga utommatematiska situationen eller fenomenet och
den i matematiska termer och symboler formulerade modellen samt de resul-
tat den matematiska behandlingen mynnar ut .

Richard Lesh och Judith Zawojewski utvecklar detta synsitt vidare och
foreslar att definitionen av problemlosning breddas. Deras forslag pa defi-
nition av ett problem ir att “en uppgift blir ett problem niir problemldsaren
behover utveckla ett mer produktivt sitt att ta sig an den givna situationen’”.
Problemldsning ser de som ”processen att tolka en situation matematiskt, ofta
iflera cykler av att uttrycka, testa och revidera matematiska tolkningar — samt
att vilja ut, sammanfoga, modifiera, omvirdera och forfina kluster av matema-
tiska begrepp fran olika omraden inom och bortom matematiken”. Dessa tv
citat lyfter fram centrala idéer inom det s3 kallade modell- och modellerings-
perspektivet, nimligen att ta modelleringsproblem som utgdngspunkt for att
utveckla nya sitt att tinka (nya modeller) och vad som karaktiriserar denna
'skapelseprocess’ (modellering).

Sammanfattningsvis visar ovanstiende diskussion av olika sitt att se pa
matematiska modeller och modellering, att tillimpa matematik och matema-
tiska tillimpningar, och problemlésning, att for att fi en helhetsbild av mate-
matisk modellering maste man iven inkludera olika sitt att se pa problemlos-
ning i allminhet och matematiska tillimpningar i synnerhet. Konsekvensen av
att ha en klar innebérd och éverblick pa de begrepp man anviinder och under-
visar om och med, blir en 6kad tydlighet i klassrumskommunikationen och
underlittar for elevernas forstaelse och mojlighet till lirande.
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