Problemlosning och teori 1 skolan!

Bengt Ulin

Hér presenteras tankar och reflektioner kring problemlésning i anslutning
till en artikel i Namnaren nr 4, argang 20.

Bakgrund

Dan Laksov, professor i matematik vid
KTH i Stockholm, varnade i1 forra numret
av Nidmnaren for en Gverdriven satsning
pa problemldsning i skolan och gav tre
exempel pa matematikproblem for att il-
lustrera nagra pastaenden, exempel som
bl a "antyder at det er bedre for en leerer
d anvende tiden til d forklare matematiske
ideér enn d konstruere oppgaver”.

Lat mig inledningsvis sdga att jag sitter
stort varde pa Dan Laksovs inldgg. Det adr
gladjande att nagra matematikprofessorer
engagerar sig i vart lands skolmatematik.
Deras erfarenheter ar virdefulla. Nagra av
oss kdnner Dan fran konferenser pa Skol-
verket om de nya kursplanerna, manga
kénner till hans bok om specialarbeten i
matematik pa gymnasiet.

Det behovs ingen polemik mot hans
artikel i f6rra numret annat dn hgjda 6gon-
bryn mot den tillspetsade formuleringen

Bengt Ulin ar lektor vid Hégskolan
fér lararutbildning i Stockholm och
matematiklérare vid Kristofferskolan i
Bromma. Han har i bécker, féredrag och
tidskriftsartiklar pléaderat fér problemlés-
ning och induktivt arbetssétt i skolans
matematikundervisning.
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i det nyss citerade yttrandet. Nej, Dan
Laksov klarldgger flera svaga stéllen i ma-
tematikundervisningen och gor intressanta
jamforelser mellan denna och matematisk
aktivitet pd akademisk niva. Syftet med
dessarader dr dels att ytterligare belysa de
svaga punkterna, dels och framfor allt att
komplettera Laksovs artikel genom att lata
problemexempel av annat slag visa pa hur
konstruktiv och central probleml&sningen
kan och borde vara, atminstone i skolan.

Artikelns kidrnpunkter

Forst de punkter i vilka forfattaren med
all ratt tar fram svagheter i skolmatema-
tiken:

(1)Han instimmer med den kér av peda-
goger som ropar pa mer matematik och
mindre rdkning i skolan och skriver bl a:
”Det de fleste kaller matematik i dag er i
virkeligheten mekanisk manipulation med
tall, geometriske objekter eller funksjoner,
hvis oprinnelse er uklar og hvis mal er a
na et uttrykk som finnes i fasit”.

(2) T matematikken gér teori og problem-
Igsning hand i hand”.

(3)"Det er bare et fatall skoleproblemer
som virkelig utvikler elevenes innsikt i
matematikkens natur”
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(4)  En06verdriven satsning pa problem-
16sning kan skrimma bort lika manga som
lockas dit.

(5)”En ideell situasjon skulle vere att
leererne kan anvende en stor del av tiden til
a forklare matematiske ideér og illustrere
teorien og inspirere elevene til selvstendig
arbeide ved vel valgte problemer, naer knyt-
tet til- og motivert av teorin.”

Artikeln rymmer dven andra kirnfulla och
intressevickande yttranden, som jag hér av
utrymmesskal maste forbiga.

Kommentarer

Punkt (1) dr vilkdnd och ett omfattande
material har utarbetats i tidskrifter, bocker,
biennaler, biennetter, pA Matematikersam-
fundets utbildningsdagar, etc. Ett genom-
brott har dock knappast intréffat. Varfor?
Savitt jag erfarit har systemen for prov och
betyg legat som en d6d hand 6ver skolan.
Betygen har styrt proven, proven har 1ast
kursinnehallen och dessa har styrt under-
visningen. Som jag patalat i en tidigare
artikel (Ndmnaren 2/ 93) beh6vs en ny syn
pa proven. Dessa bor utformas sa att de pa
ett organiskt sitt ingar i problemldsningen
och tjdnar ett elevsyfte: att komma till
sjdlvkdannedom om den egna férmagan (i
stéllet for att frimst bilda ett betygsunder-
lag). Ddrmed &r vi framme vid punkt (4)
och syftet med probleml6sningen.

Béade fran skola och ldararhogskola ar
det min stindigt vixande erfarenhet att
eleverna uppskattar spanning och skonhet
i matematiken. Det dr ju sd med oss alla
att fragor vécker en sund nyfikenhet. Ny-
borjarna tycker om gator darfor att de far
tillfélle att gissa, att soka sig fram till ett
svar, en 16sning. Ar det inte si dven med
0ss vuxna att problemstillningar kénns
som stimulerande utmaningar? Elever i
sddana aldrar att de kan ta medveten stéll-
ning till problemlosningen bejakar alltmer
denna som ett 6vningsfilt for tinkandet. De

Namnaren nr 1, 1994

forstar att de genom matematikovningar av
sadant slag bygger upp existensfaktorer i
sitt inre. Hér finns helt sékert en risk att en
del elever upplever misslyckanden. Dérfor
giller det for ldraren att dag for dag ge akt
pa sina elever for att kunna “differentiera
inom klassens ram” och pa sa sitt ge varje
elev problem av lamplig svarighetsgrad.
Till denna typ av problem hér dven de
tillimpningar av typ ridkneuppgifter, som
genom sin dominans lett till missforhal-
landena (1).

Till (5) och (2): Jag instimmer i (5) med
tillagget att all undervisning, bade teori
och problemldsning,ska gestaltas ur ett for
eleverna vasentligt utvecklingsperspektiv.
Att begreppssbiidning och problemldsning
gar hand i hand ér riktigt. Fragan kom-
mer dock fore svaret, den vicker intresse.
Vare sig problemstéllningen dr av mer
begrepps- eller mer problemldsningsartad
karaktdr, ar det fruktbart att inleda med en
fraga. I sokande efter ett svar uppkommer
ofta behovet att forvérva nya begrepp och
kunskaper; eleverna borjar fraga tillbaka,
ja fraga efter just det som ldraren vill bi-
bringa dem. Vi kan lugnt ta Sokrates som
pedagogiskt foredome.

Nu over till punkt (3): svensk skolmate-
matik maste satsa maximalt med resurser
pé en vixande flora av vardefulla problem,
en flora med manga arter, vackra arter,
spdnnande exemplar. Hér skulle en vidgad
och mer malinriktad samverkan mellan
matematiker och pedagoger pa filtet ge
virdefulla resultat inom en snar framtid.
Vi har manga skickliga problemkompo-
sitorer i landet att tillga. Inte minst darfor
att undervisningstiden dr begrinsad ar det
viktigt att vi matematiklirare kan férfoga
over virdefulla problemsamlingar, sa att
vi kan ekonomisera med tiden, till f6rman
for det kvalitativa, for det som givit och
ger matematiken dess unika roll i kulturen.
I likhet med Dan Laksov vill jag nu lita
nagra problemexempel tala.
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Négra problemexempel

Jag borjar med att skriva ner fem problem och viljer avsiktligt sddana som manga ldsare
torde ha sett forut, exempelvis ar nr 1 ifrdn Ndmnaren 3/93.

3cm 4 cm

4 cm

En rektangel delas av tva linjer, paral-
lella med var sin sida i rektangeln. I tre
delrektanglar har omkretsen skrivits ut,
se figur. Vilken omkrets har den fjarde
delrektangeln?

2

N/

Figuren visar tre hus med var sin dgare.
Pa grund av svar osdmja satte dgaren till
det stora huset upp staket for en vig till
murdppningen lingst ner i figuren. Agaren
till vinster inhdgnade dérpa en stig till den
hogra utgangen och grannen till hoger satte
staket for en vég till den vénstra utgangen.
Ingen av vidgarna korsade nagon av de
andra. Hur anlades vigarna? (Problemet ar
konstruerat av den 9-arige Sam Loyd.)

3

En person gar kl 10 fran en turiststuga
upp till en fjdllstation, som han nér k1 15.
Pafoljande dag startar han k1 11 vandringen
tillbaka och kommer kI 14 till turiststugan
efter att ha foljt samma route som dagen
fonut. Kan personen pa nervégen ha befun-
nit sig pa ett stille vid samma tidpunkt som
dagen fore pa uppvagen? (Vi vet ingenting
angaende hastigheter och pauser.)
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4
Med mall till en kub avses hir en plan
kartongfigur omfattande 6 kvadrater, sa
placerade att figuren kan vikas ihop till
en kub. Vidare krivs att varje kvadrat har
atminstone en av sina sidor gemensam med
en annan av de sex kvadratema. Hur manga
sadana mallar har kuben? Vi anser att tva
mallar dr identiska om den ena kan ldggas
pé och ticka den andra.

5

Problemet betrédffande bottentalet: vi viljer
t.ex. fyra naturliga tal och skriver ut dem
i rad. Pa raden niarmast under skriver vi
ut angrinsande tals summa i mellanrum-
men mellan de givna talen. Denna addi-
tion upprepas tills vi erhaller ett enda tal,
bottentalet. Kan man pa nagot enkelt sitt
forutsdga om bottentalet blir jamnt eller
udda, utgdende fréan ett antal valda (givna)
tal? De fem talen i figuren ger som synes
ett udda bottental.

3 4 5 1 8

7 9 6 9
16 15 15
31 30
61
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Betriffande “svaren” till dessa problem
vill jag forst och frdmst hédvda att de inte
ar oviktiga, men att det matematiska vir-
det (givetvis) ligger i de erfarenheter och
kunskaper som [dsningen och jimforelse
mellan olika Iosningar kan ge eleverna.
Vad man tilldgnar sig &r forstas individu-
ellt, men det ligger i dessa problems natur
att praktiskt taget alla elever gor vissa
erfarenheter av betydelse.

Kommentarer

—1I problem 1 ricker det inte med eget
valt exempel. Nagra elever later den vre
vinstra delrektangelns sidor vara 1 cm
resp 0,5 cm och kommer da fram till att
den aktuella delrektangelns sidor blir 1,5
cm resp 1 cm vilket ger 5 cm omkrets. |
den traditionella skolan ger en sadan 16s-
ning poing noll, eftersom man ju inte vet
om svaret blir 5 cm med ett annat val av
mitetal for sidorna i en delrektangel. I
en tidsenlig skola skulle eleven sporras
till fortsatt undersékning och komma till
fragan: hur kan jag visa att omkretsen
mdste vara 5 cm, alltsa oberoende av vilka
sidmatt som delrektanglarna ma ha? Vi har
hir ett geometriproblem som kan bli en
spidnnande inkorsport till en erfarenhet av
“algebrans makt”.

— I problem 2 beh6éver man inte rita vi-
garna i den ordningsf6ljd som Sam Loyd
(klurigt nog) vill forleda problemldsaren
att géra. Man kan med andra ord omjfor-
mulera problemet och dra en av de andra
viigarna forst. Ater en erfarenhet av virde
for problemlosning av alla slag, inte bara
1 matematik.

— I problem 3 har eleverna chansen att
komma pa en elegant 16sning: att flytta
tillbaka vandringen nerfor en dag, sa att den
gors av en dubbelgéngare pa samma dag som
vandraren gér uppfor fjillet. De har dven
mojligheten att rita diagram och fa ideer den
végen. Problemet kan bli en fin introduktion
till den i matematiken s viktiga, effektiva
kontinuitetsprincipen och blir ddrmed ett
exempel pé ett problem med néra anknytning
till vérdefull matematisk teori.

Namnaren nr 1, 1994

—1 problem 4 har vi ett exempel pa
en
’sjdlvdifferentierande”
elever

blir engagerade, alla kan finna atminstone
nagon eller ndgra mallar, andra finner at-
skilliga. Fran nagra elever kommer fragan:
Hur mdnga ska det bli? — Att undersoka
detta vore vil en utmaning for klassen? Vi
kommer nu in pa den spinnande fragan:
Hur ska vi ndgon gdng kunna avgora om vi
Junnit samtliga mallar? Det géller att hitta
ett system, med vars hjélp vi kan ordna,
numrera de mallar vi funnit, sa att vi kan
peka ut den enligt systemet sista mallen.
Ja, hir &r vi inne pa Gvervidganden som
appellerar bade till fantasi och logik och
som star fria fran blott och bar kvantitativ
utridkning.

uppgift. Alla

—1I problem 5 har vi anyo en sjdlvdif-
ferentierande uppgift. Den ger lagom
arbete at varje elev, oavsett begavning och
kunskaper. De minst férsigkomna kommer
att fa ut vissa delresultat och kédnna gliddje
over det; avancerade elever kommer att ta
itu med bevis och generalisering. Nyttiga
erfarenheter vinkar om hornet. Exempelvis
att man ldmpligen g&r minimala dndringar
i de sjdlvvalda sifferexemplen for att Létt-
tare och sédkrare gissa sig fram till en teori.
Sédana lardomar spelar en roll dven i andra
dmnen, t.ex. vid analyser i naturvetenskap-
liga undersokningar.

Jamforelse av exempel

Det ér givande att jamfora exemplen ovan
med Laksovs exempel. De senare belyser
pa ett Gvertygande sitt hur vissa problem
kan leda till tidsspillan, ndmligen om
16sningen &r sa elegant eller speciell att
mycket fa elever kan forvéntas 16sa upp-
giften, kanske inte ens under mycket 1ang
tid. Sddana exempel kan diremot vara
utmérkta for att i Laksovs anda och via
lararens genomgang illustrera matematisk
metod eller idé och begreppsbildning. I
de fem exempel vi nyss tagit del av har
problemstéllningen ett bredare spektrum
och inbjuder direkt till dialog i klassen,
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inte minst mellan eleverna. Det finns tva
ytterligheter i skolan som vi méste se upp
med: den ena dr den som punkt (1) handlar
om, det monotona receptriknandet, den
andra dr en problemlosning som kan vara
intressant, kanske roande, men som hinger
i luften och slukar tid. Vad vi behdver &r
uppgifter som ger majlighet till aktivitet av
skilda slag: gissning, fantasi, konstruktion
av exempel, jakt pa en bevisidé, logisk be-
visforing, utnyttjande av grafiska metoder,
sparande av motexempel, undersokning av
hur olika villkor inverkar, etc. Med en fond
av sadana uppgifter kan undervisningen ge
den "inblick i matematikens vésen” som
Laksov efterlyser och te sig meningsfull for
alla elever, eftersom den ger dem resurser
av existentiell art.

Den enligt min mening hittills framste
inom problemldsningens didaktik dr Georg
Polya, som i genomarbetade verk visat hur
vil valda problem utvecklar bdde heuris-
tiskt och deduktivt tinkande. Han sétter
praktiskt kunnande mycket hogt. ’Vad
ar praktiskt kunnande i matematiken?”
fragar Polya och avser da all matematik.
“Formagan att 10sa uppgifter, inte blott
rutinuppgifter, utan sddana som kriver en
viss grad av oberoende, omdémesformaga,
insikt, originalitet och skapande verksam-
het. Darfor ar det den forsta och frimsta
uppgiften for matematikundervisningen pa
skolans mellanstadier att frimja elevernas
sjdalvstandiga tankande och for detta dnda-
mal sarskilt betona det metodiska arbetet i
problemlosningen.” (1 6versittning citerat
ur boken “Mathematik und plausibles
Schliessen; kursiveringen dr gjord av
Polya. En bok med titeln ”Mathematical
Discovery” finns nu i Sverige.)
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Slutord

Det finns matematikproblem av oerhort
vixlande grad och art. For “svaga” elever
med déligt sjdlvfortroende &r det bra att vi
dé och da ger problem pa grisrotsniva, som
kraver ett minimalt matt av kunskap. De
har da varje gang en ny chans att komma pa
en idé som loser problemet och kan pa s
vis stirka sjalvfortroendet. A andra sidan
dr det ocksa nyttigt med uppgifter som vi-
sar att man inte kommer nagonstans inom
rimlig tid utan ett visst matt av kunskap,
exempelvis kinnedom om Pythagoras sats,
kvadreringsregeln eller exponentialfunk-
tioner. Vad vi ska efterstréva ér ett bredare
spektrum med utlgpare 4t méanga hall. Da
kan vi lyckas med det som en amerikansk
professor i matematikpedagogik vid Cor-
nell-universitetet, Avery Solomon, sag
fram emot i en intervju i DN (publicerad
93-08-24). Ett arbete “med att géra mate-
matiken balanserad, sa att personlighetens
olika sidor far plats i skolsystemet”.
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