MaTS ANDERSSON

Chokladkakeproblemet
lgen —igen!

Ndr man vl hittat en losning pa ett problem och njutit av den,
kan man ha glddje av att fundera vidare over enklare
och vackrare losningar och over generaliseringar.
Hdir behandlas chokladkakeproblemet igen,
med denna avsikt.

En kaka ar chokladglaserad pa alla sidoytor
utom den kvadratiska botten. Tomtemor vill
skara kakan i fem bitar sa att var och en av
de fem medlemmarnaifamiljen far samma
mangd kaka och lika mycket glasyr. Alla
snitt ska vara vinkelrata mot kakans over-
sida och varje tomte ska fa sin del som en
sammanhéangande bit. Hur ska det ga till?

Ar kakan platt?

Tomtemor inser ganska snart, liksom sékert
de flesta som hittat en 16sning, att det for
problemets skull inte spelar nagon roll att
det ar glasyr pa ovansidan. (For atandet &r
det en annan sak.) Detta beror pa att om
hon lyckas dela pa nagot sétt sa att alla far
lika del av kakan — kom ihag att snitten ska
vara vinkelrata mot ovansidan - sa far alla
ocksa lika del av toppglasyren. Dérfor kan

detta fall kan man fraga hon anta att det bara finns

sig om det gar med 6, 7 Mats Andersson, glasyr pa kanten —skulle hon

eller 8 bitar etc. Ja, efter- - . daremot sdga detta till nissar-

som det &r latt att 16sa med 4 professor i matematik na skulle de nog protestera.

bitar s& borde val 8, 16 osv pa Chalmers Vidare ar mangden kant-

ocksa vara jamforelsevis latt, . ) lasyr pa en given bit pro-
J tekniska hogskola grasyr p J P

eftersom man kan utnyttja
symmetrier. Man kan ut-
trycka foljdproblemet som att man vill fa
reda pa varfor det gar med 5 bitar; om det
har nagon betydelse att kakan &r kvadratisk?
Inte sdllan ar det i sjalva verket lattare att
|6sa ett "svarare”, dvs mer allmant, problem,
bl a eftersom det finns mindre ondédig in-
formation och darfor farre mojligheter att
fastna i funderingar kring saker som egent-
ligen inte har relevans for fragestallningen.
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portionell mot langden av
kakans kant som ingar i
denna bit. Ett villkor ar ocksa att bitarna
ska vara sammanhéngande, men det ar de
om och endast om deras ovansida ar sam-
manhangande. Alltsa ar det hela ett tvadi-
mensionellt problem som hon formulerar
sa har:

Givet en kvadrat, dela in denna i fem sam-
manh&angande bitar med lika areor och lika
delar av kvadratens rand.




Hon stannar upp har och blir pl6tsligt med-
veten om att hon har évergatt till att kalla
kvadratens sidor tillsammans for dess rand,
som hon har lart sig i nagon matematikbok
hon last nagon gang for nojes skull, nar de
andra legat och sovit.

Det ar ganska klart att problemet &r skal-
invariant, dvs att kvadratens storlek inte
spelar nagon roll; om sidlangen &r r ska alltsa
varje bit ha arean r2/5 och langden 4r/5 av
kvadratens rand. En konkret strategi ar dar-
for att dela in randen i 5 lika delar och se-
dan "fortsatta dessa inat” pa ett sddant satt
att motsvarande delar
far ratt area. Om vi
tanker att sidlangden
r ar 5, sa blir alltsa
varje randdel 4 och
varje area 5. Tex kan
det se ut sa har:

N

Ett praktiskt problem

Nar tomtemor ritar upp detta pa en bit
smoérpapper forstar hon att &ven om hon
lyckas skara kakan enligt ritningen, kommer
hon aldrig att kunna 6vertyga de 6évriga om
att de verkligen far lika stora bitar. Nissarna
har annu inte last geometri i skolan och
tomtefar har nog glomt det han majligen
lart. Hon finner det darfor pakallat att hitta
en l6sning sa att alla far likadana,
kongruenta, bitar. Hon inser dock ganska
snart att detta inte &r mojligt, eftersom det
bara finns fyra horn (Lasaren kan forsoka
visa detta!).

Déaremot kan hon hitta en I6sning déar
atminstone fyra av bitarna ar kongruenta,
tex sa har:

Birja med att markera en kvadratisk bit kring
varje horn, med sidlingd 2 och area 4; utoka

sedan varje horbit sd att arean blir 4+1, tex
genom att "tjocka” 3 lingdenheter med 1/3.

Se pilarnal
S
B

Da far de andra i familjen likadana bitar,
med sammanhangande glasyrkant dess-
utom, och tomtemor far som sa ofta ta res-
ten. Men det praktiska problemet att skéra
till bitarna aterstar, likval
som att Overtyga de andra
om att hon inte far mer av
nagot, sa den luttrade tom-
temodern viljer istallet att
skédra som i denna figur:

Hon later sig nojas av eventuella smulor som
uppstar, mot att hon i gengéld far avnjuta
sitt kaffe i lugn och ro, stolt dver att hon
atminstone i teorin har I6st problemet.

En godtycklig kaka och en godtycklig

famil]

Né&r de andra tomtarna atit sina bitar och
lamnat henne ifred bérjar hon fundera éver
varfor det var mojligt med fem bitar; om
det hade gatt lika bra om hon haft en god-
tyckligt stor familj. Eftersom hon redan i
det faktiska fallet fick néja sig med en prag-
matisk 16sning samt nagra smulor, och lata
den teoretiska I6sningen vara fér hennes
egen tillfredstéallelse, s& borjar hon grubbla
over problemet med en mycket stor familj.
Eftersom det da kanns hopplost att halla
reda pa den speciella geometrin hos kakan,
dvs att den var kvadratisk, sd borjar hon
ténka sig en kaka med mer godtycklig form;
med forbehallet att den saknar hal:

"Kaka utan hdl”, pd matematiskt sprdk dr
omrddet (kakan) enkelt sammanhdingande.

Fallet att kakan har tex ett hal lamnar vi till
den intresserade lasaren att klura ut.

Hon inser att det under dessa allman-
nare forutsattningar inte alls ar sjalvklart hur
man ska gdra ens om man bara ska dela upp
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i tva eller sag tre bitar med lika kantlangder
och areor. Hon hamtar patar och sitter lange
och begrundar problemet och ritar nagra
figurer. Slutligen stracker hon sig efter ett
par nalar och en bit mycket elastisk resar,
ropar pa tomtefar och presenterar stolt fol-
jande l6sning. Hon ritar upp ett omrade som
i figuren, tittar upp pa tomtefar och sager:
— Har ar en kaka som vi vill dela i tva lika
delar sa att bada delarna dessutom har lika
mycket glasyr; vi sager att det bara finns gla-
syr pa kanten.

Tomtefar muttrar om att nissarna skulle
bli sura om de inget far, och att han min-
sann vill ha glasyr aven pa ovansidan, men
tystnar nér han ser att tomtemors entusias-
tiska uppsyn borjar formorkas nagot. Han
river sig i skagget, tiger och anlégger en in-
tresserad min; en formaga som framgangs-
rikt har burit honom genom hela skol-
gangen; och genom ett vid det har laget ratt
langt aktenskap med for den delen.

Tomtemor marker forst ut punkter p,
och p, pa randen sé att randbitarna mellan
dem blir lika langa,se nedanstaende figur.
Tomtefar kan inte alls begripa hur hon kan
veta att de far ratt langd men finner for gott
att inte fraga; kanske kan man anvanda ett
mattband?

Sedan satter hon ut en punkt O inne i
kakan och drar en kurva fran p, till 0 pa
mafa. Hon satter sedan ned en nal i O och

enip..

P,

P,

"Podngen &r nu” sager hon latt docerande
"att man kan dra en linje fran p, till 0, inte
nodvandigtvis en rak linje , men nagon linje,
sd att de tva erhallna bitarna man far ssmma
area”.

Utan att invanta nagon reaktion fran ma-
ken spanner hon resaren mellan nalarna vid
Oochp,.
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"— Om jag forst haller den sa har lite pa mafa
och har tur sa blir bitarna lika stora och da
ar ju allt klart. Antag nu att att biten till
hoger om forsta snittet ar for stor. Om jag
da drar resaren at vanster sa att den nastan
foljer langs randen (glasyrkanten) tillbaks
till p, och sedan nastan langs med fdrsta
snittet, sa blir forstas arean mycket liten.
Nagonstans pa vagen maste alltsa arean vara
lika stor som den andra, och jag delar déar-
for tartan langs resaren i detta lage.

Om istéllet biten till hdger om snittet
ar for liten fran borjan sa drar jag resaren at
andra hallet tills biten blir tillrackligt stor.”

Mycket n6jd med sin presentation tar
hon en klunk av kaffet, som vid det hér la-
get hunnit bli ratt ljummet. Tomtefar kan-
ner sig inte alls sa 6vertygad; hur kan hon
veta nar resaren innesluter ett omrade med
den 6nskade arean? Vet hon inte det vet hon
ju inte var hon ska skdra. Nu fungerar det
ju i alla fall inte med ett mattband, eller?
Han ska just till att forsiktigt ta upp detta
men raddas av att nissarna borjar braka pa
overvaningen sa han far en anledning att
rusa ivag. Tomtemor som kanner sin make
battre &n han tror och anar hans invénd-
ning ar lika glad att han forsvinner; hon
skulle anda inte brytt sig om att forsoka
Overtyga honom om att hennes teoretiska
I6sning samtidigt ger henne en idé om hur
hon skulle kunna ga tillvaga i ett konkret
fall, dar kakan har en beskrivbar geometri,
tex en kvadrat. Vad tror du?

Tomtefar slar igen dorren efter sig och
ron lagrar sig ater kring tomtemor. Hon fun-
derar vidare, och kommer snart pa att det
gar lika bra med tre bitar. Man delar forst
upp randen i tre lika delar med tre punkter
p,, p, och p,, drar sedan ett snitt pd mafa
fran p, till 0, och hittar sedan en linje mel-
lan p, och O sé att biten till héger om forsta
snittet far en area som &r precis en tredje-
del av hela kakans area. Sedan hittar man
en vag mellan p, och O sé att biten till ho-
ger om andra snittet far samma area. Sista
biten maste nu med nodvandighet ocksa fa
samma area, och man ar klar.




Det star ocksa helt klart for tomtemor att
samma resonemang fungerar lika bra for
fyra, fem och sex bitar osv. Hon associerar
svagt till begreppet induktionsbevis som
hon stott pa nagon gang under sina nattliga
studier, men fullfoljer inte tankegangen.
Hon &r fullt n6jd med att sjalv ha overtygat
sig om att hennes problem gick att I6sa for
ett godtyckligt antal bitar, och gar och var-
mer pa kannan for en tretar.

Hon gor sig inga illusioner om att for-
sOka formedla sin slutgiltiga 16sning till de
andra tomtarna; hon orkar inte ens tédnka
pa alla olika invandningar som kan dyka upp.
Istallet kommer hon att tdnka pa den gamla
gradskivan fran skolan hon hittade nar hon
julstadade pa vinden, och bestammer sig for
att hogtidligt meddela sin familj att hon i
julklapp oOnskar sig en cirkular kakform i
stallet for den kvadratiska. Med dessa red-
skap kommer hon att praktiskt kunna I6sa

kakproblemet utan invandningar fran de
andra tomtarna, &ven efter eventuell tillok-
ning av familjen, och hon kan fa mer ro for
fortsatta egna funderingar.

Tomtemors argument visar foljande lite mer
generella pastaende:

Givet en sammanhdngande kaka utan hdl,
dvs ett enkelt sammanhdngande omrdde,
med area a och randldngd, dvs glasyrldngd, |
samt givna positiva tal 1, ... , | och
a, ... a, sidana attl + 1, + .+ =1
och a,+a, + ..+ a = a. Dd finns det en
uppdelning av kakan i sammanhdingande
bitar K , ..., K med delareor a,, ..., a och
delar av lingder |, ..., | av glasyrkanten.

Hennes satt att inse att det fungerar for ett
godtyckligt antal bitar ar en form av induk-
tionsbevis men detta kan vi komma tillbaka
till vid ett annat tillfalle.

DPL9

For Dialoger om problemldsning, DPL, ges denna gang nagra problem med schackbraden.
Dessa kan demonstreras konkret aven om man i uppgift 3 kanske inte bér anvanda det
finaste spelet. Problemen ar givna av Mats Andersson.

1. Endominobricka tacker tvaintilliggande
rutor pa ett schackbrade. Ar det mojligt att
lagga ut 31 brickor sa att tva motstaende
horn av bradet blir kvar otéackta?

2. Tank dig ett schackbrade dar man pa
mafa markerar en svart och en vitruta.Kan
man tacka de aterstaende 62 rutorna med
31 dominobrickor?

3. Ett schackbrade ar stympat om man sa-
gat bort en ruta, vilken som helst. Visa att
man kan técka ett stympat 8x8-bréade med
stympade 2x2-braden.

4. Lararen sager en fredag:

—Jag ska vara hygglig och meddela er att
ni ndgon morgon nasta vecka kommer att
fa ett of6rberett skriftligt laxforhor.

Vilka morgnar kan komma pa fraga?

5. Vi har tre kort. Ett av korten ar svart pa
bada sidor och ett ar vitt pa bada sidorna.
Det tredje kortet ar svart pa en sida och vitt
pa den andra. Lagg korten i en séck och ta
sedan upp ett kort pa mafa. Nar du tittar pa
den ena sidan sa &r den vit. Vad ar sanno-
likheten for att dess baksida ocksa ar vit?
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