Integraler — undersokande arbetssatt med
GeoGebra

S. Mehanovic och P. Jonsson



GeoGebra dr ett matematikprogram utvecklat for att anvindas i matematikun-
dervisningen fran grundskola till universitetsnivi. Programmet dr oversatt till
mer dn 40 sprak, bl.a. till svenska av Jonas Enlund och Thomas Lingefjdrd. Hdar
foljer ett exempel pa hur GeoGebra kan anvindas inom gymnasiets matematik-
kurs D, avsnitt Integraler.

1 Inledning

GeoGebra &r ett gratisprogram och dessutom ar det ldtt att installera, vilket
gor att elever kan installera programmet bade i skolan och hemma. Genom
att anvinda ett program som GeoGebra i undervisningen ges eleverna helt nya
mojligheter ndr det géller att jobba med matematik pa ett undersokande sétt:
i GeoGebra beskrivs varje geometriskt objekt av ett algebraiskt och vice versa
och diarmed kan eleverna jobba med olika representationer av ett matematiskt
objekt parallellt. En annan intressant funktion i GeoGebra dr ’glidare’ (eller
'sliders’ som det heter pa engelska), och denna gor det enkelt for eleverna att
utforska olika dimensioner av ett matematiskt begrepp: t.ex. i integralavsnittet
kan man undersoka hur viardet av undersumman och 6versumman av rektange-
lareor i Riemannssumman nérmar sig varandra for ett 6kande antal rektanglar.
Testa giarna exempel Frin Riemannsumman till Integral:
www.georgiostheodoridis.se/archives/MDIntegralerV5.html

Se aven Ezempel 4 i Lingefjards GeoGebra i gymnasieskolan, publicerad i Nam-
naren 2009 men kan &ven h&mtas fran GeoGebras hemsida:

www . geogebra.org/publications/Namnaren_2009_2_sid_45_50_lingef jard.pdf
Har du inte anvdnt GeoGebra tidigare och dnskar en snabbstart, kan du titta
pa foljande anvidarmanual:

www.geogebra.org/help/geogebraquickstart_en.pdf

Uppgift 1

Vi bérjar med att starta GeoGebra (har du inte installerat GeoGebra kan du
hdmta programmet frin www.geogebra.org). Nir programfonstret har kommit
upp ga till menyraden och klicka pa Arkiv och vilj Nytt. Ga till Visa och kon-
trollera att Algebrafénster och Inmatningsfdlt &r markerade.

Rita kurvan f(z) = 4e~%5% genom att mata in funktionen f(x) i Input-filtet
(se figur nedan). Ténk pa att du méaste anvinda multiplikationstecken, att du
maste ha parentes kring —0.5x samt att man anvénder decimalpunkt istéllet for
decimalkomma. Observera att e skrivs genom att vélja ’e’ i rullningslista till
héger om inmatningsféltet.
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Nér du har matat in funktionsuttrycket tryck ner Entertangenten. Nu visas
f(x) i GeoGebrafonstret. Rita pa samma séitt kurvan g(x) = 2z — 2% genom att
mata in funktionsuttrycket g(z) i Input-filtet. Ga till GeoGebrafonstret med
funktionskurvorna och stéll dig pa funktionen f(z), hogerklicka och vélj Egen-
skaper. Klicka sedan pa Fdrg. Valj en valfri farg och klicka pa Stdng. Justera
koordinatsystemet genom att klicka pa knappen med pilar och stélla dig sedan
pa z-axeln och dra. Infoga rutnét genom att klicka pa Visa och vélja Rutndt.
Du ska nu ha en figur i stil med den som visas nedan.
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a) Uppskatta arean av det omradet i figuren som begriinsas av f(z) = 4e~95%,
g(z) = 2z — 2? samt y-axeln och linjen z = 2. Anviind rutnitet och uppskatta
arean genom att grovt rdkna antal rutor. Skriv ner ditt svar.

b) Den exakta arean kan bestdmmas genom att berikna arean under f(z) i
intervall [0, 2] och subtrahera sedan arean under g¢(z) for samma intervall:

* fayde— [ g(a)d 1)
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Det kan &ven skrivas som

/0 (f(2) — 9(x)) da. ()

Berékna det exakta virdet av integralen ovan for hand. Jimfér med svaret i
a). Avrunda det exakta virdet av integralen till tre decimaler. (Talet e har
ett ndrmevérde pa 2,718.) Du kan anvidnda datorns inbyggda réknare for att ta
fram nérmevérdet till integralen.

b) Nu ska vi kontrollera svaret med hjilp av GeoGebra. I rullningslista Kom-
mando (se figur nedan) véljer du Integral.
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Nu visas Integral [ ] i Input-faltet. Komplettera inmatningsuppgifter pa fol-
jande sétt:
Integral [f, g, 0, 2]

Tryck pa Enter och GeoGebra ger ett virde pa integralen. JAmfor detta resultat
med resultatet i b).

Spara uppgiften.

Uppgift 2
Vad hénder med integralvirdet om man i Uppgift 1 byter plats pa f(x) och
g(x) och skriver :

Integral [g, £, 0, 2]

i Input-faltet? Hur paverkas resultatet? Skriv ner din slutsats s noga som maoj-
ligt.



Uppgift 3

I Uppgift 1 fick du bestdmma virdet av integralen

/0 (f(2) - g(x)) d, 3)

dir f(z) = 4e %5 och g(z) = 2z — 2%

-8 20
Integralens virde ar — + 3 eller 3,724 efter en avrundning till tre decimaler.
e

I denna uppgift skall vi underséka hur virdet av denna integral paverkas vid
vertikal forskjutning av det omrade som begrinsas av kurvorna f(x), g(x)
samt gy-axeln och linjen x = 2 langs y-axeln. For att gora detta definierar vi
f(z) och g(x) pa ndgot annorlunda sitt (jamfort med Uppgift 1) genom att
anvanda oss av en glidare.

Vi boérjar med att 6ppna ett nytt GeoGebrafonster genom att klicka pa Ar-
kiv och vélja Nytt. Ga sedan till Visa och kontrollera att Algebrafonstret ar
markerat. Nu ska du infoga en glidare a genom att klicka pa glidarknappen i
verktygsféltet och sedan vénsterklicka nagonstans i GeoGebrafonstret, se bilden
nedan.
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Lat glidaren « anta virden mellan 0 och 10 och klicka pa Verkstdll. Glidaren
inforda pa ovanstaende sétt far automatiskt virdet 1. For att dndra virdet
pa glidaren fran 1 till 0 gor du foljande: klicka pa pilen i 6vre vanstra horn i
GeoGebrafonstret, stéll dig pa glidaren och dra tills a = 0.

Rita nu kurvorna f(x) = 4¢7%%% —q och g(z) = 2z — 2? — a genom att mata

in dem i Inmput-faltet.Nu ska du bestdmma vérdet av integralen for omrade som
begréinsas av kurvorna f(x) = 4e7%%% —q och g(z) = 2z — 2% — a i intervall
[0, 2] och detta gor du genom att skriva

Integral [f, g, 0, 2 ]
i Input-faltet. Har du gjort rétt har du fatt féljande bild, se nedan:
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Betrakta nu integralviardet for arean av det omréade som begrénsas av kurvorna
f(x) och g(x) iintervall [0, 2]. Hur paverkas detta viirde vid parallelférskjutning
av f(x) och g(x) lings y-axeln? Anvind glidare a for att ta reda pa svaret.
Forklara skriftligt det du observerar sa noga som mojligt.

Spara uppgiften.

2 Didaktiska kommentarer

De senaste resultaten inom matematikdidaktisk forskning tyder pa att teknolo-
giska hjidlpmedel, ratt anvint, kan paverka elevers larande pa ett positivt sitt.
A ena sidan kan olika typer av dynamiska datorprogram lata elever utforska ett
matematiskt objekt, bl.a. genom att jobba med objektets algebraiska och gra-
fiska representation parallellt, och det i sig, enligt forskning kan framja elevers
matematiska forstaelse. A andra sidan tyder tidigare undersokningar dven pa
att variationer i undervisningsmetoder kan ge positiva effekter inte minst nér
det géller elevernas attityd gentemot matematik. Det dynamiska programmet
GeoGebra bade mojliggor ett elevundersokande sétt i klassrummet och ger en
variation i matematikundervisningen. Dessutom ar det gratis och latt att instal-
lera, vilket &r den stora fordelen med GeoGebra, jamfort med andra dynamiska
program avsedda att anvindas inom matematikundervisningen.

3 Vidare lasning

GeoGebras hemsida:

WWW.geogebra.org

GeoGebra anvindarforum:

www.geogebra.org/forum

GeoGebrarelaterade publikationer:

www . geogebra.org/en/wiki

GeoGebra i gymnasieskolan:

www . geogebra.org/publications/Namnaren_2009_2_sid_45_50_lingef jard.pdf
Ovningsexempel, Riemannsumman till Integral:
www.georgiostheodoridis.se/archives/MDIntegralerV5.html
Anviandarmanual, GeoGebra Quickstart:

www . geogebra.org/help/geogebraquickstart_en.pdf



