CHRISTER BERGSTEN

Vad ar en parabel?

Med parabeln som exempel visas hur den historiskt-kulturella
utvecklingen av idéer, uttrycksformer, metoder och verktyg kan berika
och utveckla ett matematiskt begrepp och hur detta kan uppfattas.
Vilka didaktiska problem och majligheter ger detta i dagens skola?

att begrepp och metoder ofta hanteras
isolerade, utan att integreras i ett stor-
re ssmmanhang, och att sdrskilt i gymnasiet
det mesta bearbetas med algebraiska verk-
tyg. Men just detta speciella matematiska
symbolsprdk véllar manga elever stora pro-
blem, bade vad giller symbolernas mening
och innebdrd och hur de hanteras.
Sammantaget kan detta for skolelever ge
en bild av matematiken som osammanhing-
ande och svarforstéelig, och de tillimpningar
som lyfts fram i motiverande syfte blir latt
mer en typ av utsmyckning #n en del av en
integrerad matematisk kunskap. Ett exem-
pel som kan illustrera detta dr andragrads-
kurvan. En mingd typer av problem och
tekniker som behandlas i skolmatematiken
ir relaterade till denna klassiska graf. Nagra
vilkinda exempel ir féljande:

En inblick i dagens skolmatematik visar

- begreppet kvadratrot, som kan beréra en
grundliggande utvidgning av talbegrep-
pet fran rationella till reella tal

- 16sning av andragradsekvationer (med
kvadratkomplettering) och dirmed dven
en utvidgning av talbegreppet frin reella
tal till komplexa

- ett grundliggande exempel pa polynom
och polynoms egenskaper

- andragradspolynom ir i skolan ofta den
forsta typen av funktioner som studeras i
samband med derivata och optimering.

- 1itillimpningar ofta kallad parabel, som
studerades grundligt redan i den klassis-
ka grekiska geometrin, vars reflektions-
egenskap utnyttjas i parabolantenner
och vars form &terfinns i kastrérelsen

Hurmanuppfattareller férstirvad en andra-
gradskurva #r priglas av hur den beskrivs,
definieras, behandlas, anvinds, osv. Hir spe-
lar olika uttrycksformer en central roll, inte
bara for hur en individ uppfattar ett sddant
matematiskt "fenomen”, utan ocksa hur "fe-
nomenet” utvecklas genom historien och
dven paverkar utvecklingen av matemati-
ken sjilv.

Fér Euklides, Arkimedes och Apollonius
for mer dn tvatusen &r sedan, var parabeln
ett rent geometriskt objekt som definiera-
des med "vanligt” sprdk och analyserades
mer eller mindre fullstindigt med den kon-
struktiva och deduktiva geometrins verktyg
(se Thompson, 1991). Arkimedes lyckades
dven, utan var tids algebraiska verktyg, att
bestdmma arean av ett parabelsegment med
hjilp av en konvergent geometrisk summa
(se tex Popp, 1978, s. 96-105).

Det ir intressant att jamféra dagens alge-
braiska beskrivning av en andragradskurva
med en ekvation i ett koordinatsystem med
den generella geometriska egenskap hos en
parabel som Arkimedes beskriver i féljande
lemma (se tex Great Books, 1952; se dven fi-
guren nedan). Observera att den moderna
notationen for kvadrat inte finns hos Arki-
medes.
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If from a point on a parabola a straight

line be drawn which is either itself the axis

or parallel to the axis, as PV, and if from

two other points Q, Q’ on the parabola

straight lines be drawn parallel to the tang-

ent at P meeting PV in V, V’, respectively,
then PV : PV'=QV ?: Q'V’2.

QW

vl

—P

Tva andra sitt att beskriva parabeln geo-
metriskt ges i féljande tva figurer. I figuren
nirmast nedan ges en klassisk beskrivning
av parabeln. Dir dr punkten F given, lik-
som den rita linjen d. En punkt P (rakt dver
en godtyckligt vald punkt A pa d) som har
samma avstand till F som till d kan da kon-
strueras som i figuren: AF:s mittpunktsnor-
mal genom M skir normalen genom A till
diP. Punkten P ligger da pd en parabel med
brannpunkt F och styrlinje d.

[ foljande figur dr strickan AB given och
E en godtycklig punkt pd AB eller dess
forlingning. AD ér lika ldng som AE och
strickan AC (eller dess férlingning) skir
normalen genom E till AB i P. P ligger da
pa en parabel. Detta visas av att kvadraten
AEGD ir lika stor som rektangeln ABFH,

eftersom rektanglarna HPGD och EBFP har

samma area.
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I och med Descartes analytiska geometri pa
1600-talet blev det méjligt att anvinda ett
enkelt och manipulerbart algebraiskt ut-
tryck fér att beskriva liget for en punkt pé
en parabel inplacerad i ett koordinatsystem
genom att ange sambandet mellan punktens
x- och y-koordinater. En geometrisk form
“avbildas” pa ett algebraiskt uttryck y=x°
Dirmed hade parabeln genomgatt en me-
tamorfos fran ett geometriskt objekt till ett
algebraiskt objekt. Genom att koppla dessa
fundamentalt olika objekt till varandra blev
det ocksd mojligt att studera det ena objek-
tets egenskaper med det andras verktyg. P&
detta sitt kan det algebraiska symbolspréket
ses som ett didaktiskt verktyg fér att bitt-
re forstd ett geometriskt objekt (Bergsten,
2003; 2004).

Med hjilp av Descartes nya metod kun-
de kurvor ingen tidigare kunnat férestilla
sig beskrivas och ritas, tex parabler av ho-
gre ordning y"=px, n>2 , Fermats parabler
y"=ax™ och nya dominer som hogre di-
mensioner och kvadratiska former kunde
borja utforskas.

S3 snart den tungrodda geometriska
analysen kompletterats med den smidi-
ga algebraiska kalkylen utvecklades mate-
matiken snabbt, sirskilt genom insatser-
na av Leibniz och Newton. Inte bara de
tre klassiska kigelsnitten (parabel, el-
lips, hyperbel), som nu ocksd kunde kallas
andragradskurvor, utan 4ven motsvarande
3-dimensionella andragradsytor (paraboloid,
ellipsoid, hyperboloid), kunde studeras som
kvadratiska former, vilka med hjilp av egen-
virdesteori och matrisnotation under 1800-
talet fick en enhetlig och systematisk mate-
matisk behandling, som ocksé underlittade
deras ménga tillimpningsomraden.
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Nir dagens datorer, med en snabbhet som
troligen dven antikens geometriker skulle
hipna 6ver, hanterar matriser och nume-
riska berdkningar s snabbt att anvindaren
bara genom enkla handrérelser direkt kan
omforma och studera parabelns och andra
kurvors geometriska egenskaper som dyna-
miska figurer pd en skdrm, 4r det &ter det
geometriska objektet i sig som kan komma
i fokus. Men det ir efter en ny metamorfos
som parabeln nu ir ett dynamiskt objekt pa
en datorskirm. Matematiken har gett sig
sjilv ytterligare ett didaktiskt verktyg, man
skulle kunna séiga for att bittre forsta sig
sjilv.

Vad dr d& en parabel? Ett sitt att svara
pa frdgan ir det semiotiska: meningen fér-
flyttar sig genom uttrycksformerna som
det som betraktaren uttolkar ur dessa, mot
bakgrund av de kunskaper och erfarenheter
han/hon aktiverar. Den historiska utveck-
lingen av matematiken visar hur meningen
dndrar ansikte nir nya matematiska register
utvecklas och anvinds pé objekt som tidiga-
re studerades med andra register (se Duval,
2002). Via en semiotisk kedja (se tex Pres-
meg, 2002) har skirningen mellan en kon
och ett plan blivit en algebraisk ekvation
med en diagonaliserbar kvadratisk form re-
presenterad av en symmetrisk matris, eller
elektroniska punkter pd en datorskiarm.

For realgymnasieeleven i Sverige pa 1960-
talet var en parabel den geometriska orten
for punkter med samma avstand till en gi-
ven punkt (fokus) respektive linje (styrlinje),
som i figur en ovan, en egenskap som snabbt
kladdes i den analytiska geometrins algebra-
iska uttrycksform x*=4ay, pa vilken en sys-
tematisk behandling av parabelns egenska-
per grundades (se tex liroboken av Sjostedt
& Thérnqvist, 1963). Kagelsnittsdefinitio-
nen frdn Apollonius studerades ocksd, om
in som 6verkurs. Studiet av parabeln inte-
grerades i omradet analytisk geometri.

Gymnasieeleven pd 1990-talet fick pa-
rabeln serverad som en algebraiskt definie-
rad andragradskurva y=x?, dvs som grafen
till en funktion, vars form "prickas in” via
en virdetabell. Nagon diskussion av egen-
skaper utéver de uppenbara (att y=0 och
axelsymmetrin) gjordes sillan, som till ex-
empel den avstdndsinvarians som nimn-
des ovan eller en analys av dess tangent och
normal. Tangenter hanterades med deriva-

ta. Parabeln biddades in i omradet funk-
tionsldra. P4 samma sitt moétte universi-
tetsstudenterna andragradsytorna genom
studiet av kvadratiska former, inbiddat i
omradet linjir algebra. Kommer 2000-talets
gymnasieelever att méta parabeln i form av
ett dynamiskt objekt pa en datorskidrm, vars
egenskaper far undersékas laborativt, och
faststillas geometriskt eller algebraiskt dir
detta dr mojligt med hinsyn till elevernas
forkunskaper. Och i vilket sammanhang
ska det d& biaddas in?

Ett anvindbart begrepp vid diskussion
om sédana sammanhang 4r den integration
av praktisk kunskap (typer av problem och
metoder att 16sa dessa) och teoretisk kun-
skap (teoretiska verktyg och teorier som
ger en grund 3t den praktiska kunskapen)
som inom den antropologiska didaktikteo-
rin kallas praxeologi (vad man kan beskriva
som en matematisk helhet). En praxeologi M
vixer fram som ett svar pa en friga som varit
problematisk och stillts av en grupp eller in-
stitution. Att studera M férutsitter darfor en
koppling till de fragor som ger M dess exis-
tensberittigande. Samtidigt méste ett studie-
objekt synliggtras (objektifieras; se Radford,
2002) genom val av representationsform. Hur
allt detta kan realiseras i ett klassrum &r en
konsekvens av den didaktiska transpositio-
nen, som sitter grianser fér vad som dr moj-
ligt (se tex Barbé et al, 2005). Nagra punkter
som d4 aktualiseras r dessa:

- Bild av en parabel (ikon)?
- Algebraisk representation (symbol)?

- En definierande egenskap ger inte bara
formen utan ocksa grund fér vidare ut-
forskning och analys.

- Objektifieringsprocessen for den lirande
divergerar, ocksd genom de olika mate-
matiska helheter som aktiveras.

Med koppling till det matematiska klass-
rummet kan jag alltsd konstatera att det his-
toriska perspektivet inte bara ger firg och
trevnad 3t matematiken, det ger dessutom
en kuliss och ett argument, och kan vara ett
didaktiskt verktyg genom att visa pd andra
aspekter 4n de som presenteras i en rent
metodorienterad matematikundervisning.
Detta kan vara avgérande for att materialet
ska fa liv. Ett intressant perspektiv ar att ar-
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beta med vad Boero et al (1997) kallar "ros-
ter och ekon”. Liraren later elever arbeta
med frigor och uppgifter kring historiskt
viktiga matematiska problem/uttryck vilka
utgdr "r6ster” som bir med sig ett innehall
och en diskurs fran den valda kulturella ho-
risonten. Genom detta arbete kopplas dessa
"roster” till elevens egna tolkningar, upp-
fattningar och erfarenheter sd att eleven da
skapar ett "eko” (se vidare Fauvel och van
Maanen, 2000, sid. 154-167). Exempel pa
6vningar med detta syfte kan himtas till ex-
empel frdn de "Problem Studies” som finns
i Eves (1983).

En mojlighet 4r ocksa att arbeta med vad
jag kallar brouppgifter, dvs att &versitta
egenskaper mellan olika semiotiska register
eller alternativa beskrivningar.

- Bygg en bro mellan parabeln och andra-
gradsfunktionen definierad som y=x? i
ett ritvinkligt koordinatsystem.

- Undersok reflektionsegenskapen hos en
geometriskt definierad parabel respekti-
ve en algebraiskt definierad andragrads-
kurva.

- Bygg en bro mellan avstdndsparabeln
och areaparabeln (se de tvé sista figurer-
na ovan).

Som exempel kan man utgd frdn andra-
gradsfunktionen y=x? och fran den bygga
en bro till avstdndsegenskapen hos para-
beln. S6k d& om mojligt en punkt (0, a) pa
y-axeln (dvs fokus, dd méste styrlinjen vara
y=-a) sidan att y’+(y-a)’=(y+a)’ for
alla (x, y) med y=x’. Detta ger y=4ay och
diarmed fungerar det med a=1/4.

Avslutningsvis kan jag som en didaktisk
slutsats lyfta fram f6ljande observationer:

- Ien lirandesituation kan de objektifie-
ringsprocesser som lyfts fram genom de
olika uttrycksformerna resultera i fun-
damentalt olika utfall/begreppsbilder

- Mojligheten att relatera till andra ut-
trycksformer (semiotiska register) styrs
av den dvergripande didaktiska situa-
tionen, som en f6ljd av den didaktiska
transposition som dgt rum.
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