I samverkan mellan
Ndmnaren och Tangenten

ULF PERSSON

Sfaren

I forra numret inleddes denna artikelduo med Cirkeln.
Nu gar forfattaren upp en dimension och visar pd sfdrens
egenskaper och landskap. Denna del bygger pd den forra

och en del begrepp som dyker upp hdr finns forklarade i den.

ser vi bara pé avstdnd sdsom cirkelski-

vor. Mer littillgéingliga sfarer utgérs av
bollar och allehanda olika frukter som apel-
siner. Att jorden visentligen dr en sfir dr
ett faktum som knappast ar helt uppenbart
for gemene man, men fundamentalt. Och
s& kdnner vi alla till en perfekt sfir, i vars
centrum vi befinner oss, nimligen him-
melskupan eller himmelsfiren, eller i mera
hogtidliga sammanhang den celesta sfdren.
Himmelskupan dr en perfekt sfir eftersom
den #r en matematisk abstraktion och be-
star av alla riktningar. Eftersom vi inte kan
bedéma avstand till stjirnor och andra him-
lakroppar uppleves dessa som liggandes pa
samma avstdnd, och séledes fista pd en ima-
ginir sfar.

Sfiren har liksom cirkeln en enkel mate-
matisk definition, den bestdr av alla punkter
med ett fixt avstdnd till en fix punkt, sfirens
medelpunkt. Sfiren omger en volym, som vi
brukar benimna klot, och som ir motsva-
righeten till skivan i cirkelfallet. Men i mot-
sats till cirkeln kan vi i allménhet bara se
sfaren och inte det inomliggande klotet.

Liksom i fallet med cirkeln kan man ock-
sa dra kordor i en sfir. Kordor som gér ge-
nom medelpunkten kallas diametrar, och
dessa skir sfiren i tva sé kallade antipoda(la)
punkter. Antipoda punkter ir s 1angt ifran
varandra som det dr mojligt pa en sfir.

Solen och manen ir sfirer, men dessa
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En sfir kan ses som bestdende av méinga
cirklar, den ir rund 6verallt. Ett plan som
skdr en sfar gor sd i en cirkel. Den storsta
mojliga cirkeln pd en sfir kallas en storcirkel,
och bildas via skdrningen av ett plan genom
centrum.

Om man tar tvd punkter, som inte ir anti-
podala, bildar de tillsammans med centrum
ett unikt plan. Detta plan 4r en del av en
storcirkel. Avstdndet utefter storcirkelbd-
gen ir det kortaste avstdndet mellan punk-
terna.




Skepp som korsar oceaner, och framfér allt
flygplan som firdas mellan avligsna orter
forsoker i gorligaste man f6lja en storcirkel.
Storcirklar pa sfiren spelar siledes samma
roll som linjer i planet. Tar man en cirkel
pa sfiren och beriknar férhallandet mel-
lan dess omkrets och dess radie, mitt via en
storcirkelbage, s& uppticker man att denna
kvot varierar med storleken. Fér mycket sméa
cirklar &r den mycket nira m medan den for
en storcirkel bara ir 2.

Tre punkter som férenas med storcir-
kelbédgar utgor en sé kallad sfirisk triangel.
Det anmirkningsvirda med en sidan ir att
vinkelsumman ir storre dn 180° eller bittre,
n radianer (se del 1, Cirkeln). Ju stérre yta
triangeln har desto stérre dr diskrepansen.
Om sfirens radie normaliseras till ett kan
man visa att diskrepansen uttryckt i radian-
er dr precis lika med triangelns yta.

Se pa stjarnorna och bestam din
plats pa jorden

En cirkel som roterar har inga fixpunkter.
En sfir som roterar har dock tv3, genom vil-
ken man kan dra en diameter, som utgores
av rotationens axel. Vi ir alla bekanta med
en roterande sfir, nimligen himmelssfiren.
En roterande sfir, dvs en sfir med tva speci-
fika punkter fixerade, de sa kallade polerna,
forldnas ett naturligt koordinatsystem, de
sfdriska koordinaterna som liksom s& myck-
et annat gar tillbaka till de gamla greker-
na. De tvd polerna bestimmer ett system av
koncentriska cirklar med dessa som medel-
punkter.
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Dessa koncentriska cirklar brukar kallas lati-
tuder, eller med ett svenskt ord breddgrader.
En av dessa breddgrader ir speciell, ndmligen
den som ligger lika 18ngt frén bigge polerna
och som brukar kallas ekvatorn. Ekvatorn ir
den enda storcirkeln bland latituderna. Ek-
vatorn delar, liksom alla storcirklar, sfiren i
tva halvsfirer, eller hemisfiarer. Om en av po-
lerna kallas den norra, si kallas motsvarande
halvsfir, eller halvklot, det norra. Vidare kan
man betrakta alla storcirklar som gér genom
polerna. Eftersom dessa ir antipoda finns
det ménga, i sjilva verket en i varje riktning.
Dessa storcirklar (eller mera exakt, de halv-
cirklar som begrinsas av polerna) gir under
beteckningen longituder, med ett svenskt ord
laingdgrader.

Varje latitud bestimmes av ett gradtal,
nimligen dess avstdnd till ekvatorn. Sale-
des motsvaras ekvatorn av noll. Latituder pa
norra halvsfiren fr positivt tecken, med-
an de pd sddra fir negativt. P4 motsvaran-
de sitt tillordnas longituderna gradtal. Pa
sddant sitt kan (ndstan) varje punkt pa sfi-
ren bestimmas unikt av en longitud och en
latitud. Undantaget utgores av polerna, vars
longituder inte dr vildefinierade. Man skul-
le kunna tinka sig att ett annat system med
koordinater pé sfiren skulle undgéd detta,
men sé ir inte fallet. Hur man dn forsoker
koordinera punkterna pé sfiren s ir det all-
tid tv& punkter (som dock kan sammanfal-
la!) som ger problem, eller som man brukar
uttrycka det matematiskt, ger upphov till
singulariteter.

Vi dr alla vil bekanta med de geografis-
ka lingd- och breddgraderna pa var jord, be-
stimda av polerna, givna av rotationsaxeln.
Men dessa ir bara aterspeglingar av him-
melsfirens longituder och latituder. Det &r
via himmelsfirens férindring nir vi férflyt-
tar oss pa jorden som redan de gamla greker-
na insdg att jorden maéste vara en sfir. (Om
man riknar med jordens inre ir den ett klot,
men vi kan ténka oss jorden som en sfir d
dess inre dr ouppnadeligt for oss.) Det tog lite
langre tid for oss att inse att det inte &r him-
melsfiren som roterar, utan att jorden ir var
karusell. Att bestimma en orts latitud &r i
princip enkelt, det 4r bara att bestdmma lut-
ningen av himmelsfirens rotationsaxel. Vid
nordpolen ir den vinkelrit mot marken, vid
ekvatorn r den parallell med marken. Att
under var civilisations historia en ljusstark
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stjirna — Polstjirnan (fér 6vrigt den enda
stjirna som har ett svenskt namn) - har r&-
kat befinna sig i nirheten av den norra po-
len, har inte varit en nackdel. Att bestdmma
en orts longitud, dvs avstindet till en viss fix
longitud associerad till noll, som av historis-
ka tillfilligheter har blivit Greenwhichlong-
ituden, &r ett tekniskt mycket svérare pro-
blem. Lésningen var av fundamental vikt fér
sjofarten och stimulerade utvecklingen av
exakta och robusta klockor.

Detta att se pa stjarnorna for att bestam-
ma sin position pa jorden kan ses som en
mycket triffande och vacker bild av veten-
skapen. Man l3ser inte sina praktiska pro-
blem genom att stirra pa sina fotter, utan
genom att lyfta pa blicken.

Historiska avstand

Avstdnd pd himmelsfiren beriknas natur-
ligt i grader (°) eller radianer, och av gam-
mal hivd findelas grader i minuter (*) och
sekunder (). Detta dr en konvention som
gar tillbaka till Babylonierna och som fort-
farande anvinds av astronomerna. P3 detta
sitt kan man f3 ett naturligt sitt att be-
skriva hur stora objekt ir i synfiltet. Hur
stor 4r ménen egentligen? Som en enkrona
eller en femkrona eller rentav som en fot-
boll eller en luftballong? Fragan ir givet-
vis meningslés, det beror pd avstandet vi
betraktar dessa objekt pa. Diremot kan vi
tala om vinkelavstdndet, och detta ir vinkel-
avstdndet pd himmelsfiren, eller det vi kall-
lar vart synfilt. Manen och solen ir unge-
fir en halv grad i diameter, och det skulle
behévas ungefiar 250000 manar (eller solar)
for att ticka hela himlavalvet. Om vi tickte
himlavalvet med fullmanar, s3 skulle detta
inte férma att ge fullt dagsljus ty solen #r
ungefir en miljon ginger ljusstarkare dn
manen. Téckte vi diremot hela himlavalvet
med solar skulle 4ndé inte den solstrélning
som skulle komma oss tillgodo vara mer dn
en tiotusendel av den totala strdlning som
solen sinder ut, ty jordens diameter ir bara
en hundradel av solens. Siledes skulle den
bara uppta 20 bagsekunder sett fran solen.
Multiplicerar vi bigge dessa tal ser vi att
solen sinder ut 2,5 miljarder mer solstral-
ning 4n vad som nér jordytan.
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Med andra ord pé en sekund sinder solen ut
lika mycket solenergi som jorden upptager
under en mansélder. Tala om sloseri!

De naturliga méttenheterna pd en sfir
utgores séledes av vinkelmatten grader eller
radianer. Mattenheten metern ir en konven-
tion (tills nyligen definierad via en prototyp
av platina férvarad i ett parisiskt killarvalv),
men en noggrant utvald sddan. Meningen
var att ekvatorn skulle vara 40 miljoner me-
ter (om jorden inte vore tillplattad vid po-
lerna, skulle detta motsvara ett avstand fran
polerna till ekvatorn pé 10 miljoner meter).
Detta val, istillet for 36 miljoner meter, an-
tyder att den moderna alternativa gradin-
delningen spokar. Séledes motsvarar 40 mil-
joner meter 2m radianer eller 360°. En grad
ir ungefir elva mil (men skulle ha varit pre-
cis tio om vi hade skaffat oss en Babylonisk
meter istéllet), och avstdndet mellan Tre-
riksrésets latitud 69° och Smygehuks 55°
motsvarar ungefér 155 mil. Vidare motsva-
rar en minut, eller en sextiondels grad, om-
kring 1800 meter, och brukar refereras till
sdsom en nautisk mil (for att skilja den fran
en engelsk siddan). En hastighet av en nau-
tisk mil i timmen kallas for en knop. For en
navigatdr pa ett skepp, van vid att rikna i
grader och minuter, dr en sddan enhet gan-
ska naturlig och innebér en direkt transla-
tion av himmelssfiren till jorden (eller sna-
rare till havet).

Om jorden skulle vara projicerad ut pa
himlavalvet, skulle Vinern framsta dubbelt
sd stor som ménen, och den skarpogde skulle
kunna urskilja medelstora stider med blotta
Ogat, ty blotta 6gat f6rmar urskilja vinkelav-
stdnd pa ett par minuter. Den nyfikne kan
ju testa genom att titta lite ndrmare pa Kar-
lavagnens stjirnor, av vilka en 4r en dubbel-
stjarna.

Horisonten — en storcirkel pa
himmelssfaren

Storcirklar p& himmelssfiren upplever
vi som rita linjer, ty vi ser denna sfir fran
medelpunkten (var vi dn befinner oss utgor
vi medelpunkten fér vart synfilt) och stor-
cirklar f3s som snitt med plan genom &gat.
En storcirkel vi 4r bekanta med ir horison-
ten. Den obrutna horisonten upplever vi




bara p3 ett spegelblankt hav. Horisonten ir
en stor cirkel pd himmelsfiren och en liten
cirkel pa jordklotet. Om vara dgon befin-
ner sig sig tva meter 6ver den stilla havsy-
tan dr avstdndet till horisonten cirka 5 km.
Detta skall jamféras med storcirkelomkret-
sen 40000 km, och avstidndet utgor i stor-
leksordningen 0,0008 radianer.

2n_ .0 0008=8x10*
000

Den del av jordytan vi kan 6verblicka &r s&-
ledes bara en mycket liten del, i sjilva verket
ungefir en tiondels miljondel.

L y64x107

Om alla virldens invanare vore jamnt ut-
spridda pé jordklotet, svil pa land som i
smakanoter pa haven, skulle vi dock finna
atskilliga hundra av dem paddlande &ver
horisonten. Horisonten ir siledes en liten
cirkel pd jorden, ty diametern pd den cir-
kel den utgér dr en brakdel av jordradien.
Diremot utgér den en stor cirkel, ndstan en
storcirkel pd himmelsfiren, ty himmelsfi-
ren utgdr vart synfilt. Jag kunde ha skrivit
en storcirkel, men det dr faktiskt inte riktigt
sant. Horisonten ligger ndgot under him-
melsekvatorn, och séledes ser vi ndgot mer
in halva himmelsfiren, dtminstone ute pa
det lugna 6ppna havet. Skulle vi ha ekvatorn
utritad pd himmelsfiren skulle vi knappast
se skillnad p& denna och horisonten. Om vi
nu avligsnar oss frdn jordytan sd intréffar
det smétt paradoxala att horisonten sdsom
cirkel pd jorden blir stérre och stérre, sam-
tidigt som den blir mindre och mindre som
cirkel p& himmelsfiren. Kommer vi tillrick-
ligt hégt upp sa kan vi borja ana béjningen.
Nir vi betraktar jorden frdn ménen har ho-
risonten krympt s& mycket att vi kan se den
helt. Den dr nu en ganska liten cirkel, tvé gra-
der i diameter (fyra ginger stérre in ménen)

och omsluter den skiva som utgér den syn-
liga jorden. Horisonten betraktad pa jorden
diremot ir en stor cirkel, nistan en storcir-
kel men inte riktigt. Det fattas ungefér en
grad. Far vi ut i rymden p3 ett solavstand har
horisonten krympt s att den ir osynlig for
blotta gat, men utgdr nu en mycket bittre
approximation av en storcirkel.

Vad finns pa andra sidan?

LAt oss férestilla oss jorden liggande pa ett
plan med sydpolen som kontaktpunkt. Hur
skulle det kidnnas att ga pa planet fram till
sydpolen? Anda fram kommer vi inte, men
en halvmil fran sydpolen kan vi fortfarande
g3 uppritta med jorden som ett sd gott som
platt tak strax ovanfér oss. Gér vi halva dis-
tansen till méste vi krypa, ty da ligger klo-
tet bara en halv meter ovanfor planet. Nagra
hundra meter till kan vi krypa fram innan
det blir stopp. Skulle nu jorden rulla en liten
aning sa krossas vi.

Nir vi nu 4r vana att betrakta jorden som
en sfir kan vi stilla oss den naturliga fra-
gan: vad dr var antipod? Barnet som griver
en grop i tridgdrden — var kommer det att
hamna om det #r tillrickligt ihirdigt och
inte avviker fér mycket frdn en diameter?
Svaret Kina ir givetvis naivt och helt fel-
aktigt, sdvida man inte rdkar befinna sig i
Chile eller Argentina. For oss svenskar vore
Australien en bittre gissning, Nya Zeeland
skulle stimma fér spanjorer. I sjilva ver-
ket hamnar vi i havet en bra bit séder om
Nya Zeeland, och en karta som samtidigt
visar antipoder avslojar att 6verlappningen
mellan kontinenter och deras antipoder &r
mycket marginell, dvs antipoden till platser
pé land aterfinns oftast pd haven. Men detta
att griva ett hal genom jordens medelpunkt
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ir det ingen som lyckats med, och troligen
kommer det aldrig att ndgonsin géras. Men
ett fritt fall genom en sddan tunnel vore si-
kert en upplevelse, forutsatt att man vore
extremt virmetalig.

En platt bild av en sfar

En cirkel kan ritas ut, om inte annat si ut-
fores detta av det roterande hjulet; men dir-
emot kan vi inte platta ut sfiren pa planet,
utan att den spricker éverallt. Detta bér vara
vilbekant for var och en som nigon ging
skalat en apelsin. Anledningen till detta &r
att vinkelsumman 1i sfiriska trianglar inte
stimmer 6verens med platta, euklidiska, tri-
anglar. Det leder till problem om vi vill géra
platta kartor 6ver jorden. Varje representa-
tion av sfiren, eller en del dirav, kallas en
kartprojektion. Alla kartprojektioner ir be-
hiftade med defekter, och beroende pa syf-
tet, kan man vilja lamplig projektion.

En naturlig projektion som betraktades
av Arkimedes var att omskriva en cylinder
kring en sfir. Lat den tangera lings ekva-
torn och 13t centrumlinjen sammanfallan-
de med polardiametern. Man kan nu avbilda
sfarens punkter, bortsett fran de alltid trils-
kande polerna, genom att expandera latitu-
derna till cylindern.
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Arkimedes noterade att denna projektion
till sfiren bevarade ytan, och den utgjorde

saledes en sd kallad ytbevarande projektion.
Speciellt kunde han d& berikna sfirens yta,
sdsom varande identiskt med den omskriv-
na cylindern. Genom att skira upp cylin-
dern lings en lamplig longitud, och likt cir-
keln veckla ut den p3 ett plan, erhéller man
en plan ytriktig projektion.

/[ 1]]

NN

LA AN

En annan projektion av planet som ocksd
grekerna kinde till, var att projicera fran
tex nordpolen till ett plan genom ekvatorn.
Detta kallas den stereografiska projektionen,
och den har egenskapen att den ir konform,
dvs vinkelbevarande.

En annan, nigot mera matematiskt av-
ancerad konform projektion uppfanns av
flamlindaren Mercator pd 1500-talet, och
ir kind under dennes namn. Denna kart-
projektion kom att spela en mycket central
roll fér sjéfarten och priglar fortfarande var
geografiska uppfattning av virlden.

Mot hogre sfarer

Kan man tala om sfirer i fjirde dimensio-
nen? Givetvis kan man det, ty den matema-
tiska definitionen vi har anvint fér cirklar
och sfirer fungerar i alla dimensioner. Att
utréna vad som utgdér hogre sfirer dr ett
spannande dventyr som vi Sverlater till en
annan gang.

UIf Persson dir professor i matematik
vid Chalmers Tekniska Hogskola.
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