ULF PERSSON

Cirkeln

En cirkel kan tyckas vara ett simpelt objekt, men samtidigt
dr den fascinerande. Randen och skivan, ldngden och
innehdllet — vad dr det och gdr det att mdta?

Med hjdlp av medelpunkten, diametern, radien, kordor,
vinklar och talet 11 far vi en matematisk genomgdng av
cirkeln, men samtidigt ocksd ndgra mer filosofiska betraktelser.

ad ar en cirkel? Den #r rund, siger

\ / barnet. "Rund, rund” upprepar det,

kanske fér att framhiva att cirkeln

ser likadan ut 6verallt. Det dr klart att ett li-

tet barn inte kan beskriva en cirkel, in min-

dre definiera den. Men en sak ir siker, barnet
kanner igen en cirkel nir det far syn pé en.

Det finns inget svenskt ord fér cirkel.
Detta dr underligt, och att férséka hitta pa
ett svenskt ord nu vore bara 16jligt. Men gi-
vetvis dr cirkeln ndgot som alla naturfolk
kdnner till. Solen, fullmanen, ja vad mera
traffar man pd som ir runt som en cirkel?
Hjulen d&? De ir alla cirkelrunda, och inte
utan anledning. Dock, hjul 4r en relativt
sentida uppfinning. Mayafolken lir inte
ha haft ndgra hjul, ddremot tillverkade de
manga cirkelrunda artefakter.

Nir man talar om cirkel s talar man i sjal-
va verket om tva olika saker. Man talar om
cirkelns lingd och dess yta. Cirkelns lingd
hinvisar uppenbarligen till dess rand, och
dess yta dr den skiva denna rand innesluter.
Nir man tidnker pa solen som en cirkel s ir
det givetvis solskivan som spokar. Det ir en
ganska stor skillnad mellan en cirkels rand,
eller som man séger dess omkrets (och hir
har viialla fall ett svensk-klingande ord) och
dess innehdll. Jag talar nu inte om den up-
penbara skillnaden, utan att man betraktar

34 NAMNAREN NR3-2004

dessa tva visserligen intimt relaterade men
dock skilda objekt pa ganska olika sitt.

Cirkeln sisom rand ger associationer till
rorelse. De gamla grekerna ansdg att cirkeln
utgjorde den perfekta rorelsen, och detta
fick implikationer pd astronomin under en
lang tid framover. Cirkeln sdsom rorelse ér
cyklisk. Dvs den kommer tillbaka om och
om igen och upprepar alltid vad den har gjort
tidigare. Cirkeln har varken bérjan eller slut.
Den ir i en viss mening odndlig, men dnda
ar den 4ndlig. Cirkelrérelsen kan dirvid tja-
na sdsom en mycket fruktbar filosofisk me-
tafor. Och bland annat Nietzsche ansig att
tiden var cirkulir, att allting en gdng kom-
mer tillbaka for att 8terigen aterupprepas.
Detta gar givetvis tillbaka till gamla myter.
Enligt ur-indoeuropeisk tidsuppfattning var
tiden cyklisk, vilket bland annat &terspeg-
las i Eddans skapelseuppfattning med Rag-
nardk och undergdng, foljt av aterskapelse.
Med den judiska traditionen kom historien
med i bilden, och den vetenskapliga uppfatt-
ningen? Geologen Hutton i slutet av 1700-
talet beskriver en cyklisk virld, utan spér av
en borjan, ej heller ndgot hopp om ett slut;
medan den moderna astrofysikaliska virlds-
bilden talar om en dramatisk skapelse — Big
Bang, precis som i Férsta Mosebok, samt en
ldngsam obeveklig virmedsd.




Rotation

Fér att nu aterga till de gamla grekerna, var-
for ansdg de cirkelrorelsen vara den mest
fullandade? Hur uppkommer en cirkel? Alla
forflyttningar i rummet f6rsiggér via trans-
lationer och rotationer. Att cirkeln ser li-
kadan ut &verallt, som barnet skulle vilja
uttrycka det, beror pa att den 4r en mani-
festation av just rotation. Lat en punkt rote-
ra kring en fix punkt, och den vill beskriva
en cirkel.

S& det dr inte av en tillfillighet som det rote-
rande hjulet har formen av en cirkel. Detta
ir inte en formell definition som skolbarn
utsittes for nir de férsta gdngen far forkla-
rat for sig vad en cirkel 4r matematiskt sett.
Ty begrepp sdsom rotation, om 4n liksom
cirkeln intuitivt klart, ir inte si litt att ma-
tematiskt beskriva i enkla termer. Istéllet s&
lar vi dem att cirkeln bestar av alla de punk-
ter som har samma avstdnd till en fix punkt,
som visar sig ligga mitt i cirkeln (eller snarare
den skiva cirkeln begrinsar), och som vi folj-
aktligen benimner cirkelns medelpunkt.
Det dr just denna punkt som roteras runt,
och vid rotation s8 dndras inte avstindet till
rotationspunkten.

Barn brukar inte bli s& virst glada 6ver
denna definition, &tminstone inte alla, men
de matematiskt lagda brukar anamma det
instinktivt och sedan férundras éver att de
nagonsin har kunnat betrakta en cirkel utan
att ha denna fundamentala egenskap i bak-
huvudet. (Kanske de i sjdlva verket alltid har
haft det?).

Stora och sma cirklar

En cirkel kan vara stor och liten. En liten
cirkel 4r pd ndgot sitt mera bojd 4n en stor
cirkel. Ju storre cirkeln 4r desto plattare ser
den ut. Om cirkeln ir verkligt stor s kan vi
inte uppfatta den helt, och framfor allt inte
fa rum att rita upp den pé ett papper, inte
ens ett stort papper som vi lagt pa golvet. D3
ser vi bara en del av en cirkel, och den delen
ser ut som ett stycke av en rit linje. Om vi
vet att det dr en cirkel s8 kanske vi kan ana
att den ir lite b6jd. Men medelpunkten lig-
ger langt borta nagonstans, och att denna
latt béjda linje skall komma tillbaka till ut-
gangspunkten om vi drar ut den tillrickligt,
verkar inte helt 6vertygande.

Men hur skiljer man pé cirklar. Vi infér
nu begreppet diameter, dterigen ett ord som
inte har ndgon kirnsvensk motsvarighet.
Om vi vill "omfamna’ en cirkel s far vi ta
i den i motstdende punkter. Sddana punk-
ter brukar i bland kallas anti-poda, dven om
detta dr ett begrepp mer forknippat med
sfiren (som vi kommer till i ndsta nummer)
in till sjdlva citkeln. Ett par av antipoda
punkter utgdr ett par av punkter som ir s
atskilda som det 4r mojligt. Om vi forenar,
med tunt snére eller i tanken, tva antipoda
punkter fér vi en linje som gir genom cir-
kelns medelpunkt. Och omvint, om vi drar
en linje genom cirkelns medelpunkt, kom-
mer den att knyta an ett par av tva antipoda
punkter pé dess rand, och sdledes utgéra en
diameter.

Nu ir det tva saker vi kan géra. Vi kan mita
lingden pa en diameter, och vi kan mita
laingden pd omkretsen. Det forsta dr gan-
ska litt, ty lingder miter vi med linjaler, och
linjaler ligger an rita linjer, s det r bara att
lagga vid och mita av, och i férekommande
fall skarva. Men hur miter vi lingden pé cir-
kelns omkrets?

NAMNAREN NR3-2004 35




Nu fungerar inte linjalen, cirkeln ir ju bsjd.
Om vi nu inte kan mita lingden av om-
kretsen med linjalen, betyder da detta att
den inte har ndgon lingd? Vi kan fuska lite,
genom att mita nirstdende punkter pa cir-
keln och sedan successivt vrida linjalen lite
grand, ty cirkeln ir ju b6jd. Men d& miter
vi egentligen inte lingden av cirkeln mellan
successiva punkter, utan lingden av kordan
som férbinder dem. Och korda det ér helt
enkelt en rit linje som férbinder tva punk-
ter pa en cirkel.

Punkterna behéver inte vara nirstdende, de
kan tom. vara antipoda, och da har vi fatt
vir diameter igen. En diameter dr i sjil-
va verket en speciell korda, ndmligen den
lingsta av alla kordor. Men om vi tar ett
snore da? Ligger det lings cirkelomkretsen
sa gott det gar och sedan "vecklar ut” det till
en rit linje. Fiffigt? Men vinta lite! Hur vet
vi att inte lingden #ndras nir vi vecklar ut
den? Ja hur kan vi veta detta? Lingden kan
vi bara mita nir den dr utvecklad, men ling-
den av cirkeln i sitt s8 att siga naturliga till-
stand? Har kommer vi ater till en filosofisk
fraga, och som alla filosofiska fragor har den
inget uttémmande svar (det dr d4rfor filoso-
fin 6verlever, och det ir dirfér filosofer ils-
kar att stilla filosofiska fragor). Nu méste vi
vara praktiska, eller pragmatiska. Varfor vill
vi egentligen veta lingden pé en cirkel? Vad
har detta for konsekvenser?

Tank om cirkeln 4r ett hjul och vi vill
veta hur ldngt den rullar pa ett varv. Vi mir-
ker d& ut ett litet mirke pa hjulet, stiller
upp det pé ett plant underlag (vilket fér oss
ar enklare 4n vad det skulle ha varit f6r de
gamla grekerna) med mirket mot marken,
och s8 later vi den da sakta rulla tills mir-
ket dnyo har triffat marken. Vi har da tva
punkter pa ett plan och vi kan mita avstén-
det mellan dem. Huruvida detta motsvarar
den riktiga lingden later vi vara osagt, men
det motsvarar en lingd som dr mycket prak-
tisk att veta.
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P4 detta sitt kan vi jimfora lingderna av di-
ametrar och omkretsar av cirklar, och vi for-
vintar oss att ju storre diametrarna dr desto
langre dr cirklarna. I sjilva verket visar det
sig, och detta ir inte intuitivt uppenbart (at-
minstone inte for ndgon som inte fatt sin
intuition skadad av matematiska utantill-
laxor), att kvoten mellan omkretsen och
diametern alltid 4r densamma. Och denna
kvot uttryckes av ett tal, som vi betecknar n
och dirmed tror vi att vi har det i vir makt,
och vi kan stolt skriva upp en formel

O=nD

dir omkretsens lingd betecknas med O och
diameterns med D. Men vad ir mm egentligen?
Talet finns, men att beskriva det ir inte sa
latt. Allt vad vi kan gora ir att siiga pé ett
ungefir. [ den gamla skolan talade man ofta
om 3 1/7 medan vi moderna minniskor £6-
redrar att skriva 3,14. Men som alla skolbarn
vet, sd ir inte detta exakta virden, utan de-
cimalerna dyker upp i det odndliga. Detta ir
den férsta matematiska brunn som smabarn
kommer i kontakt med.

Linjer, stralar och strackor

Om vi nu atervinder till cirkeln s skall vi
inte glémma andra geometriska begrepp
som ir férknippade med den. Drar vi en linje
fradn medelpunkten till dess perifieri, (ett fi-
nare ord for dess omkrets, som vi anvinder
for att antyda att en punkt p& omkretsen ir
sd 1angt borta som méjligt frdn medelpunk-
ten) far vi nigonting som vi kallar radie.
Aterigen ett frimmande ord.

Alla radier har samma lingd, och en diame-
ter bestér av tva i motsatt riktning pekande
radier. Ja, vad ir riktning egentligen fér n-
gonting. Och riktning i férhallande till vad?
Om vi fixerar en punkt s kan vi tala om
olika riktningar. Varje riktning represen-
teras av en strdle som utgar frdn punkten.




Varje stréle fran en cirkels medelpunkt skir
cirkeln i en unik punkt. Och omvint varje
punkt pé cirkeln definierar en strile givet av
den korresponderande radien (och dess for-
laingning). Vi siger att cirkeln parametrise-
rar alla méjliga riktningar i planet.

Tva radier som utgér frn cirkelns medel-
punkt bildar en vinkel. Det naturliga sét-
tet att mita en vinkel &r att avgéra hur stor
del av cirkelns lingd, den som cirkelbigen
utgodr, som begrinsas av radierna. Om denna
ir en fjirdedel talar vi om en rit vinkel.

Om den ir en halv pekar radierna i motsatta
riktningar, dvs i antipodala, och de bildar en
diameter.

Fran Babylonierna hirrér var konvention
att dela in cirkeln i 360 lika stora delar, och
kalla varje del en grad. P4 sddant sitt utgor
en rit vinkel 90 grader, vinkeln i en liksidig
triangel 60 grader, lutningen hos en diago-
nal i en kvadrat 45 grader och s vidare. Ett
annat sitt dr att normera radien till ett och
helt enkelt berikna lingden av cirkelbagen.
360 grader motsvaras da av 2 m radianer, och
en grad dr ungefir 1/60 radian. Den sena-
re enheten har matematiska fordelar, men
till vardags dr vi s& vana vid gradtalen hos
de vilbekanta vinklarna att 4ven matemati-
ker tenderar att &versitta i, 1/2, n3 etc med
180, 90, 60 grader. Det forekommer dven ett
otyg att i vissa ssmmanhang dela in cirkeln
i fyrahundra grader. Vad detta skall vara bra
for forstar jag inte. Den gamla hederliga gra-
dindelningen #r en del av vart kulturarv och
en av de f8 direkta linkar vi har med Babylo-
niernas civilisation.

I nista nummer fortsitter artikeln i en
hogre dimension och behandlar d& sfiren!

UIf Persson dir professor i matematik
vid Chalmers tekniska hégskola.
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