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I artikeln “Strukturerade hérledningar 6kar forstaelsen” i Namnaren nr 3/2010 beskrevs de grundliag-
gande principerna bakom strukturerade hdrledningar, ett satt att presentera berdkningar och bevis
enligt ett standardiserat och tydligt format. I denna uppféljande artikeln vill vi beskriva hur metoden
har anvénts i undervisningen, samt resultaten fran nagra empiriska studier som gjorts kring struktur-
erade hérledningar i klassrummet med borjan fran 2000-talet fram till i dag.

Inledande resumé

Strukturerade harledningar har utvecklats sedan mitten av 1990-talet av professorerna Ralph-Johan
Back och Joakim von Wright vid Abo Akademi och bidrar med ett fixt format for att skriva matem-
atiska losningar och bevis [1, 2, 4, 5|. Formatet baserar sig pa grundldggande logik och forutsitter
att varje steg i en berékning motiveras explicit pa en egen rad. Malet &ar att gora 16sningar och bevis
latta att forsta, bade for den som har skrivit ner dem samt for personer som ser t.ex. en 16sning forsta
gangen.

Fore vi gar in p& undervisningserfarenheterna presenterar vi nedan ett par exempel som visar den
grundldggande syntaxen (Exempel 1) och en mer méngsidig anvindning av formatets mojligheter
(Exempel 2).

Exempel 1: Ekvationslosning

. (z—1)(2%+1)=0

& {Nollproduktregelen}
r—1=0vVa?+1=0

& {Addera 1 till bada leden i den vénstra ekvationen}
r=1Vz+1=0

& {Subtrahera 1 fran bada leden i den hégra ekvationen}

r=1vazZ=—-1

& {En kvadrat kan aldrig vara negativ, hogra ekvationen ar alltsd falsk}
x =1V False

& {Regel for disjunktion}
r=1



Varje steg bestar av tva termer, en relation och en motivering, som beskriver varfor det giller att
den forsta termen star i den angivna relationen till den féljande termen. For att reservera ordentligt
med utrymme for bade termer och utforliga motiveringar skrivs dessa pa separata rader. Hiarledningen
skrivs 1 tva kolumner, dir den forsta anvéinds for relationssymbolerna (i detta exempel ekvivalens, <),
medan den andra ger plats for termerna och motiveringarna.

Exempel 2: Textproblem

Jan skall mala golvet i sina tvd rum tva ganger. Vardagsrummet dr 5 m langt och 3 m brett, och kéket
2 m langt och 1 m brett. Hur mycket malfdrg borde Jan képa dé den genomsnittliga dtgangen dr 1 liter
per 2,5 m??

I textuppgifter som denna lénar det sig ofta att forst rita en figur som illustrerar den aktuella pro-
blemsituationen. D& vi vill inkludera bilder, diagram eller tabeller i en 16sning ritar vi dem fore eller
efter sjalva hirledningen, och hénvisar sedan till dem i hirledningen. P4 detta sétt halls harledningen
klar och tydlig, utan avbrott i form av bilder eller annat material.

Detta exempel visar ocksa anvindningen av antaganden och observationer. Da man skall presentera
en 16sning som en strukturerad hérledning borjar man med att lista allt man redan vet, dvs. den
information man far ur uppgiftstexten. Detta gors i form av antaganden. I vissa uppgifter finns inga
antaganden, i andra finns ett eller flera. Utgaende fran antagandena kan man ofta fa reda pa ytterligare
information som man kan ha nytta av for att 16sa huvudproblemet. Denna tilldggsinformation kan man
lagga till som observationer.

I det foljande 16ser vi den aktuella uppgiften och anvinder oss av figurer, antaganden (mérkta med
a-d) och tre observationer (mérkta med 1-3). Vi skiljer den introducerande delen (uppgiftsspecifikation,
antaganden och observationer) fran sjilva bevisdelen med tecknet IF (kan uttalas “bevisas av”).
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° Hur mycket mélfarg behovs for att mala golven, nar
(a) de skall méalas tva gdnger, och

(b) vardagsrummet ar 5 m langt och 3 m brett, och

(c) koket ar 2 m langt och 1 m brett, och

(d) den genomsnittliga atgdngen malfarg ar 35w

[1] {Vardagsrummets yta fas ur (b)}

Vardagsrummets yta dr 5m - 3m = 15m?

2] {Kokets yta fas ur (c)}



Kokets yta dr 2m - 1lm = 2m?
[3] {Totala golvytan fas ur [1] och [2]}
Totala golvytan ér 15m? 4+ 2m? = 17m?
I+ “Méangden malfarg”
= {Golvet skall mélas tva ganger}
2- “totala golvytan” - “genomsnittsforbrukningen”

= {Totala golvytan ges i observation [3] och genomsnittsforbrukningen i antagande (d)}
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Medan vi i det forsta exemplet hade att gora med termer som hade ett sanningsvarde, ar termerna
hér aritmetiska uttryck. Vi anvinder darfor likhet (“lika med” och “ungefir lika med”) som relation i

stillet for ekvivalens, och far att “mingden malfirg” #r lika med 2 - 17m? - vilket i sin tur ar

2,5m?2’
ungefar lika med 14 1.

Den som vill ldsa mer om sjdlva metoden kan vianda sig till den ovanndmnda artikeln i Namnaren
3/2010, samt den litteraturlista som den inkluderar. Vi kommer i resten av denna artikel att fokusera
pa hur strukturerade hérledningar har anvints i undervisningen samt presentera resultaten fran nagra
empiriska studier.

Strukturerade harledningar i undervisningen - en historisk overblick

Fore vi dyker djupare in pa resultaten fran nagra av de storre studierna, vill vi ge en historisk 6verblick
over de olika sétt pa vilka strukturerade hérledningar introducerats i undervisningen.

Formatet har sedan bérjan av 2000-talet anvants i klassrummet av ldrare och studerande pa olika
utbildningsnivaer:

e 2001: Strukturerade hérledningar introducerades i undervisningen for forsta gangen, da en om-
fattande 3-arig empirisk studie inleddes vid ett finskt gymnasium i Abo for att undersska om,
och i s& fall hur, metoden paverkar studerandes resultat. Ar 2002 inleddes ytterligare en likadan
studie. Resultaten fran dessa studier presenteras ndrmare nedan.

e 2004: Formatet anvéndes i en kurs i logik och talteori vid ett gymnasium i Vasa.

e 2005: En kurs som kombinerade grundlaggande logik samt strukturerade hérledningar erbjods
for datanomstuderande vid en yrkesutbildning i Abo.

e 2006: Formatet anvindes forsta gangen i den obligatoriska grundkursen i logik fér studerande
i datavetenskap och datateknik vid Abo Akademi och har direfter utgjort det standardiserade
angreppssattet for kursen.



e 2007: Den valbara kursen “Logik och talteori” undervisades med strukturerade héirledningar i
tva gymnasier i Abo-regionen. Dessa kurser anviindes som grund for att utreda hur studerande
upplever metoden, och resultaten fran denna studie presenteras nedan.

e 2011: Strukturerade hérledningar introducerades pa grundskoleniva (arskurs 7 och 9) da en
forsta version av ett digitalt liromedel i matematik baserat pa detta format utvecklades som en
kombination mellan lirandeplattformen Moodle (http://www.moodle.org) och textredigeraren
LyX (http://www.lyx.org) [12, 13]. LyX &r i grund och botten en ITEX-editor som foljer den sa
kallade WYSIWYM-principen (“What you see is what you mean”, det du ser ar vad du menar).
IyX bygger pa oppen killkod, vilket gjorde det mojligt for oss att utveckla egna tillagg till
verktyget med stod for strukturerade harledningar.

Inom var forskningsgrupp har ca 200 studentexamensuppgifter i lang matematik® 16sts med hjilp av
strukturerade héarledningar. Vi har ddrmed tillgang till en stor samling 16sningar som visar att formatet
lampar sig for alla matematikens delomraden.

Sedan 2008 har vi pa regelbunden basis erbjudit ett stort antal fortbildningstillféllen for ldrare som varit
intresserade av att borja anvinda formatet i sin egen undervisning. Storsta delen av fortbildningen har
finansierats av finlaindska Utbildningsstyrelsen samt 100-arsfonden fér Teknologiindustrin i Finland.

Ar 2010 skrevs en del av repetitionsmaterialet for sista arets studerande vid gymnasiet om med struk-
turerade hérledningar och publicerades pa finska Rundradions webbsidor “Abitreenit”. Malet med
materialet var att erbjuda studerande tillgang till ett tydligt sjdlvstudiematerial med noggrant forkla-
rade exempel.

Véaren 2011 beviljade EU genom dess Central Baltic Interreg IV A -program understod for ett 2,5-arigt
projekt, med malséttningen att forbattra matematikkunskaperna och -fardigheterna genom nya under-
visningsmetoder och IKT. Inom ramarna fér detta E-Math-projekt har interaktiva matematikbodcker
féor gymnasiet baserade pa strukturerade hérledningar utvecklats enligt den finldindska, svenska och
estniska laroplanen. E-bdckerna innehaller en stor del skriddarsydd funktionalitet och &mnesspecifika
verktyg, bl.a. en webbaserad editor som gor det latt att skriva ner l6sningar pa uppgifter direkt i boken.
Laromedlet har anvénts av ca 1000 studerande i 17 skolor i de deltagande stédderna (Abo, Stockholm,
Mariehamn och Tallinn). Projektet avslutades i december 2013 och de e-bocker som utvecklats finns
fritt tillgdngliga fran och med januari 2014.

Hur paverkar strukturerade hirledningar larandet?

Som redan ndmndes ovan, utférdes i bérjan av 2000-talet tva omfattande 3-ariga empiriska studier
(2001-2004, 2002-2005) kring anvindningen av strukturerade hirledningar i lang matematik vid ett
gymnasium i Abo [9, 10]. Studiernas syfte var att undersoka hur de studerandes lirande paverkas da
undervisningen baseras pa strukturerade hirledningar jamfort med det traditionella séttet.

For att studera detta delades de studerande som inledde sina gymnasiestudier in i tre grupper: en test-
grupp med studerande pa en IT-baserad linje, en kontrollgrupp inom vilken de studerandes utgangsniva
var s lik testgruppens som méjligt? och slutligen en tredje grupp som inte deltog i studien. Test-
och kontrollgruppen hade lektioner vid samma tidpunkt, f6ljde samma innehall och hade exakt samma

T Finland striicker sig gymnasiestudierna Gver 3-4 ar, varvid de studerande #r 16-19 ar gamla. Matematik undervisas
pa tva nivaer - lang och kort, dir den langa matematiken rédknas vara forberedande for studier i naturvetenskap, teknik
och medicin p& universitetsnivd. Den langa matematiken innehaller 10 obligatoriska kurser, samt ytterligare minst tre
valbara kurser. Gymnasieutbildningen avslutas med studentexamen, ett nationellt 6vergripande prov dar lang matematik
ingar som ett eget prov.

2] Finland har studerande ratt att sjilva vilja vilken grupp de vill héra till, och det var dérfor inte méjligt att slumpa
fram grupperna och inte heller att fa tva grupper som helt motsvarade varandra.
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Figure 1: Resultat i de enskilda kurserna och studentexamensprovet under aren 2001-2004 och 2002-
2005.

tentamen. Testgruppens undervisning baserade sig helt pa strukturerade héarledningar férutom i en
kurs (geometri), medan kontrollgruppen genomgaende undervisades pé traditionellt sétt. Testgruppen
och kontrollgruppen hade olika larare.

I studierna jamfordes de studerandes resultat i de obligatoriska kurserna samt i studentexamensprovet
i lang matematik. Graferna i Figur 1 visar de studerandes vitsord i de olika delmomenten: 1 =
medelvitsordet i matematik fran grundskolan, 2 - 11 = de 10 obligatoriska matematikkurserna och 12
= studentexamen. Betygsattningen gar fran 4-10, dér 4 dr underkdnt och 10 motsvarar ett berémligt
resultat.

Enligt resultaten fran bada studierna klarade sig testgruppen béttre &n kontrollgruppen i bade de
obligatoriska kurserna och studentexamensprovet. Som graferna visar kan dock en del av resultatet
forklaras av skillnaden i utgangsnivan for test- resp. kontrollgrupperna. Testgruppens resultat ar
dock sa pass mycket béttre att detta inte kan vara den enda forklaringen. Testgruppernas resultat
starks ytterligare av att andelen studerande som avbrot studierna i dem var mycket mindre &n i
kontrollgrupperna (Figur 2).
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Figure 2: Antalet deltagare i test- och kontrollgrupperna under 2001-2004 och 2002-2005.

Eftersom test- och kontrollgrupperna hade olika larare och representerade olika utbildningslinjer, kunde
man forsoka forklara skillnaderna i resultaten med att testgrupperna helt enkelt hade en battre larare
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eller att de studerandes intresse for I'T automatiskt gjort dem mer motiverade att lara sig matematik.
Vi kan dnnu kontrollera dessa argument genom att jamfora testgruppernas larares resultat fran att ha
undervisat en grupp av IT-intresserade studerande ett ar fore strukturerade hérledningar togs i bruk,
dvs. den grupp som inledde sina studier ar 2000, undervisades enligt det traditionella séttet och skrev
studentexamensprovet ar 2003 (Figur 3). Har dr urvalsprincipen den samma for de tre grupperna
(2000-2003, 2001-2004, 2002-2005) och de har alla undervisats av samma larare.
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Figure 3: Resultaten for tre IT-grupper, 2000-2003 (traditionell undervisning), 2001-2004 och 2002-
2005 (strukturerade hirledningar)

Som figuren visar klarar sig de grupper som anvint strukturerade harledningar béattre dven i denna
jamforelse. Skillnaden &r inte lika markant som i de tidigare graferna, men den &r fortsdttningsvis
tydlig; strukturerade harledningar verkar ddrmed kunna forbéattra resultaten for gymnasiestuderande,
dven efter att man tagit potentiella felkéllor i beaktande.

Hur upplevs strukturerade harledningar av de studerande?

Hosten 2007 utvarderades anvindningen av strukturerade hérledningar i enskilda kurser pa gymnasie-
och universitetsniva. I gymnasiet var det fragan om en valbar férdjupad kurs pa temat logik och talteori
med 22 deltagare (32% flickor, 68% pojkar). Méalet med denna studie var att utreda hur studerande
upplever strukturerade harledningar da de stoter pa formatet for forsta gangen i en kurs. Vi samlade
in data via ett frageformulér efter kursens slut, dar fokus sattes pa foljande 6ppna fragor:

e Vilka fordelar upplevde du med att 16sa problem med strukturerade harledningar?

e Vilka nackdelar upplevde du med att 16sa problem med strukturerade hérledningar?
De studerandes svar analyserades med hjédlp av innehéllsanalys i tva omgangar. Den forsta omgangen
resulterade i en detaljerad kategorisering av de studerandes asikter. I den andra analysomgangen

diskuterade vi kategorierna i en stérre grupp, varvid vi kom fram till tio huvudsakliga kategorier — fem
som beskriver de upplevda férdelarna och lika ménga som beskriver nackdelarna.

Upplevda fordelar

Figur 4 illustrerar de fem huvudsakliga upplevda fordelarna av att anvinda strukturerade harledningar:
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Figure 4: Upplevda fordelar av strukturerade hirledningar (% av de studerande)

For att gora det lattare att forsta inneborden i dessa kategorier, ger vi som foljande nagra exempel pa
studerandecitat for respektive kategori.

Okad klarhet:

“Jag tyckte faktiskt om den hér kursen (séllsynt ndr det dr frigan om matematik), struk-
turerade hérledningar gjorde att allt blev mycket tydligare, tidigare har jag i princip bara
skrivit nadgonting utan egentliga motiveringar och ibland har jag inte vetat vad jag har
hallit pa med.”

“Det ger uppgiften en klarhet s& att man verkligen vet vad man goér.”

“Det blir tydligare och man vet vad man gor, for mig &r det i alla fall enklare att férsta nér
det finns lite mera detaljer férklarade och inte bara en massa tal huller om buller...”

Underlattar forstaelsen

“Forst tyckte jag det verkade helt onodigt att skriva pa det sdttet, men nu tycker jag att
det ar ett valdigt bra sétt, for nu forstar jag precis hur alla uppgifterna &ar gjorda.”

“Du lar dig mer om vad du egentligen gor.”
“Det ar enklare att veta vad man (eller ndgon annan) tdnkt da allt ar forklarat.”

“Andra ménniskor forstar [dina l6sningar| battre.”

Lattare att folja med

“Man ser och forstar lattare efterat vad och hur man gjort en uppgift.”



Lattare att hitta fel

“Det ar lattare att méarka felen.”
“Det blir ldttare att se om uppgiften ar ratt.”

“INdr du anvinder det traditionella formatet kan du| missa mycket lattare nir du gar s&
’snabbt’ fram.”

Forutsatter “tankande”

“Hér maste du 'berdtta’ vad du gor vilket tar mera tid och sdtter igang din hjarna mera.”

“Losningarna kraver fler motiveringar och blir mer genomténkta.”

Upplevda nackdelar
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Figure 5: Upplevda nackdelar av strukturerade hérledningar (% av de studerande)

Pa motsvarande sétt illustrerar Figur 5 de fem huvudsakliga upplevda nackdelarna av att anvinda
strukturerade hérledningar. Vi konkretiserar d&ven dessa med hjilp av nagra utvalda studerandecitat.

Tidskravande

“Det tar mycket ldngre tid och for mycket korta och enkla uppgifter kiinns det onédigt med
strukturerade héarledningar.”

“Det tar lite for mycket tid.”

Syntaxen

“Man maste anvanda svara termer.”
“Alla punkter, fyrkanter du méaste komma ihag tar bort koncentrationen fran sjilva uppgiften.”

“Mycket att komma ihég.”



Langa 16sningar

“Det gar at mycket papper.”

“[Strukturerade hirledningar &r| otroligt langa, smépetiga.”mo

Svart

“[Det traditionella sittet att rdkna] kan vara ldttare och snabbare, d4 man inte behéver
fundera p& hur man skall beskriva sina mellansteg.”

Kréaver arbete

“Man kan inte 'improvisera’ eftersom man maste veta och berdtta vad man gjort.”

“[Strukturerade hérledningar| kréver mer energi.”

Erfarenheterna i ett notskal

De storsta férdelarna med strukturerade hérledningar ur en studerandes perspektiv &dr alltsa att de gor
l16sningarna klarare och ldttare att f6lja samt leder till 6kad forstaelse. En stor del av dessa kommentarer
kan hérroras till motiveringarna och deras betydelse. En av de stora skillnaderna mellan att presentera
en 16sning som en strukturerad hérledning jamfort med det traditionella sdttet dr att motiveringarna
ges lika stor plats som de matematiska termerna. Genom att motivera varje steg blir 16sningen en
helhet som innehéaller all information som behévs for att forstd vad som sker; utan forklaringar och
motiveringar férblir den tankeverksamhet som den studerande eller ldraren varit engagerad i implicit
[6, 7]. Motiveringarna #r inte enbart viktiga for de studerande, utan &ven for liraren, eftersom det &r
forklaringarna — inte det slutliga svaret — som gor det mojligt att f6lja med en studerandes forstaelse
[11].

Studerande dr dock inte vana vid att motivera sina 13sningar [6] och det &r d4rfor vintat att de dels kan
uppleva det svart att veta hur de skall motivera (“hur férklarar man matematik med naturligt sprak?”),
dels uppvisa ett visst motstand mot att behdva motivera sina 16sningar éverhuvudtaget (“varfor skriva
ner en massa ‘onddig’ text?”). TvA av de huvudsakliga nackdelarna som framkom i var analys kan
darfor forankras i motiveringarna: da man aven forklarar vad man gor blir 16sningar langre, samtidigt
som de ocksa tar langre tid att skriva ner. En analys av uppgiftsdata fran gymnasiekursen visade
dock att strukturerade hérledningar har potential att férbéttra studerandes forméga att motivera sina
16sningar redan under en enda kurs [8]. Vidare verkar forklaringarnas betydelse 6ka ju svarare och mer
obekanta uppgifter det dr fragan om [3]. Motiveringarna forefaller dirmed vara nagot av ett tveeggat
svard for de studerande — nagot som de & ena sidan upplever som en stor foérdel, men som & andra
sidan kréaver mer tid och arbete: “det tar lingre tid, men jag forstar battre”.

Formatet introducerar en viss grad av syntax, som man forutsitts anvidnda. Detta pekades dven ut
av de studerande som en nackdel. Medan syntaxen kan kinnas utmanande i borjan da man anvander
penna och papper och man maste komma ihag alla detaljer, &r den inget problem om man skriver sina
l6sningar pa dator med hjdlp av en textredigerare med inbyggt syntaxstod. Var forskningsgrupp har
utvecklat en sddan editor och den har aktivt anvéints i E-Math-projektets interaktiva e-bocker.



Summering

Vi har i denna artikel gett en 6versikt 6ver hur strukturerade harledningar har anvénts i undervisningen
sedan borjan av 2000-talet och presenterat flera lovande resultat. Enligt de omfattande pilotstudierna
fran borjan av 2000-talet har metoden potential att forbéttra studerandes resultat samt leda till en
mindre andel avbrott i studierna. De studerande uppskattar att metoden gor det lattare att forst, folja
med i 16sningar och hitta fel, men upplever samtidigt den 6kade tidsdtgangen, den nya syntaxen och
de langre l6sningarna som problematiska.

Vi lever i dag i ett brytningsskede dir digitala liromedel haller pa att atminstone delvis ersdtta
traditionella pappersbaserade material. E-Math-projektet som introducerats kort i denna artikel har
visat att man kan skapa interaktiva laromedel fér matematikundervisningen som uppskattas av bade
studerande och larare. Projektet kommer att presenteras i en uppfoljande artikel i Ndmnaren, men den
som redan nu vill bekanta sig med projektet och de interaktiva e-béckerna kan ldsa mer pa adressen
http://www.emath.eu/sv.
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