Geometri pa rutat papper

DARINA JIROTKOVA

| artikeln visar jag hur det ar mojligt att genom ett flertal delupptackter vagleda
elever fram till djupare upptackter i geometri. En av dessa ar metoden for att
bestamma alla pythagoreiska tripplar genom att anvanda enkla konstruktioner
pa rutnatspapper. Uttryckt i algebraiska termer sd letar vi efter alla heltalslésningar
till x>+ y>=2z2 Tonvikten ligger pa ett konstruktivistiskt forhallningssatt. Studien
baserades pa en serie experiment som genomfordes med elever i olika aldrar och
med lararstuderande. Mdlet med denna forskning ar att utveckla och styra elevers
upptacktsprocesser. Detta kan ge dem majlighet att kdnna framgangens gladje
och tillfredsstallelsen i att gora sma och stora upptackter, att utveckla sitt tankande
om orsakssamband och ge dem insikter i aritmetikens och geometrins strukturer,
i synnerhet kopplingarna mellan dessa. | slutet av artikeln finns ett antal uppgifter
som kan anvandas med elever i grundskolans tidigare del.

edan 1990, nir det blev mojligt att férdndra kursplanerna vid Fakulteten

for undervisning i Prag, har geometrikursen for blivande lirare i det som

motsvarar svensk grundskolas tidigare ar! genomgatt stora férindringar
med avseende pa innehall och begreppsbildning.

Skilen till att dessa férindringar genomférdes var det ridande missnéjet med
den gillande kursen i geometri. Dessutom var vi dvertygade om att det som
avgor kvaliteten i det pedagogiska arbetet inte bara ir studenternas dmnes-
kunskaper eller vad de har presterat i examinationer, utan dven deras attityd
till matematik och till elever, deras intellektuella sjalvfértroende, baserat pa

' | Tjeckien studerar dessa blivande ldrare i 5 ar, om de &ven vdljer att studera ett fraimmande
sprak, vilket leder till magisterexamen. De studerar alla skolans amnen, och tiden som avsatts
for matematik dr i genomsnitt 2,5 timmar per vecka under 7 terminer. Har ingdr kurser i arit-
metik, geometri och didaktik. Blivande gymnasieldrare i matematik studerar dmnet i 5 ar med
ungefdr 8 timmar per vecka i olika delomraden. De viljer ocksa ett andra dmne som de stude-
rar parallellt med matematik.
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kvalitativt tinkande och férstéelse for de mekanismer som avgér elevers mate-
matiska beteende och utveckling.

Efter flera ars aktionsforskning, 1994 -2000, under ledning av M. Hejny,
besléts att de traditionella mélen i geometrikursen skulle slopas. Dessa mal
innebar att visa studenterna en vacker och logiskt precis, axiomatisk, eukli-
disk geometri och att férse dem med fiardigférpackad, systematiskt ordnad
kunskap. De flesta studenter lyckades inte forsta strukturen, och dirfér blev
deras kunskap i stor utstrickning formell. Det var mycket annorlunda dn vad
som nagra r senare skulle férvintas av deras undervisning. Dessa traditio-
nella mal ersattes av nya, som vi hoppades skulle 6ppna vigen fér studenterna
att ldra sig en rad fardigheter som bade de och deras presumtiva elever skulle
behova for att gora likvil som for att lira sig matematik. Vi lade huvudvikten
pa utveckling av kognitiva forméagor, som att experimentera, att uppticka, att
argumentera, att skapa bilder av geometriska begrepp och att utveckla dem
genom gruppdiskussioner. Avsikten var ocksa att betona utvecklingen av stu-
denternas egen férmaga att féra resonemang och att tolka dessa bilder och se
deras plats i den geometriska virldens struktur. Dessutom ville vi att studen-
terna skulle utveckla férmagan att understka sina egna tankeprocesser, att
uppticka misstagisitt tinkande och att kunna agera effektivt nir de upptickte
misstagen. Vi fick dven ta med i berdkningen att spinnvidden i studenternas
forkunskaper var mycket stor.

Innehélletiden nyakursen avspeglar studenternas behovideras framtidaroll
som lérare, och en larobok producerades speciellt for dem (Hejny & Jirotkova).
Liroboken skrevs pa ett sddant sitt att principerna i det konstruktivistiska for-
hallningssittet kunde tillimpas i alla situationer (Hejny & Kurina, 1998; Nod-
dings, 1990). Med detta menar vi att lararen inte endast éverfor kunskap till
eleverna utan dven presenterar problem, stiller frigor och leder diskussioner i
klassen. Liraren ar inte lingre domaren som avgér vad som ir fel och vad som
ar ritt. Eleverna memorerar inte formler, definitioner, algoritmer, teorem och
bevis fér dessa. Utgdende frén sitt individuella arbete, sina egna experiment
samt presentation och diskussion av sina resultat scker de efter nya samband,
formulerar hypoteser och konstruerar gradvis ny kunskap. Nya problem ini-
tieras ofta av eleverna sjilva. Vissa problem kan férbli oldsta eller delvis olosta
under ett antal lektioner innan eleverna, tillsammans med liraren, kommer
fram till ndgon slutsats. Misstag anses inte vara negativa, utan ses i stillet som
tillfallen att ldra. Eleverna vigleds till att se misstag, att sdka efter orsaker och
att foresld strategier fér att avhjilpa och undvika dem i framtiden.

En del av de idéer som anvinds i denna artikel kommer fran liroboken ifraga
(Hejny & Jirotkova, 1999).

Forskningsmetodik

Under flera &r genomférde vi aktionsforskning under geometrikursen for bli-
vande lirare f6r motsvarande svensk grundskolas tidigare &r. Parallella grupper
undervisadesav Hejny och Jirotkova for att viskulle kunna diskutera och jamféra
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utfallet efter varje lektion. Scenariot fér varje lektion var noggrant planerat i
forvag. Studenterna fick borja varje pass med ett fem minuter 1angt test, och
resultatet av detta analyserades for att studenterna skulle fa respons pé sina
kunskaper och firdigheter. Studenterna utmanades att reflektera kring sina
16sningsprocesser pa speciella uppgifter som de tog sig att goéra utanfér klass-
rummet. I slutet av terminen fick studenterna l6sa helt nya uppgifter som kunde
16sas genom att de anvinde samma arbetsmetoder som introducerats under ter-
minen. Sjilvreflektion kring l6sningsprocessen var ocksa ett krav. Studenternas
skriftliga arbete analyserades for att man skulle se vilka kunskaper de forvir-
vat utan verklig forstaelse. Detta innebar att inneh&ll och ansatser gradvis fér-
andrades. Dessutom introducerades ett nytt sitt att utvirdera, vilket innebar
att studenterna fick podng fér alla relevanta aktiviteter, och poingen ackumu-
lerades under kursen och avgjorde vilket slutbetyg de fick. Forskningsarbetet
pagar fortfarande, med sirskild tonvikt pa hur effektiv den konstruktivistiska
ansatsen dr nir det giller utveckling av ny kunskap hos studenterna (Jirotkova
& Stehlikova, 2003). Den forskningsmetod som tillimpas i denna del av arbe-
tet bestér av halvstrukturerade studentintervjuer som spelas in, skrivs ut och
analyseras. Resultatet diskuteras sedan med de intervjuade.

Grunden for vart arbete utgjordes dels av Hejnys mangariga, 1976 till 1988,
experimentella undervisning av elever i olika aldrar, dels av Hejnys och Jirot-
kovas kurser med blivande lirare i elementér och analytisk geometri frdn 1990
till 2001.

Resultat

I det hir avsnittet visar vi hur man kan leda studenterna till djupare insikter
genom ett flertal delupptickter, som vi antydde i inledningen. Olika problem-
situationer presenterades for elever i dldrarna 6 -7 ar och dldre och till lirarstu-
derande. Vi har valt ndgra av dessa tillsammans med de framvixande 16sning-
arna for att ge exempel pd hur man kan handleda eleverna till upptickten av
pythagoreiska tripplar (Hall & Rowland, 1997). Detta exempel ar ett collage av
fleralosningsprocesser, sammanstillda 6ver tid med olika grupper av elever eller
lararstuderande i olika geometrikurser. De faktiska 16sningarna av problemsi-
tuationerna beskrivs i detta avsnitt som episoder.

Handledarna presenterar helt enkelt problemsituationen, utan att ge eleverna
négon detaljerad instruktion. De stiller bara fragor och ger tips som kan hjélpa
eleverna att hitta 16sningar samt leder diskussioner med och mellan eleverna.
Eleverna forvintas 16sa uppgifterna genom att anvinda sina egna erfarenheter
— de nya erfarenheter de far genom sitt experimenterande och genom omfat-
tande diskussioner med varandra. De konstruerar ny kunskap genom genera-
lisering. Det hiander ofta under denna process att elever sjilva kommer pé nya
problem.

Den terminologi som genomgaende anviands i dessa uppgifter ir rutndtspap-
per, alltsé rutat papper, ndtpunkter, som dr skirningspunkterna mellan horison-
tella och vertikala linjer, ndtstricka, en stricka vars andpunkter dr nitpunkter,
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ndtlinjer, en rit linje som gdr genom minst tva natpunkter. Nittriangel och ndit-
polygon definieras pd motsvarande sitt.

Den inledande problemsituationen for eleverna var helt enkelt att mita nit-
strackor pa rutnitspapper sé exakt som moijligt. Lésandet av detta problem gav
upphov till ett nytt: Var det mojligt att hitta diagonala nitstrackor vars lingder
kan uttryckas som ett heltal? Losningen pa detta problem férde oss till den alge-
braiska konstruktionen av alla pythagoreiska tripplar. Vi introducerade proble-
met genom att anvinda foljande situation:

Problemsituation 1 — Att rita kvadrater i rutnatet

Utga fran en given nitstricka och rita minst en kvadrat for vilken den
givna linjen utgor en sida.

Episod 1- Upptackten av hur man konstruerar en natkvadrat

Efter att ha experimenterat och ritat olika kvadrater, upptickte studen-
terna flera sitt att rita kvadraten. Tva av dessa féljer nedan.
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Figur1
1

Utga fran den givna nitstrickan AB (se figur ). Frdn A ga tre steg 4t hoger
och sedan tva steg upp for att komma till punkt B. Vrid sedan papperet
-90°. Utga fran punkt B, ta tre steg till hoger och sedan tva steg uppat for att
komma till punkt C. Vrid papperet -90°. Upprepa samma procedur for att

komma till punkt D. Upprepa proceduren fér att komma tillbaka till A.
—
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2

Ritarektangeln varssidor ligger pa rutpap- S
perets linjer och vars diagonal 4r AB (se S
figur 2). Vrid denna rektangel medurs 90°

runt punkt B. Rita den roterade rektang- e \

elns diagonal med bérjan vid B.Denandra ... Dt Nohoo
andpunkten dr C. Vrid nu den ursprung-
liga rektangeln 90° moturs runt punkt A T
och rita den roterade rektangelns diago- - N\ / ~~~~~~~~
nal med bérjani A och med D som andra
andpunkt. Férbind CD, och du far kvadra- A
ten ABCD. PP

Kommentar

Den kunskap som studenterna fir genom att rita kvadraten gor att de kan rita
en nitlinje genom en nitpunkt vinkelritt mot en annan nitlinje.

Problemsituation 2 — Att sdka liksidiga trianglar

Hitta dtminstone en liksidig triangel.

Episod 2 - Liksidig triangel
Den bista approximationen av en liksidig tri- _—
angel som studenterna kunde finna framgéar /
av figur 3. En diskussion om huruvida sidorna

var lika d4gde rum. Tva motsatta synsitt domi- /
nerade diskussionen. En grupp studenter var /
overtygade om att den var liksidig efter att ha
mitt den. Den andra uppfattningen ledde till

konstruktionen av figur 4 med argumentet: Figur 3
Om triangeln KLM dir liksidig mdste linjen M
KS vara dess hdjd. Men det dr den inte —
: o o Ki L —

eftersom den vertikala linjen fran K dr KV S

och inte KS. e Q/ v
/ S
L

Figﬁr 4 .
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Kommentar

Problemsituation 2 férblev oldst pa detta stadium. Vi fortsitter inte med den
i denna artikel. Den 16stes av studenterna nir de kopplade problemet till nit-
trianglars area. Hur da?

Episod 3 - Likbenta trianglar

Fér att problemet skulle bli littare ombads studenterna att séka efter lik-
benta trianglar nir en av de lika l&nga sidorna var given. De tyckte att
exemplet de fatt i figur 5 var intressant och det gav upphov till en omfat-
tande diskussion om huruvida triangeln POW var likbent eller inte. En
hypotes uttrycktes mycket starkt:

Ingen diagonal nditstriicka kan ha mdttet ett exakt heltal.

De anvinde idéerna som beskrevs i episod 2 fér att bevisa att triangeln
POW ir likbent: Linjen som sammanbinder mittpunkten pd PW och O ir
vinkelrat mot PW och darfor ar triangeln OPW likbent. Darfor dr strackan
OP exakt 5 enheter, trots att den r diagonal, vilket motbevisar hypote-
sen. En ny upptickt gjordes dock, och ett nytt problem formulerades av
studenterna sjilva.
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Problemsituation 3 -
Att s6ka diagonala natstrackor som har heltalsmatt

Hitta sd ménga diagonala natstrickor som méijligt vars lingd kan uttryckas
som ett heltal relaterat till den enhet som rutnitet ger.

Episod 4 - Likbenta nattrianglar med en sida utefter en natlinje
Studenterna som tagit intryck av sin senaste upptickt fokuserade sin upp-
mirksamhet pé den nya uppgiften och hittade flera av dessa trianglar. Nu
fick handledaren ingripa for att styrastudenternassitt att experimentera.
De fick foljande vigledning: Om man ordnar sina experiment och viljer
lampliga belidgg fran dem visar sig 14tt nya relationer.

Episod 5 - Upptackten av triangelhdjdens nyckelroll
Studenterna upptickte en nyttig ledtrad som gjorde att de kunde rita den
efterfragade triangeln:

Borja rita triangeln genom att forst rita den strdle som ska innehdlla
hojden i den efterfrdagade triangeln.

De formulerade féljande hypotes:

Vilj en godtycklig néitstriicka OK. Den kan alltid forldngas for att fa
ndtstriickan OP och hitta punkten B, sd att triangeln OPB dr en rdt-
vinklig triangel med hypotenusan OB pd en nditlinje (se figur 6).

C

C \

\
C \ 1 D

" I

R o i ' \
\ T\ e \ \

K@\ 22 TRB TR, 1 i
O ..N.iB O L0 B.O . 7 : B
Figur 6
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Episod 6 -
Anvandning av koordinater och upptackt av det forsta sambandet

Efter att ha ordnat alla de funna trianglarna OBC upptickte studenterna
det férsta sambandet. Detta formulerades efter att de 16st en uppgift som
inte kunde 16sas genom att de ritade pa rutpapperet. De ombads att rita
triangeln OBC sd att K:s koordinater var (71) dir O var origo. Studenterna
upptickte att koordinaterna gjorde att de kunde beskriva vad som hinde
utanfér rutnitets begrinsningar. De formulerade da féljande:

Vi far den efterfrdagade triangelns héjd genom att forldnga ndtstrickan
OK sju ganger. Generellt, om punkten K:s koordinater dr (a, 1) dr det
nodvindigt att forlinga nétstrdckan OK a ganger.

Kommentar

Resultatet avden hir generaliseringen ir ett enparametriskt system av trianglar
och strickor med heltalslingder. Systemet férstds proceduriellt och talen som
anvinds dr mitetal (Hejny, 2003; Hejny & Littler, 2002).

Episod 7 — Anvandning av algebra

Nir man beskriver trianglarna med hérnens koordinater och andra rele-
vanta punkter K och P, fir de tal man anviinder en ny roll, en adress (Hejny,
2003; Hejny & Littler, 2002). Studenterna uppmanades att beskriva fére-
gaende situation, se figur 6, i tabellform med hjilp av talen som &r punk-
ternas koordinater i diagrammet.

Innebérden av punkterna K, P, B, C anges i figur 6. Uppgifterna fér de
tre férsta raderna togs direkt fran figur 6. Det var inte nodviandigt att rita
fler bilder fér att komplettera de andra raderna eftersom talménstren i
kolumnerna var litta att se. Nir studenterna kunde komplettera en rad
med tal var de nira generaliseringen pa den sista raden i tabell 1.

Tabell 1 K P B C
k, k., p, P, b b <
2 1 4 2 5 0 3 4
3 1 9 3 10 0 8 6
4 1 16 4 17 0 15 8
7 1 49 7 50 0 48 14
a 1 a’ a a*+1 0 a’*1 2a
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Kommentar

Mingden likbenta trianglar och diagonala nitstrickor med heltalslingd uppfat-
tas nu som ett begrepp. Resultatet av detta ir féljande uttalande:

For varje naturligt tal a, existerar det diagonala nditstrickor OC med heltals-
lingd. C:s koordinater dr (a*-1, 2a) och OC:s ldngd dr (a®+1).

Episod 8 - Utmaning att |6sa fallet K(a, 2)
Elevernaritade trianglar OBC daKvar (3,2),(4,2),(5,2) ...,och de bestimde
koordinaterna fér punkterna O, P, B, C fér varje fall (se figur 7). Uppstill-
ningen av data i tabellform gjorde det mojligt att formulera de nya rela-
tioner som uttrycks pa den sista raden i tabell 2. Resultatet formulerades
som:
For varje naturligt tal a finns en diagonal nditstriicka OC med
heltalslingd.
C:s koordinater dr (a>—4,4a) och OC:s ldngd dr (a’+4).
Figur7
C(32-2%3:2+2:3)
P(3%3-2)
K(3,2)
O B(37+22,0)
Tabell 2 K P B C
ko kB b b g
3 2 9 6 13 0 5 12
5 2 25 10 29 0 21 20
7 2 49 14 53 0 45 28
a 2 a’ 2a a4 0 a’*-4  2-2a
Kommentar

Nu kan man se att den andra koordinaten ocksd paverkar resultatet. Detta
beskrivs i foljande episod.
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Episod 9 - Generalisering

Studenterna l8ste fallet K(a, 3), och denna erfarenhet gjorde att de snabbt
kunde ga vidare till resultatet av det hir fallet. Handledaren bad eleverna
att i en ny tabell sammanstilla de sista raderna i féregdende tabeller.
Eleverna lade mirke till att uttrycken i kolumnerna uppférde sig som
forvantat. De hade inga problem med att fylla i ndgon rad i tabellen och
komma fram till det generella uttrycketisista raden pa den nya tabell som
de tidigare tabellernas sista rader 6verforts till (se tabell 3).

Nu kunde de ocksé finna den likbenta triangeln OBC fér varje punkt
K(a, b), dir a och b r naturliga tal. De upptickta relationerna tolkades
bade muntligt och i diagramform (se figur 8).

For varje par av naturliga tal a, b, a > b, dir det majligt att hitta en
diagonal ndtstriicka OC som har heltalsldingd.
C:s koordinater dr (a*>— b2, 2ab) och OC:s ldngd dr a? + P2

Figur 8 C(a?-b? a-b+ab)
P(a? ba)
K(a,b)
O B(a*+b?,0)

Tabell 3 K P B C
k kP P b b, ¢ G
a 1 a? a a*+1 0 a’-1 2a
a 2 a’ 2a a+4 0 a-4  22a
a 3 a 3a a+9 0 a-9  23a
a 7 @ 7a a*+7? 0 -7 27a
a b @ ba  a+b? 0 a-b>  2ba

Kommentar

Tabellerna ovan visar pa kunskapens abstraktionsprocess. De forsta tre raderna
ar belagg fran konkreta situationer, isolerade modeller (Hejny, 2003). Den rad
dér k, ar 7 uttrycker studentens férmaéga att se ett monster i den givna tabel-
len (generisk modell). Den sista raden visar att studenten har tillignat sig den
abstrakta kunskapen.

132 Nationellt Centrum fér Matematikutbildning, NCM



Geometri pd rutat papper

Episod 10 — Att anvanda Pythagoras sats

Den sista utmaningen dr att uppticka alla pythagoreiska tripplar, det vill
sdga, i algebraiska termer finna alla 16sningarna pa den diofantiska ekva-
tionen x? + y% = z? i mingden naturliga tal. Genom att se tillbaka pa figur
8 och ta Pythagoras sats med i berikningen kunde studenterna formulera
en ny tolkning av sitt senaste resultat.

Det dir mojligt att beskriva ndgra av losningarna av den givna
ekvationen pa foljande scitt: z=a’+b?, x=a?—b? och y=2 ab (se figur 9).

Figur 9

C(a’~b? ab+ab)

Kommentar

En 16sning som z=15, x=9 och y=12, vilket 4r en helt korrekt pythagoreisk
trippel, kan inte bestimmas pa detta sitt. Vi kan emellertid f3 denna trippel
genom att multiplicera trippeln (3, 4, 5), med i detta fall 3. De tripplar dir de tre
talen inte har en gemensam faktor kallas primitiva pythagoreiska tripplar. Vi
kan hivda att alla primitiva pythagoreiska tripplar kan hittas genom den upp-
tickta metoden. Vi limnar beviset for detta &t l4saren.

Diskussion

Som vi framhallit ovan presenteras de 10 episoderna som faktiska elevlésningar,
medan de i sjilva verket samlats in frin flera kurser vid olika tillfillen. Hela pro-
ceduren genomférdes med blivande larare for dldre elever under ett fatal lek-
tioner i deras kurs i analytisk geometri. Det dr ndstan omdijligt att sdga hur lang
tid det tar for studenterna att nd denna niva av abstrakt kunskap. Till exempel
iar en av de viktigaste principernai ett konstruktivistiskt férhéllningssitt ofor-
utsdgbarhet. Det kan hinda att studenter ligger fram ett problem som leder i
en helt annan riktning dn den som ldraren tinkt sig. Lararen far inte forsitta
tillfallet att 1ata studenterna 16sa sina egna problem, men maste &terga till sin
ursprungliga planering vid lampligt tillfalle.

Processen genomfordes pa liknande sidtt med blivande lirare f6r yngre elever.
Hir fick emellertid mé&nga fler uppgifter ges pa varje stadium, fér att utveckla
studenternas sjilvfértroende i den nya geometriska miljén (rutnitspapper) och
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for att ge dem tillracklig erfarenhet att generalisera utifrdn. Av dessa studenter
lyckades en del inte uppna det sista stadiet av abstrakt kunskap utan hjilp.

Vi arbetade ocksa mycket med den hir metoden och lirandemiljén, med
elever i upp till ca 12 8rs lder. Amnet som diskuteras i denna artikel, pythago-
reiska tripplar, dr inte lampligt pd denna nivd. Om de preliminara idéernai epi-
soderna 1 till 6 utvidgas med manga fler uppgifter fungerar de bra dven bland
dessa elever.

Har féljer fler exempel pa uppgifter lampliga f6r dessa elever, utvecklade av
Hejny och Jirotkova. Uppgifterna 1-4 fokuserar pé sprak och symboler. Innan
koordinater har introducerats for unga elever (8 &r gamla) kan de beskriva vigen
mellan tva natpunkter med hjilp av pilar.

Uppgift1

John ville beskriva ritningen i figur 10 f6r sin vin i Kina. Han kom pd ett
sitt att géra detta utan att anvinda ord. Han bérjade sé hir:

Auvsluta beskrivningen av Johns ritning.

Figur 10 F

Uppgift 2

Rita den bild som beskrivs med foljande piltecken:
K-Mt>—->->1 |l L|>|lec—Ml<T<T<||N
Markera punkterna K, L, M, N.

b) Kan du skriva piltecknen pa ett enklare sitt?

Uppgift3

P& hur ménga sitt kan du med hjilp av pilar beskriva viagen fran punkt G
till punkt E i figur 10?
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Uppgift 4
[ figur 11 finns en nitkvadrat ABCD. Den kan beskrivas med hjilp av sex
pilarrA—1B1< C< | D.

a Ar det majligt att beskriva en nitkvadrat med hjilp av 8 pilar?
Om det ir s§, skriv ner pilnotationen.

b Beskriv en godtycklig nitkvadrat med hjilp av 12 pilar. Hitta minst
5 olika kvadrater.

c Hitta ett enkelt sitt att skapa pilnotationen fér en godtycklig
nitkvadrat sd att den kan tillimpas pa mycket stora kvadrater,
tex en kvadrat med en sida lingre dn 100 enheter.

Figur1l

Kommentar

Figuren dr ett begrepp. Dess beskrivning dr en process. Uppgift 1 fokuserar pa
overforingen av begreppet till processen,’processualisering” av ett begrepp.

Uppgift 2 fokuserar pa att 6verféra processen till begreppet, "konceptua-
lisering” av en process, och syftar till ett mer passande proceduriellt uttryck av
begreppet. Uppgift 3 och 4 visar hur det dr mojligt att anknyta arbete med nit-
papper till kombinatorik. Uppgift 3 ir tvetydigt formulerad. Elever som loser
detta problem letar oftast bara efter den kortaste vigen fran G till E, men det
finns fem sddana. S snart som nagon elev uppticker 4ven den langre vigen, tex
genom punkten F, 4r det uppenbart att det finns ett obegrinsat antal 16sningar
pa uppgiften och att det inte dr méijligt att beskriva dem alla.

Uppgiftssekvensen leder fram till koordinater. Den visentliga skillnaden
mellan pilnotationen och dessa ér att varje punkt i pilnotationen relaterar till
den féregdende medan varje punkt i koordinatsystemet relaterades till en fast
punkt — origo.
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Uppgift 5
Féljande pilnotation beskriver den likbenta triangeln KLM:

K—|— —1 1<« | < K.N&gon har tagit bort bokstiverna L och M frén
notationen. Komplettera pilnotationen ovan genom att sitta in boksta-
verna L och M pa ldmpliga stillen. Hur ménga lésningar kan du hitta?

Uppgift 6
Skriv ner den pilnotation som beskriver rit-

ningen i figur 12 och komplettera pilnotatio-
nen s att resultatet blir en symmetrisk form
med BT som symmetrilinje. TN

Figur 12

Kommentar

Vi anser att den elev som klarar att anvinda pilnotationen fér att beskriva den
saknade delen av figuren utan att rita den har en god férmaga att anvinda sitt
strukturella tinkande.

Slutsats

I denna artikel har vi introducerat en heuristisk metod som vi kallar metoden
med stegvis inférande av koordinater (Hejny, 1989). Den bygger pa experiment,
systematisering, 6verforing av upptickter till ménster, att géra och utnyttja
relationer mellan visuell geometri och proceduriell aritmetik, att generalisera
delresultat samt att stillasamman dessa resultat for att nd generalisering. Meto-
dens slutliga steg dr att tolka de generella slutsatserna.

Metoden har ett brett anvindningsomrade. Den gér att anvinda med elever
i 8k 1-6 och dr méijlig att individualisera. Vissa elever kan behéva fler exempel
for att uppticka monsteri tabellerna, och hégpresterande elever kan formulera
resultaten pd symbolsprak. Arbetssittet dr tidskrdvande och stiller krav pa tala-
mod hos handledaren s att eleverna inte stressas fram till att acceptera kunskap
som de inte har upptickt sjdlva. Vi dr medvetna om att vara idéer kan vara svara
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att genomféra nir man arbetar i grupper pa 30 elever eller fler. Handledaren
maéste balansera verkligheten mot sina mélsittningar. Den metod vi foreslagit
hir dr vird att préva genom alla férdelar man far, elevernas gladje dver att sjilva
erdvra kunskap, med djupare forstaelse av geometriska begrepp och inte minst
deras vilja att utveckla sin kunskap i dmnet. I denna artikel visar vi att rutnits-
papper ir en lamplig geometrisk milj6 for forverkligandet av det konstruktivis-
tiska férhallningssittet till undervisning.
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