Att ldra om geometriska kroppar

GRAHAM LITTLER & DARINA JIROTKOVA

| artikeln redovisar vi delresultat fran ett pagdende longitudinellt forskningspro-
jekt som pdbdrjades 1993. Projektets mal ar att undersodka hur kdansel och syn (taktil
och visuell perception) bidrar nar elever skapar sig inre bilder av tredimensionella
former. Ettannat mal ar att identifiera hur elever tanker nér de kommunicerar kring
och arbetar med geometriska kroppar. Vi har utgatt fran ett antal uppgifter som
gavs till elever i dldrarna 9-11 ar i Tjeckien och Storbritannien. Genom analys av de
experiment som genomférdes kunde vi identifiera flera olika mentala processer
som barn anvander nar de |6ser uppgifterna. Dessa beskrev vi som "mekanismer”
och tillampade dem pa elevernas I6sningar.

Vivisar hur vara uppgifter kan anvandas som diagnosverktyg for att hjdlpa larare
att faststalla elevers grad av forstaelse av geometriska kroppars egenskaper och
aven for att i undervisningen utveckla elevernas forstaelse av dessa.

kar féremal och utnyttjar forst kinsel med hjilp av fingrar, ibland tar och
ofta munnen. S4 sméningom hjilper synen dem att befista medvetenhe-
ten om en speciell form, tex nir de leker med sitt favoritféremal eller noggrant
undersoker nagot nytt. Dessa undersokningar ldr barnet att skilja mellan striva
och slita ytor, plana och vilvda, och andra kinnetecken som tex firg. Det fore-
kommer dock inte mycket kommunikation kring dessa kinnetecken forutom
fragor som "Vad har det for firg?” Manga forildrar hjilper omedvetet till att
utveckla geometriska fardigheter genom att ge sina barn leksaker som byggklos-
sar, lego osv, vilka inte bara bidrar till att utveckla barnens motoriska fardighe-
ter, utan idven till att stirka deras medvetenhet om de former de hanterar och
att utveckla deras formuppfattning.
Nir barn bygger saker kan de stilla sig frigor som "vilken kloss passar hir?”
eller "vilken legobit behdver jag for att bygga viggen fardig?” Nir de gor detta
betraktar de kropparna de hanterar som objekt, dvs som en helhet, och ser inte

Frﬁn tidig &lder far barn erfarenhet av tredimensionella former. De utfors-
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pa kropparnas kidnnetecken utom méijligen nar det giller lingd fér "att se om
den passar”, ndgot de vanligen l6ser genom att prova sig fram.

Enligt var erfarenhet, och efter att hastuderat ett flertal lairobécker, utnyttjas
inte barnens tidiga erfarenhet av tredimensionella kroppar fullt ut nir barnen
borjar skolan. Lirare och liromedelsférfattare féredrar att borja med tvddimen-
sionella former da "dessa ar mycket littare for barnen att kinnaigen”. De menar
att barnen ska kunnaklassificera former som trianglar, kvadrater, rektanglar och
cirklar. Vi menar att man hirigenom gar miste om en stor och viktig méjlighet.
Mycket kan géras de férsta dren i skolan genom att barnen far anvinda material
som byggklossar, tomma forpackningar etc och genom att de far beritta vilka
kroppar de har anvint eller byggt med och varfér. Pa sé vis ges de méijlighet att
fortsitta att utveckla sina tredimensionella begrepp.

De tankar och kommentarer som vi framfért ovan bygger pa arbete och
observationer i manga klasser, samt pa resultaten av ett pdgdende projekt som
paborjades 1993 av Jirotkova och Hejny (Jirotkova, 2001). Det arbetet fortsat-
tes med studier av elever i Tjeckien och Storbritannien av Jirotkova och Littler
(2002a,2003b). Forskningens primara mal var att undersdka hur taktil och visu-
ell perception av tredimensionella kroppar bidrar till att bygga upp geometriska
bilder och férstéelsen av geometriska begrepp. Ursprungligen utvecklades fyra
uppgifter for detta andamal. I tre av uppgifternalag tonvikten pa taktil percep-
tion. Det innebar att vi tog bort det vanligtvis dominerande sinnet, namligen
synen (den visuella perceptionen), s att vi kunde se hur kinseln (den taktila
perceptionen) bidrog till elevens férstdelse av tredimensionella former. Den
fjarde uppgiften tillat visuell perception. I var ursprungliga forskning anvinde
vi tygpasar for att ggmma kropparna. Denna metod hade en stor nackdel satill-
vida att vi varken kunde se eller videofilma hur eleverna sorterade kropparna
enbart med hjilp av kinsel. Vi har nu utékat uppgifterna med ytterligare tre. I
tva av dessa ska eleverna vilja en kropp utifrdn en beskrivning fran en kamrat
som bara kunnat kdnna pa kropparna. Den sista dr en variant av den fjirde upp-
giften dir enbart kinseln anvinds. Under senare forskning kring de tre sista
uppgifterna anvindes skarmar med hél i som barnen kunde arbeta genom utan
attse kropparna. Vi kunde dé studera och videofilma vad som hinde. Betydelsen
av kommunikation i den diagnostiska processen och i undervisningsprocessen
(Hejny, 2000, 2003; Sfard, 2002) har betonats i vart senare arbete med elever
(Jirotkova & Littler, 2003b).

Véra klassrumsobservationer, i flera linder, tyder pa att det under ménga lek-
tioner i geometri knappast férekommer ndgon kommunikation mellan lirare
och elever, férutom envigskommunikation fér att tex instruera eleverna, eller
mellan elever. Lirarna koncentrerar sig i allmdnhet p4 att eleverna ska kunna
namnen pa de vanligaste tredimensionella kropparna sdsom kub, cylinder, sfar
och méjligen ratblock. De dr ndjda nir eleverna anviinder dessa ord, utan att kon-
trollera om de forstar dem eller om de kdnner till kropparnas egenskaper. Innan
eleverna gér den geometriska vokabuléren till sin (internalisering) anvinder de
oftavardagligt tal fér att beskriva kropparna och deras kinnetecken. Till exem-
pel anvinder de ordet sida bade for sidoyta och for kant pa en tredimensionell
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kropp. Aven nir en internalisering har skett tycker manga elever att det &r svart
att skilja pa dessa.

Vi tror att det i alla sammanhang 4r sa att nar en person beskriver en erfa-
renhet i ord, sd uppfattas den pa ett djupare sitt, personen tinker mycket mer
medvetet pd den och pa de ord som behovs for att beskriva den. Detsamma géller
nir elever ska kommunicera om geometriska objekt. De ser p& kropparna pa ett
nytt sitt. De méste leta efter kinnetecken som karaktiriserar kropparna och
sedan hitta lampliga ord for att beskriva dessa kinnetecken.

Nir elever uppfattar en kropp enbart med kdnseln skickar kidnselsinnet signa-
ler till hjarnan dir det byggs upp en bild av det de kanner. Kommunikation ar i
detta skede avgdrande fér att utveckla elevens forstaelse av formerna och fér att
lararen ska kunna bedéma vad som ror sigi barnets tankar. Det dr darfor viktigt
att de personer som ir involverade i processen forstar varandra. Om elever ger
ord eller uttryck olika betydelser kan det leda till missforstand mellan dem. I
vardagliga situationer kan en person ge flera férklaringar ur olika perspektiv fér
att missférstand ska undvikas. Som lirare dr vi dock inte vana vid att anvinda
gradvis korrigering som strategi inom matematik eftersom matematiska termer
har en sa precis innebord.

Verktyg for djupare forstaelse av geometriska kroppar

De sju uppgifter vi utvecklade for var forskning var till en bérjan avsedda for
diagnostiska dandamal. Senare fann vi att de dven kunde anvindas som goda
undervisningsverktyg fér att utveckla elevernas forstaelse av geometriska
begrepp, deras relationer och struktur.

I sju uppgifter anvindes sexton kroppar i olika kombinationer:

1 Kub 9 Tetraeder
2 Prisma med kvadratisk bas 10 Pyramid med kvadratisk bas
3 Stort rektangulirt prisma 11 Stympad pyramid med
4 Litet rektangulirt prisma rektanguldr bas
5 Ritvinkligt triangulirt prisma 12 Ei{;};l;(;ﬁ\irge)é;yramid med
¢ e e s
7 Icke-konvext 14 Cylinder
femhérnigt prisma 15 Kon
8 Sexhérnigt prisma 16 Stympad kon

Storleken var sidan att eleverna litt kunde hantera dem och hélla kropparna
i handen.
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Uppgift 1

Material

Tva ogenomskinliga tygpasar. Pase A innehaller kropp 11. Pase B innehal-
ler kropparnal, 2, 5, 6, 9-16.

Instruktion

Stoppa ena handen i pdse A och kidnn noggrant pd kroppen. Ta nu ut
handen och stoppa den i pase B. Forsok hitta en kropp med samma form i
pase B. Tala om ifall du hittar ndgon. Innan du tar ut den kropp som du har
valt ska du ge mig ett eller flera skil till varfér du tror att det dr en likadan,
och du ska tala om vad du tycker ir intressant med denna kropp.

Kommentar

Vi valde dessa kroppar fér att vi ville ha med sddana som hade adtminstone ett
kidnnetecken gemensamt med den gémda kroppen i pase A och dirtill kroppar
med helt annorlunda kidnnetecken, som tex sfiar och cylinder.

Uppgift 2

Material
En ogenomskinlig tygpéase som innehéller kropparnal, 2, 6, 9, 10, 11, 16.

Instruktion

Stoppa ena handen i pdsen och vilj ut en av kropparna som du tycker skil-
jer sig frdn de andra. Innan du tar ut den kropp som du har valt ska du tala
om varfor du tycker att den dr annorlunda.

Kommentar

Vi valde farre kroppar fér att inte forvirra eleverna. Alla var latta att skilja fran
de andra. Det fanns till exempel bara en kropp som kunde kidnnetecknas som
"rund”. Vi férvintade oss att eleverna skulle vilja den stympade konen, men de
var tvungna att beskriva dess kinnetecken innan de fick se den.
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Uppgift 3

Material
En ogenomskinlig pase som innehéller kropparnal, 4,5, 6,7, 9-15.

Instruktion

Du fér stoppa bdda handernaipasen. Ordna kropparna i pdsen i tva grup-
persaattallakropparnaien grupp harett eller flera gemensamma kinne-
tecken som du viljer ut. Kropparna i den andra gruppen ska inte ha detta
eller dessa kannetecken. Nir du har gjort detta, och innan du tar ut de
bada grupperna ur pasen ska du tala om fér mig vilket eller vilka gemen-
samma kidnnetecken grupperna har. Sen kan du ta ut de bada grupperna
och kontrollera om du dr n6éjd med din sortering. Om du inte 4r nojd sa
indra i grupperna, men tala om fér mig varfér du gor det.

Kommentar

Det begrinsade antalet kroppar vi valde kunde grupperas pd ménga olika sitt.
Till exempel fanns det tre kroppar som kunde sigas vara runda, fyra som var
spetsiga, fyra som var prismor osv (se sidan 73 for exempel pa elevers klassifi-
kation).

Uppygift 4
Ugglespelet

Material

Alla kropparna 1-16 placeras fullt synliga framfor tva elever.

Instruktion

Spelet spelas av tva "spelare” A och B. "Spelaren” kan antingen vara en
person eller en grupp. Spelare A uppmanas att vilja en kropp utan att spe-
lare B far veta vilken. Vi rekommenderar att man antecknar vilken den
valda kroppen ér. Spelare B ska nu bestimma vilken den valda kroppen ar
genom att stilla frigor till spelare A som endast fir svara med Ja eller Ne;j.
Nir spelare B kommit fram till vilken kropp det giller byter man roller,
och vinnare ir den elev som kan bestimma vilken kropp det handlar om
med minst antal fragor.
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Kommentar

Vi har anvint Ugglespelet manga ganger med olika typer av grupper, bade dldre
och yngre elever, lirarstuderande vid universitet och aktiva lirare i fortbild-
ningssammanhang. Gruppstorleken har varierat fran 2 till 28 deltagare. Larare
har spelat med elev, elev med elev, klass med larare och klass uppdelad i tva lag.
Det finns ménga férdelar med att arbeta med grupper pa det hir sittet. Barnen
ldr sig sociala fardigheter genom att tvingas lyssna pa varandras argument och
att fatta gemensamma beslut. De lir av varandra nir det giller matematik, de
maste kommunicera for att kunna lagga fram sina synpunkter och lir sig da
matematiska termer av varandra. Pa liknande sitt har vi anvint material som
rakat finnas till hands, pentominobrickor, tvddimensionella former skapade av
spelare pa geo-briden, bilder av tredimensionella kroppar eller enbart former-
nas namn. [ en svensk skola anvinde vi de sex geometriska formerna i mate-
rielet "Pattern Blocks” som vanligen anvinds for att skapa monster (Jirotkova
& Littler, 2002b, 2003a). Genom att arbeta med konkreta material, symboler
och med de geometriska formernas namn kan man stédja barnens begrepps-
bildningsprocess.

Uppgift 5

Material

Elev A har en komplett uppsittning av kropparna bakom en skidrm. Elev
B har en kropp, som liraren har valt, bakom sin skdrm.

Instruktion

Be elev B att stoppa in hinderna genom skirmen och noga kidnna pé krop-
pen och sedan beskriva den for elev A. Sig till elev A att stoppa in hin-
derna genom skdrmen och férséka hitta den kropp som elev B har beskri-
vit. Eleverna far diskutera uppgiften och elev A far be om mer informa-
tion om den kropp han/hon séker. De byter roller nir elev A har hittat
ritt kropp.
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Uppgift 6

Material

Eleverna A och B har varsin identisk uppsittning kroppar bakom sina
skdrmar.

Instruktion

Elev A ska kdnna pa kropparna bakom sin skdrm och vilja en och sedan
beskriva den for elev B. Elev B ska sedan forsoka hitta den av kropparna
som stimmer med beskrivningen bakom sin skirm. Det enda eleven far
siga dr "Jag behéver mer information”.

Uppgift 7
Ugglespelet — med bara kanseln

Material

Tva elever har varsin komplett uppsittning kroppar bakom sina skdrmar.

Instruktion

Elev A viljer en kropp med hjilp av kinseln. Elev B ska med kinseln
bestamma vilken kropp det 4r genom att stilla fragor till elev A. Fragorna
far bara besvaras med ja eller nej.

Forskningens fokus

Som tidigare framhallits 4r detta arbete en del av ett ldngsiktigt projekt, och
allt eftersom tiden har gatt har vi koncentrerat oss pa olika aspekter av analys-
arbetet. I borjan koncentrerades analysen pa de av barnens ord som kunde ha
en geometrisk innebérd. Orden klassificerades, och vi fann alla de méjliga tolk-
ningarna (Jirotkova, 2001). Mélet var att f6rsta forhéllandet mellan bilderna i
elevernas medvetande och det ordférrdd de anvinde i sin kommunikation. Vi
ville veta om vira uppgifter kunde stddja barnens sprakutveckling och deras
forstaelse av kropparna. Vi var sirskilt uppmarksamma pa de viktigaste kdnne-
tecknen som eleverna anvinde for att beskriva en kropp, men pa detta stadium
i var forskning fann vi att vi hade otillrickliga beligg fran deras kommunika-
tion for att géra en analys, dirav tonvikten pé just kommunikation i vart senare
arbete. Detta har gjort det méjligt for oss att bittre forsta de elever vi har arbetat
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med, att kunna skilja mellan nir felaktiga ord ir resultatet av otillracklig kun-
skap eller brist pd kommunikativa firdigheter och att kunna avgéra om korrekt
anvindning av geometrisk terminologi forekommer utan korrekt forstaelse.
Denna erfarenhet har vi anvint for att utveckla Ugglespelet som ett undervis-
ningsredskap som kan anvindas for badde barn och lirarstuderande.

Den andra aspekten vi koncentrerade oss pa var att klassificera och ge moj-
liga forklaringar till de sociala fenomen och kognitiva tankeprocesser som fore-
kommer i samband med att uppgifternaldses (Jirotkova & Littler, 2002a). Dessa
fenomen och processer innefattade

muntliga beskrivningar av geometriska bilder,
- larande om nya kroppar genom redan kinda kroppar,

- proceduriell och begreppslig perception av geometriska objekt eller
situationer,

- relationer mellan tva- och tredimensionella objekt,
- hur den aktuella handledaren beskriver de olika kropparnas kiannetecken,
- den atmosfir i vilken kommunikationen dgde rum,

- personliga relationer mellan deltagarna och medvetenheten om
kommunikativa missférstand.

I den hir artikeln kommer vi att koncentrera oss pa resultaten av den tredje
aspekten av vart arbete, nimligen beaktandet av de mentala processer som &r
involverade vid 16sning av uppgifterna. Vi har kallat dessa processer for meka-
nismer. Vi kommer att beskriva dessa mekanismer och illustrera dem med
exempel frdn vart arbete med eleverna.

Mekanismer som anvands vid hantering av kroppar

Motivet att definiera mekanismerna uppstod vid analysen av elevernas svar pa
uppgifterna, i synnerhet uppgifterna 1 och 3. Analysen gav oss insikt i graden
av elevernas férstdelse och hjilpte oss att avgéra varje elevs aktuella geome-
triska utvecklingsniva. I var tidiga forskning fann vi det intressant att ett flertal
elever misslyckades med att hitta den aktuella kroppen vid sitt férsta férsok att
16sa uppgift 1. Vi s6kte efter orsaker till detta fenomen. Det var uppenbart att
eleverna genom att tvingas att kommunicera mer i detalj om sitt val av kropp
i den andra pésen bérjade tinka pa kropparna pa ett annorlunda sitt. Det var
med andra ord s att eleverna utvecklade sin forstaelse av kropparna genom att
kommunicera om dem. VAr analys resulterade i beskrivningen av den forsta
mekanismen.
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Det taktila urvalets mekanism, TUM
Det taktila urvalets mekanism &r processen att ur en samling kroppar i pase 2
vilja en kropp endast med hjip av kinseln efter att tidigare ha kint pad den enda
kroppen i pése 1.

Vi fann att det fanns tre typer av denna mekanism, beroende pa vilken grad
av forstdelse av kroppen som eleven hade.

TUM1

Den aktuella kroppen ir helt och héallet ny for eleven som inte har nagon
erfarenhet av att formedla taktila bilder till korttidsminnet. Detta inne-
bir i allménhet att eleven inte har ndgon erfarenhet av att kommuni-
cera om sédana taktila perceptioner. Nir en sddan elev genomfér upp-
gift 1 upplever den kroppen som en helhet utan att 14gga mirke till ndgra
av de kidnnetecken som kroppen har. Vidare vet eleven inte vilka krop-
par som finns i pase 2 och didrmed inte vilka kinnetecken han/hon ska
fokusera pa. Nir eleven ska vilja en av kropparna i pase 2 férséker han/
hon komma ihég vilka allménna kinnetecken den kropp han/hon kint
pa hade och som stimmer éverens med ndgon av kropparna i pasen. Om
detta inte lyckas forsoker eleven erinra sig ndgot utmirkande kanne-
tecken hos den ursprungliga kroppen. Nér denna procedur upprepas blir
elevens perception av denna kropp alltmer precis och fokuserad.

Vi kommenterade tidigare de svarigheter vissa elever hade nir de 16ste uppgift
1, och nedan foljer var analys av en sidan elevs l6sning av uppgiften. En tjeck-
isk pojke skulle hitta den stympade pyramiden i pdse 2, men hans férsta val var
prismat med kvadratisk bas. Han var osiker pa sitt val, och nir han tog ut den
ur pasen frigade han "Ar det ritt?” S kiinde han pé kroppen i pase 1igen och
insdg da att hans forsta val var felaktigt. Trots detta gjorde han dven vid det
andra forsoket ett felaktigt val genom att vilja kuben. Under sitt tredje férsék
var pojken mycket koncentrerad och lyckades da vilja ritt.

Vi forklarar hans misstag genom att tillimpa TUM 1. Nar han kinde pa den
enda kroppen i pase 1 lagrades bara en allmin perception i det spatiala korttids-
minnet. Nir han férsokte finna samma kropp i pase 2 fann han inga allminna
kinnetecken som kunde hjilpa honom att vilja ratt kropp. Han forsékte erinra
sig ndgot utmirkande karaktirsdrag hos kroppen, och han fann d& ett som kan
karaktiriseras som "fyrsidighet”. Denna tolkning stdds pa tva sitt. For det férsta
fanns det bara tre kroppar som skulle kunna karaktériseras som fyrsidiga. Pojken
valde dessa, en efter en. For det andra, nar han 16ste de andra uppgifterna uttryckte
han att en kropps dominerande kidnnetecken enligt honom var dess "fyrkantig-
het”. Vid sitt andra val styrdes han av perceptionen av fyra rita vinklar. Detta
karaktirsdrag uppfattade han nir han pa nytt kiinde efter i pase 1. Nir han stop-
pade in handen i pase 2 igen var den férsta kropp han traffade pd med detta karak-
tirsdrag just kuben, som han da valde utan att jimféra med nagra andra former.
Nir han tog ut kuben ur pasen gav hans visuella perception honom snabbt infor-
mation om kubens matt. Han lyckades med uppgiften i sitt tredje forsok.
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TUM2

Den upplevda kroppen ir ny fér eleven som har en viss erfarenhet av

att 6verfora taktila perceptioner till korttidsminnet. Detta innebér att
eleven har viss erfarenhet av att kommunicera om sina taktila percep-
tioner. Eleven férsoker hitta s ménga utmarkande karaktirsdrag hos
kroppen som majligt och forséker 6verfora dessa till korttidsminnet.
Nir eleven soker efter kroppen i pase 1 bland kropparna i pase 2 férsdker
han/hon hitta en som dverensstdmmer, for varje form i tur och ordning,
med de kinnetecken de har lagrat i korttidsminnet.

Nedan ges ett exempel pa hur en 9-arig brittisk flicka utvecklar sin férstaelse
fran TUM 1 till TUM 2 under sitt arbete med uppgiften. U representerar under-
sokningsledaren och E eleven.

Ul4: Varfor tror du att du har hittat den?

El4: For att den kinns som den forsta.

ULS5: Sd vad tycker du dir speciellt med den?

EL5: Den var liten. Den hade lika mdnga sidor.

U1.6: Hur mdnga?

EL6: (En kort paus medan hon kontrollerar kroppen i pase 2) Sex.

Ligg mirke till att sd snart undersokningsledaren frigade henne om hon lagt
mirke till ndgot speciellt med kroppen erinrade hon sig tva kdnnetecken kor-
rekt fradn korttidsminnet. Bdda orden som hon anviinder, "kinns” och "liten”,
antyder att flickan till en bérjan uppfattade kroppen som en helhet. Den andra
delen av E1.5 var férvadnande eftersom den visar att hon inte kinde att dessa ord
var en tillrackligt precis beskrivning av kroppen fér henne. Hon férsdker ge en
analytisk beskrivning av kroppen. Denna 6verging fran en uppfattning av krop-
pen som en helhet till att ha en mer analytisk uppfattning kriver en avsevird
mingd intellektuell energi. Vi tror att detta dr skilet till att hon anvinde felak-
tig terminologi, sidor i stéllet for sidoytor, vilket var ovanligt for henne (Pegg
& Baker, 1999). E1.5 visar ocksa ett ovanligt sofistikerat matematiskt tinkande
for en niodrig flicka.

TUM3

Eleven uppfattar kroppen som bekant och har pa ett korrekt sitt lagrat
den i sitt spatiala ldngtidsminne.

P4 denna niva anvinder eleven en god bild som han/hon lagrat i minnet for att
hitta den aktuella kroppen i pase 2.

Den taktila klassifikationens mekanism, TK M

I uppgift 3, dir eleverna ska dela upp kropparna i tva grupper genom att kinna
pa dem, férvanades vi av antalet 16sningar som presenterades och dessutom
av hur elevernas matematiska beteende skilde sig at. Till att bérja med dgnade
vi sirskild uppmairksamhet 3t vilka kinnetecken hos de olika kropparna som
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dominerade hos eleverna nir de undersckte dem taktilt (uppgift 3) resp visu-
ellt (uppgift 4). Vi fann att "rundhet” och "spetsighet” dominerade nar krop-
parnauppfattades taktilt, och "kantighet” dominerade f6r de kroppar som upp-
fattades visuellt. Vi inser att antalet elever i virt material inte tillater oss att
generellt dra denna slutsats, men vi uppfattade att detta var signifikant. Dessa
observationer i kombination med fortsatt analys hjilpte oss att beskriva den
andra mekanismen.

Den taktila klassifikationens mekanism dr den process genom vilken elever
delar upp en grupp kroppar med kinselns hjilp s att &tminstone en av grup-
perna innehéller kroppar som alla har ndgot gemensamt kinnetecken.

I allminhet dr det méijligt att klassificera en sddan undergruppering pa ett
av tva sitt:

Komplementdr klassifikation — fran den givna uppsittningen kroppar karak-
tiriseras de utvalda kropparna av egenskapen A. Aterstoden av uppsitt-
ningen karakteriseras av icke-A. Till exempel kan de utvalda kropparna
vara "spetsiga’, de dvriga inte.

Egenskapsklassifikation — varje grupp ur den givna uppsittningen ir klart
definierad av en speciell egenskap. Till exempel kan kropparna i den ena
gruppen vara "runda” medan kropparna i den andra dr "kantiga”.

[ inldrningsprocessen bérjar vi ofta med komplementir klassifikation och det
ar forst senare som vi tillimpar egenskapsklassifikation. Detta gor det méjligt
for eleverna att gradvis forsta vissa begrepp ur en storre struktur. Ett exempel
ar klassifikationen av sprakets ord i substantiv, verb, adjektiv osv. Om lararen
introducerade alla dessa lingvistiska klassifikationer samtidigt skulle det for de
flesta elever vara mycket svart att forstd en sd omfattande struktur.

En del elever delade kropparna i tv grupper utan att vi lyckades identifiera
vilken sorts klassifikation de anvint sig av. En pojke som arbetade med uppgift
3 delade upp de fjorton kropparna i en grupp som bestod av den fyrsidiga pyra-
miden, den femsidiga icke-konvexa pyramiden, konen, den stympade konen,
cylindern, sfiren och det tresidiga prismat. Aterstiende kroppar utgjorde den
andra gruppen. Nir han tog ut de bdda grupperna av kroppar ur pasen och
kunde uppfatta dem visuellt ville han omedelbart placera det tresidiga prismat
i den andra gruppen. Vid ett férsta pdseende var det oklart vilken sorts klassifi-
kation han anvint sig av. Nir vi frigade svarade han "De hir &r spetsiga och de
hir dr som kvadrater eller romber” Det skulle kunna tolkas som att han anvinde
egenskapklassificering, men vidare analys fick oss att tvivla pd denna tolkning.
Den forsta gruppen utvalda kroppar innehéll inte endast "spetsiga” kroppar
utan dven "rundade” sddana. En djupare analys av elevernas tillvigagdngssitt
och deras muntliga svar gjorde det mojligt att identifiera tre olika typer av den
taktila klassifikationens mekanism.
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TKM1

Eleven noterar mentalt den forsta taktila perceptionen, tex "spetsig”, som
associeras med vissa geometriska foreteelser, tex pyramiden eller konen,
som han/hon kan erinra sig frdn ldngtidsminnet. Denna foreteelse blir
kriteriet for klassifikation. Klassifikationsprocessen borjar med taktil
perception och fullfoljs genom att man erinrar sig vissa geometriska
begrepp frin langtidsminnet.

Ett exempel pa elevsvar som illustrerar denna mekanism kommer fran ett pro-
tokoll med den ovannidmnda brittiska eleven E. Efter att hon kant pd kropparna
utspann sig foljande diskussion:

U2.4 OK! Vad dr speciellt med den grupp som du har valt ut?
E2.3 Engrupp har.. de har alla dtminstone en sidoyta som dr fyrsidig i tvd
dimensioner ... Sd har jag sorterat dem.

I dettaskede var undersokningsledaren inte siker pd om eleven anvinde uttrycket
”"atminstone en” av en tillfillighet, s& han fragade:

U2.5 Sd alla former i den gruppen har en yta som dr fyrsidig?
E24 ATMINSTONE EN! svarade eleven med eftertryck.

TKM2

Beslutet om urvalskriterier gérs innan nagon taktil perception dgt rum
och grundar sig pa elevens kunskaper om kropparna och himtas direkt
fran det spatiala ldngtidsminnet.

En flicka bestimde till exempel att hon skulle placera alla "kvadrater”ien grupp.
Nir hon kinde pé pyramiden med kvadratisk bas uppstod en konfliktsituation
da hon insag att en yta var kvadratisk men inte de andra. Klassifikationskrite-
rierna fick da modifieras for att stimma med den nya situationen.

TKM3

Eleverna stiller upp kriterier (tex "spetsighet”) pa grundval av sina inle-
dande taktila upplevelser av kropparna. Efter att ha gjort det férsta urva-
let kdnner de efter pd andra kroppar som delvis uppfyller det férsta kri-
teriet (tex kan den stympade konen uppfattas som att den dr pa vig mot
en spets, dvs att den #r delvis "spetsig”) och denna kropp laggs till den
ursprungliga gruppen. En annan kropp som inte uppfyller det ursprung-
liga kriteriet men har ett viktigt kinnetecken gemensamt nir eleven
kianner pa den ("rundhet”) leder till att det ursprungliga kriteriet ersitts
av ett nytt uppenbarligen starkare kriterium som ocksa baseras pa taktil
observation.

TKM 3 forklarar varfér, i ovanstdende 16sning av uppgift 3, den fyrsidiga pyra-
miden, den femsidiga icke-konvexa pyramiden, konen, den stympade konen,
cylindern, sfaren och det tresidiga prismat kunde placeras i samma grupp. Det
tresidiga prismat uppfattades som "spetsigt” da det gav en vass taktil upplevelse,
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men den visuella perceptionen tillférde annan information, och darfor ville hon
flytta det till den andra gruppen.

I TKM2 kan en férindring av kriterium goéras. I TKM 3 sker alltid en for-
andring beroende pa det initiala kriteriets 1ga stabilitet. Detta maste darfor
omvandlas till ett annat da badda de kinnetecken som kriteriet baseras pa finns
hos en eller flera av kropparna samtidigt.

Taktil manipulation

I det arbete vi genomférde under 2003 kunde vi se hur eleverna hanterade for-
merna medan de gjorde taktila erfarenheter av kropparna. Detta visade sig vara
intressant. Elevernas hanterande var tydligt kopplat till deras grad av kommuni-
kation om kropparna. Vi fann senare att elevernas hanterande kunde delas upp
i tre olika handlingsménster, som speglade van Hieles (1996) och Peggs (1997)
tre forsta nivder som aterges nedan s att ldsaren kan se hur dessa nivier mot-
svarar vira typer av handlingar:

™1

Eleven héll kroppen i bdda hinderna for att med hjilp av kinseln fa en
helhetsuppfattning av kroppen. Kroppen roterades i hinderna utan
forsok att fokusera pa ndgon sirskild egenskap.

™2

Eleven héll kroppen i en hand och
och undersokte dess egenskaper
med andra handens pekfinger (se
figur 1). Denna taktila perception
av egenskaper gjordes slumpmais-
sigt, dvs eleven kunde vidrora en
kant och sedan ga vidare till en
ytaistillet for att bestimma hur
manga kanter kroppen hade.

™3 Figurl

Eleven holl kroppen i ena handen och undersékte systematiskt med ett av
andra handens fingrar vilka egenskaper kroppen hade. I dessa fall kontrol-
lerade eleverna kroppens alla kanter, ibland mer 4n en ging for att for-
sikra sig om att de riknat ritt, darefter ytorna, hornen osv.

Van Hiele (1986) publicerade en teori i vilken han klassificerade fem nivéer av
forstaelse av tredimensionella geometriska kroppar. Den andra nivan delades
senare av Pegg (1997) upp i tvd undernivaer. Vi anger hir de tre nivder som giller
elever i grundskolans tidigare arskurser.
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Nivd 1: Kroppen ses som en helhet och vanligen som en specifik form.
Kroppens egenskaper/kinnetecken spelar ingen roll fér igenkdnnandet av
formen.

Nivd 2 A: Kroppen identifieras genom ett enda kiinnetecken snarare dn
genom hela formen.

Nivd 2 B: Kroppen kinns igen pa flera av dess egenskaper eller kinnetecken
vilka ses som oberoende av varandra.

Nivd 3: Kroppens egenskaper évervigs logiskt och relationerna mellan dem
kinns igen.

Exempel

Vikommer nu att ge ndgra exempel pa elevers pararbete med uppgifterna 5 och
6, med bilder av hur de hanterade kropparna. Kopplingen mellan van Hieles
nivaer och vara typer av taktil manipulation kommer att identifieras.

Det som féljer nedan dr utdrag fran samtal mellan tva 10-ariga brittiska elever
som genomforde uppgifterna &r 2003. Utdraget visar skillnader mellan elev-
ernas kommunikativa férmagor liksom mellan deras férstdelse av kropparna.
Skillnaderna aterspeglades i deras sitt att hantera kropparna.

A3.L: Den har fem ytor, har nio kanter, har inga vilvda ytor, har trianguldra
och rektanguldira ytor. Vill du veta ndgot mer?

C3.1: Ar den stor?

A3.2: Nej, den dir ganska liten.

C3.2: Har den ndgon spets?

A3.3: Dumenar om den har den ndgra horn? Men det har ju de flesta former.
Den har sex spetsar, de dr hérn. Den har tvd trianguldra ytor och tre
rektanguldra ytor. Nio kanter, fem ytor.

Elev A:s hantering av kroppen (nedan i figur 2) dr av typen TM 3. Hon gav en
analytisk beskrivning av den kropp hon hade valt och kdnde pé. Nér hon hade
valt det trianguléra prismat riknade hon férst ytorna, direfter kanterna, och
sedan hornen. Hon atergick sedan till ytorna, och denna ging kinde hon pa
deras konturer for att bestimma de tvddimensionella formerna. Hon holl kvar
kroppen i handen under hela uppgiften och kinde hela tiden efter om det
fanns nagot ytterligare kin-
netecken hon kunde nimna
for sin kamrat fér att hjilpa
henne att kinna igen krop-
pen. Elev A hade kint igen
kroppen utan problem, kon-
trollerat sin taktila percep-
tion av dess kinnetecken
mot sitt Idngtidsminne, och

Figur 2
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hon hade tillrickliga kommunikativa fardigheter och vokabulir for att uttrycka
dessa egenskaper pé ett otvetydigt sitt for sin kamrat (A3.1).

Dessutom visade hon att hon hade f6rmaga att genom kommunikation skapa
sig en bild av sin kamrats kunskapsstruktur (Jirotkova & Littler, 2003b). Det var
darfér hon nimnde en egenskap som kroppen inte hade — en vilvd yta. Efter
tidigare kommunikation med elev C var hon medveten om att "rundhet” var
en kropps dominerande egenskap fér elev C i hennes taktila perception (till
vanster i figur 2).

Elev C:s hantering av kropparna var av typ TM 1. Hon badde handskades med
och tankte pd kropparnasom helheter vilket framgar av hennes férsta svar. I sitt
andra yttrande har hon valt en mycket distinkt egenskap, "spetsighet”, vilket dr
ett bra exempel pd niva 1 av TKM, den taktila klassifikationens mekanism. Elev
C fann denna egenskap efter att hon linge, mer 4n en gdng, kint pa kropparna.
Upprepningen innebar ingen kontroll, utan visade i stillet hennes avsaknad av
strategi i arbetet. Hon lade inte de kroppar hon redan hade inspekterat at sidan,
utan lade tillbaka dem p& mafa s& att hon ofta pa nytt tog upp en kropp som
hon redan hade valt bort.

Nir eleverna bytte roller i uppgift 6 och elev C med kinseln valde ut en kropp
inleddes deras diskussion pa féljande sitt:

CA.l: Har tre ytor. En cirkel pa
varije sida, saken i mitten dir
rund.

A4.l: Envilvd yta?

C4.2: Om du har en bit papper och
rullar ihop den blir den som
ett teleskop. Forstdr du nu?

A4.2: Jag har tvd som jag tror att
det kan vara, men jag dr
inte sdker (se figur 3) S TS ———

C4.3: Den dir likadan i bdda dndar. Figur 3

Den kropp som elev C férsokte beskriva var en cylinder, men uppenbarligen
hade hon inte den matematiska vokabulidren fér en vilvd yta. Hon lade stor
mdda pa valet av kropp och kinde noga pa alla former. Slutligen valde hon en
kropp som hon tinkte att hon litt skulle kunna beskriva. Hon hade kint igen
formen och hade troligen formen lagrad som en helhet i sitt spatiala langtids-
minne. Hon fastnade dock i sin egen filla da hon inte hade matematisk voka-
bulér for en tillricklig beskrivning av kroppen.

Om vi analyserar de bida elevernas arbete med hjilp av van Hieles teori finner
vi att elev A helt klart befinner sig p& van Hieles niva 3 nir det giller forstaelse
for kroppar. Elev C borjade pa van Hieles niva ett, men avancerade till nivd 2 A
under arbetets gang. Detta dverensstimmer med de typer av taktil manipula-
tion eleverna uppvisade.
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Slutsatser

Fran bérjan var avsikten att uppgifterna skulle anviindas fér att diagnostisera
och bedéma elevers niva da det giller forstaelse av tredimensionella kroppar.
Det ir fortfarande méijligt. Vi har emellertid dessutom funnit att de har stort
virde som undervisningsverktyg for att:

- utveckla elevernas férstdelse fér geometriska kroppat,

- utveckla elevernas kommunikativa fardigheter s& att de kan gora precisa
och otvetydiga uttalanden om kroppar och stilla tydliga och precisa fragor.

Anvindningen av dessa icke-standardiserade matematiska uppgifter gaven tyd-
ligare bild av elevernas sitt att tinka dn utvirderingar som baserar sig pa tradi-
tionella former av algoritmiska test (Jirotkova & Littler, 2002a,b).

Vara uppgifter kriavde att eleverna skulle kunna beskriva sina taktila per-
ceptioner. Detta gav en mycket tydlig indikation pa deras kommunikativa far-
digheter och nivén pa deras vokabulir. Var analys visade att denna nédvindiga
kommunikation hjilpte eleverna attisitt medvetande koppla samman isolerade
kunskapsfragment, som de fatt frin tidigare erfarenheter, med sin nuvarande
erfarenhet s8 att de fick en mer generaliserad bild av ett visst begrepp (Hejny,
2000; 2003).

Sambandet mellan den typ av taktil hantering eleven anvinde och deras kom-
munikationsniva kring de kroppar de undersokte gjorde det méjligt att bade
identifiera elevernas svagheter och innebérden av de ord som de anvinde. Att
kunna observera elevernas hantering av kropparna gav dven insikter i de stra-
tegier de anvinde for att 16sa uppgifterna.

Vi dr 6vertygade om att ldrare kan lira sig mycket om sina elevers kognitiva
och sociala férmégor genom att noga analysera deras svar. Det kan dven bidra
till att utveckla lirares kinslighet fér elevernas reaktioner samt anvindas fér
diagnos och fér den framtida utvecklingen av deras arbete.
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