Fva Pettersson

Elever med sarskilda
matematiska férmagor

Far nyfikna och vetgiriga barn det stdd och den stimulans som de har ratt att
forvanta sig da de borjar skolan? Barn och ungdomar som har exceptionell
fallenhet for matematik ar sinsemellan olika men de har ett gemensamt:
intresse for matematik och att fa dgna sig at matematiska aktiviteter.

belysa studiesituationen for elever med sirskilda matematiska for-

magor. Dessa formagor definierades i studien som ett komplex av
olika formagor som alla kan vara mer eller mindre uttalade hos en individ.
Forskningsfrigorna jag stillde upp var:

Det overgripande syftet med min avhandling var att beskriva och

— Vad karaktiriserar elever med siirskilda matematiska férmagor?

— Vilket bemétande i skolan far elever vilka visar intresse och fallenhet for
matematik?

— Vad innebir skolans bemdtande for eleverna och for deras mojligheter att
utveckla sina sirskilda matematiska formagor?

Min undersdkning baserades pa tio fallstudier av elever i dldrarna 6-19 r. Sex
av dessa studier var longitudinella (tre till sex ar). For att validera resultaten av
fallstudierna genomfordes tva enkitstudier, en dir lirare fran forskola till ars-
kurs 9 fick svara pa frigor om sin egen matematikundervisning och sin person-
liga erfarenhet av att identifiera och stddja begivade elever. Den andra riktades
till matematikutvecklare som fick svara pa frigor om de i deras kommun eller
lokalt p4 skolan har nigon handlingsplan for att bemdta och ta hand om elever
med sirskilda formagor i matematik.

Karaktarsdrag hos elever med sarskilda formagor

Resultatet av studien visar att elevernas personlighet varierar liksom sitten
att uttrycka matematiska formagor. Det framtrider dock nigra gemensamma
drag hos eleverna. Nyfikenheten ir den egenskap som ir mest framtridande
vilket framgar savil av forildrarnas beriittelser om sina barn som i mina inter-
viuer och i de observationer som gjordes av eleverna. Viljan att forsta driver
och motiverar eleverna att fortsitta friga och vara nyfikna, i manga fall trots
att de kiinner sig motarbetade. Hir finns dven elever som visar littja vilket kan
vara en foljd av att de fatt alltfor fa utmaningar under sina tidigare studier.

Denna artikel bygger pa doktorsavhandlingen Studiesituationen for elever med séirskilda
matematiska formdgor som utgor en delstudie i projektet Pedagogik for elever med intresse och
fallenhet for matematik . Avhandlingen finns att lasa i sin helhet pd Namnaren pa natet.
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Mot Johan, 14 ar, en av eleverna i fallstudien, néar han I6ser matematiska problem:

I figuren har en kvadrat ABCD och tvd halvcirklar med diametern AB och AD ritats upp. Om ldngden
av AB dr 2 cm, hur stor dr den skuggade arean?

Han forklarade problemet pa ett mycket konkret satt och A

berattade sedan att man kunde I6sa problemet pa tva olika satt.

Alternativ 1:

Man tar de tva sma skuggade omréddena ldngst upp till vénster i
figuren och fdller ner och fyller ut tomrummen i halvcirklarna vilket gér
att de skuggade omradena tillsammans bildar halva kvadraten vilken
ddrmed dr tvd kvadratcentimeter.

Han berdttade att det var sd han sjalv hade 16st uppgiften forst,
genom att helt enkelt se detta i figuren. Men han nojde sig inte

med en l6sning utan forklarade dven att man med hjdlp av att
rakna ut de olika omradenas areor kunde l6sa problemet. D

Alternativ 2:

Férst riknar man hela kvadratens area som dir fyra kvadratcentimeter
samt cirkelhalvornas areor som dr ni/2 var. Sedan delar man in kvadraten
ifyra sma kvadrater som vardera har arean en kvadratcentimeter och
inuti den évre vénstra kvadraten [se figuren] finns en cirkelsektor som har
arean /4. Om vi drar bort cirkelsektorn frén kvadraten fdr vi detta omrdde
[pekar i figuren]. Dd kan man rdkna ut arean av det skuggade omrddet
[pekar i figuren] dverst i véinstra kvadraten.

Vi ger har nedan lite hjdlp att tolka Johans resonemang. Om vi plockar

ut den dvre vénstra kvadraten i figuren ovan och forstorar den enligt
figuren till hoger ser vi Johans cirkelsektor vitmarkerad med arean /4. Nar
Johan sager Om vi drar bort cirkelsektorn frén kvadraten fdr vi detta omrdde sa
pekar han pad det omrdde som ar blatt i figuren har intill. Detta omrade har
arean 1 —11/4 cm”. Nar Johan sedan séger Dé kan man rikna ut arean av det
skuggade omrddet dverst i vinstra kvadraten sd avser han det omrade som dr
blatt i figuren nedan. Det gar nu att rdkna ut denna area enligt

1-2(1 =1/4) cm” =11/2 — 1 cm? men detta gér inte Johan. Det framgadr inte

om Johan raknar ut den totala arean av alla de blda omraddena. Méjligen

ar han mer intresserad av strategin och det logiska resonemanget, dd han
redan angett ett svar i det forsta I6sningsalternativet. Da han kdnner areorna
av de skuggade omradena i varje delkvadrat, skulle det vara tankbart att
utnyttja detta och fa den totala arean genom berakningen

(/2 - 1)+ 2(1 —1/4) + 1 =2 cm’. | problemet visar Johan férmdga att

se strukturen i ett matematiskt material, i detta fall en geometrisk figur.
Han visar dven formaaa till flexibilitet da han kan férklara tva olika
|6sningsstrategier for att komma fram till svaret. Han anvander i det forsta I6sningsalternativet
sin formdga att plocka ut relevant information ur ett matematiskt material, i detta fall i figuren,
och snabbt bearbeta denna for att finna det, som han séger, klart enklaste I6sningsforfarandet.
Tidigare har Johan visat sekventiellt logiskt resonerande men har visar han aven férmagan att
anvanda sig av symboler och formler. Han gér det genom att anvanda metoden att genom
areaberdkningar av cirklar och cirkelsektorer fa fram ytterligare en |6sningsstrategi.
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Redan tidigt i barnets utveckling uppticks nigra av de férmagor och egenska-
per som kinnetecknar utpriglad matematisk férméga. Frimst ir det ivern att
behirska kunskapsomradet och ett matematiskt sinnelag, det vill siiga gene-
rella matematiska formagor, som framtrider. Aven hir finns variation. Att vissa
elever inte utmirker sig forrin senare i livet kan ha sin grund i att undervis-
ningen inte uppmuntrat dem att uttrycka och utveckla sina matematiska for-
magor. De gor vad som krivs av dem och klarar detta pa ett utmirkt sitt, men
om ingen ytterligare stimulering ges sker ingen utveckling, iven om individen
har fallenhet for imnet. Nagra av eleverna ir lugna, behirskade och framstar
som betydligt ildre in de dr, medan andra ir frigvisa, pidrivande och ibland
nagot stokiga. Ett lugnt och behirskat beteende kan vara ett resultat av elevens
vilja att framstd som "normal”. Eleven tvingas ibland géra ett val mellan att
visa sina férmagor, och da mojligen framsta som udda, eller hélla tillbaka sitt
intresse och sin fallenhet. Personlighetsdrag tycks sla igenom i hur eleverna
uttrycker sina férmagor. Nagra ir kortfattade och féredrar muntliga resone-
mang medan andra bide skriver sina forklaringar och berittar om sina tanke-
gangar pa ett informativt sitt.

Flertalet klarar svira berikningar men de gor det pa olika sitt. Vissa anvin-
der algoritmer och traditionella metoder medan andra anvinder egna meto-
der, ofta féredrar de att gora berikningarna i huvudet. Undersdkningen visar
att samtliga elever uttrycker ett flertal av de matematiska férmagor s3 som
de definierats i studien. Utmirkande ir elevernas formaga att formalisera ett
matematiskt material, vilket innebir att de bdde ser och tolkar den formella
strukturen i en problemformulering och att de har férmiga att finga helhe-
ten utan att bortse frin delarna. Andra férmégor som ir framtridande i stu-
dien handlar om att operera med siffror och symboler, flexibilitet i tinkandet och
att generalisera. Gemensamt for eleverna i min studie dr ocksé deras minnesfir-
mdga, i forsta hand deras férméga att minnas strukturer och strategier vid pro-
blemldsning men ocksa ren faktakunskap.

Nigra av eleverna, framforallt de yngre, fascinerade och forvinade mig vid
varje tillfille vi triffades: deras energi och nyfikenhet, deras logiska resone-
mang, formégan att dra slutsatser, se monster och finna egna losningsstrategier.
Eleverna utvecklades ocksa under studiens ging, en utveckling som hade sin
grund i att de fatt positiv uppmirksamhet for sin fallenhet och fatt stimulans i
form av utmanande problem och fragestillningar dir svaren inte varit sjilvklara
for dem.

Vilka normer styr?

Klassrumsnormer paverkar samspelet mellan lirare och elev(er), sociala nor-
mer savil som sociomatematiska, det vill siga normer som ir specifika for
dmnet matematik. Lirarens interaktion med eleverna ir viktig for hur eleven
tolkar sin kunskap och sina formagor. I denna interaktion skapas, modifieras
och etableras sociomatematiska normer som sedan utgdr grund {or klassrum-
mets matematiska praktik.

I de klassrumsobservationer jag gjort har de socialanormernaistor utstrick-
ning priglat undervisningen: eleverna bor ricka upp handen och svara nir de
far fragan, liraren ir den som férdelar ordet nigorlunda jimnt bland deltagarna
och alla elever bor forstd det innehall som presenteras. Lirarens korta positiva
respons pa ritt svar priglar en klassrumspraktik som avsevirt skiljer sig frin en
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praktik dir normen ir att eleverna bor fa argumentera for olika [6sningar pa
ett problem. Vid ett fatal tillfillen har interaktionen handlat om de matema-
tiska losningarnas karaktir som annorlunda, effektiva eller acceptabla. Normer
som skapas och etableras i klassrummet, styr elevernas attityder till imnet och
deras egen normbildning. Ibland kan emellertid konflikter uppsta mellan soci-
ala normer och sociomatematiska. Att individer férviintas passa in i mingden
ir en norm som har visat sig missgynna begivade elever.

Majlighet till extra stod

Mina resultat visade att skolorna i hilften av fallen gav nigon form av extra stod
till elever med siirskilda formégor i matematik. Stodet varierade bade vad gillde
utformning och omfattning och férindrades ocksa under studiens gang. I jaim-
forelse med ett flertal andra linder, dir statligt stod till identifierade elever ir
obligatoriskt (exempelvis www.nace.co.uk) finns det inga sjilvklara rittigheter att
kriva stod for elever med sirskilda formagor i matematik i svenska skolan. Det
verkar inte heller finnas dokumenterade svenska handlingsplaner som anger hur
skolan bor beméta dessa elever. Resultatet av enkitstudien visar att det stod som
erbjuds eleverna till storsta delen dr utformat som "accelerationsaktiviteter”. En
vanlig dtgird for elever som visar sirskild fallenhet f6r matematik ér att snabba

Mormor sa till barnbarnen: "Om jag bakar 2 pajer till er var, sa fdr jag deg éver som récker till ytterligare
3 pajer. Men jag kan inte baka 3 pajer till er var, for da récker inte degen till de 2 sista pajerna.” Hur
mdnga barnbarn hade mormor?

Johan:  Ja, det blir ju fem.

Eva: Kan du férklara.

Johan:  Nej det vet jag inte. Man ser ju att skillnaden dr en paj och sd dr den andra skillnaden
fem pajer. D& mdste det ju vara fem barn.

Det Johan forsoker forklara i denna uppgift kan liknas vid ndgon form av balansrakning. Han har
aldrig sysslat med ekvationer dven om han i intervjuer har berattat att han ar intresserad av att fa
lara sig att rdkna med obekanta. En majlig tolkning av Johans resonemang ar att han utgar ifrdn
en degklump, dér det i ena fallet (2 pajer) blir deg 6ver till 3 pajer och i det andra fallet (3 pajer)
saknas deg till 2 pajer. Hans uttryck Man ser ju att skillnaden dr en paj gestaltas da av de tva mojliga
fallen, 2 respektive 3 pajer var, och uttrycket sd dir den andra skillnaden fem pajer blir summan av

den deg som &r dver respektive saknas.

»

3 pajer var >

2 pajervar —»

Om viistallet valjer att 16sa detta problem med hjdlp av en obekant, x, som star for antalet
barnbarn och som efterfragas i problemet, s& har vi en mojlighet att félja Johans tankesétt eller
tolka hans resonemang pa foljande satt: Hans uttryck Man ser ju att skillnaden ¢ir en paj motsvarar
da hogersidan i led (2), se nedan, och hans uttryck sd dr den andra skillnaden fem pajer motsvarar
vanstersidan i samma ekvationsled. Ekvationsldsning av problemet kan se ut pa foljande satt:

1) 2x+3=3x-2

(
) 3+2=3x-2x
©) 5=x
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upp undervisningstakten. Det innebir oftast att eleverna far rikna vidare i sina
lirobocker, men det ger dem inte de utmaningar de behéver eftersom en stor
del av tiden gar at till firdighetstrining. DA lirare i stor utstrickning ser elevers
snabbhet och deras férmaga till sjilvstindigt arbete som tecken pa matematisk
formaga ir detta resultat inte forvinande. Att accelerera utbildningen genom
att lata eleven hoppa éver en arskurs visar sig inte heller vara en ldsning som
sjlvklart fungerar. Acceleration har enligt den forskning som finns pa omradet
bara positiva effekter om den kombineras med férindringar i kursinnehillet.

Vad kan vi gora?

Grupperingar kan skapas inom en klass eller inom en arskurs dir elever frin
olika klasser samlas. Fordelen med en 16sning som omfattar grupper av elever
ir att det bdde dr ekonomiskt fordelaktigt och dven ger barnen tillfille att
triiffa andra elever som delar deras intresse for matematik. Att gruppera elever
efter intresse och fallenhet ir ocksd en flexibel 16sning som ger utrymme for

Jonny och Tommy spelar pingis. Om Jonny hade haft 5 podng mer én han har, skulle han ha dubbelt
sd ménga podng som Tommy. Om Jonny hade haft 7 podng mindre ¢n han har skulle han ha héilften
sd médnga podng som Tommy. Hur mdnga pocing har Jonny?

Johans 6sning:

7 Tl - |< _— Ny = Q
- [oMM7 ~ ©

Johan léser problemet genom att observera att skillnaden i antal podng i de tva fallen &r

7 +5 =12 och att skillnaden motsvarar en och en halv del av Tommys podng. Detta satt att
resonera har stora likheter med det resonemang Johan anvande i uppgiften med mormors pajer,
dar han ocksa syntetiserar den givna informationen. Han integrerar den givna informationen i

en fér honom inre bild medan han i ovanstdende uppgift integrerar informationen dels i en bild
dels i form av en ekvation. Han behdver inte, i ndgot av fallen, ekvationsldsning for att komma
fram till ett svar. Strategierna Johan anvander i dessa tva uppgifter kan tolkas som ett uttryck for
det som i Krutetskiis struktur kallas matematiskt minne. En alternativ [6sning till stod at lasaren: Vi
kan teckna tva ekvationer som motsvarar handelserna i problemet. Vi betecknar Tommys poang
med T och Jonnys podng med J och far da féljande ekvationer:

M 2.T=J+5
2 05:T=J-7

Om vi [6ser detta system genom att subtrahera ekvation (2) fran ekvation (1)
farviatt: 1,5« T =12 Denna ekvation kan jamféras med Johans uttryck 12 =1 % « Tommy.
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omgrupperingar och nyrekryteringar efter behov. Exemplen fran studien visar
att enskild undervisning under handledning av en speciallirare eller mentor
ocksa kan ha stor betydelse {6r barnens utveckling och vilbefinnande. I sko-
lan behdvs en genomtinkt strategi dir alla barn i behov av sirskilt stod tas upp
i skolans utvecklingsplan, iven barn med sirskilda formagor.

Mycket kan gorasi den vardagliga undervisningen genom att skapa tillfillen
for elever och lirare att tillsammans fora spinnande matematiska samtal som
utvecklar elevernas begreppsforstaelse och kinslafor imnet. Om sddanasamtal
skrev redan Anna Kruse for dver hundra ar sedan i boken Askddningsmatematik
(Kruse, 2010). Hon besvarar en friga som manga lirare stiiller: "Blir inte de barn
som har svart for imnet nedstimda nir de ser hur litt andra barn ror sig i mate-
matikens virld?” "Dirpa skulle jag vilja svara:” siger Anna Kruse, ”De skulle bli
modfillda, om de inte kunde f5lja oss lirarinnor i vara forklaringar, men de blir
inte modfillda av kamraternas flykt. De blir eggade till att flja, och i de flesta
fall folider de dem ocksa. Hir dr inget annat in vad vi ser i barnets lek: ju djir-
vare desto mer eggande ir exemplet” (s 54).

Studien har visat att ett undersdkande arbetssitt, dir eleverna far losa
utmanande problem i samspel med lirare och kamrater i en kreativ klass-
rumsmiljo, stimulerar dem till matematisk utveckling, sirskilt de elever som
har utpriglad fallenhet for imnet. Ett sidant arbetssitt forutsitter, forutom
planeringstid, lirare som har matematisk kompetens, mod och engagemang
for elevernas lirande. ”Vilket syfte har jag med min undervisning?” "Riknar
jag med att alla elever 16ser problemen pa unika och kreativa sitt eller ber jag
dem memorera de metoder som jag sjilv anviinder?” "Ar jag trygg i att upp-
muntra eleverna att stilla matematiska frigor dven i situationer dir jag sjilv
inte har ett omedelbart svar?”
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