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Fibonaccis mansterrekke

Del 1

Jeg er en 15 ar gammel gutt med stor interesse for dataprogrammering (Action-
Script 3). En av de forste tingene jeg provde 4 lage var et program for 4 teste ut hva jeg
kunne klare 4 lage med de fi formlene jeg da kunne. Jeg hadde hort om Fibonacci-
tallene som lager en interessant tallfolge, og ville prove 4 lage et program som kunne
regne ut mange tall i tallfolgen, flere enn hva en vanlig kalkulator kunne. Jeg satte i
gang, og etter noen minutter hadde jeg det klart.

Jeg brukte folgende formelsammenheng:

F,=0,F=LF =F +I,
Tallfalgen inneholder monster som er helt unike. Disse megnstrene var i utgangspunk-

tet for meg kun kjent som menstre mellom tall, men kan disse menstrene ogsé sees
grafisk? Jeg ble ganske forundret over hva jeg fikk se:
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Tallene danner menster mellom seg! Det kan vzere rette linjer, eller svake buer, jeg er
ikke helt sikker (det kommer litt an pa skrifttype). Jeg aner ikke hvorfor det er slik.
Det er to unntak, i det siste tallet i femte kolonne gker det med to siffer, i motsetning
til ett siffer slik det ellers er, og det andre tallet i forste kolonne. Kanskje det betyr at
det ikke er helt rette linjer, men svake buer?

Observasjon: Alt i alt kan det se ut som om lengden pa Fibonacci-tallene gker jevnt
med nummeret pé tallet. Omtrent hvert femte Fibonacci-tall fir ett nyttsiffer.

Del 2

[ forste del av denne artikkelen lurte Mogens Hestholm pa om vekstmensteret som han
oppdaget hos Fibonaccitallene er korrekt. Omtrent hvert femte Fibonacci-tall far et nytt
siffer. Kan det virkelig stemme? Formelen for Fibonaccitallene kaller vi en rekursiv formel
siden beregningen av et nytt ledd i folgen bygger pa foregiende ledd. Det finnes flere for-
mer for formler for & beskrive folger. Tar vi eksempelvis falgen av oddetall: 1,3,5,7,9... kan
denne ogsa beskrives med en rekursiv formel der det nye leddet beregnes ved & legge 2 til
det foregdende.
T=1T,=3,T =T +2
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I tillegg kan tallfolgen beskrives med en eksplisitt formel: T =2n+1. Fordelen med den
eksplisitte formelen er at man kan beregne et ledd i falgen med et gitt nummer direkte
uten & mitte beregne de foregiende leddene. For eksempel er oddetall nummer 2431 lett
4 beregne siden T, =22431+1=4862+1=4863. Det hadde tatt lang tid & benytte seg av
den rekursive formelen og beregne alle foregiende ledd for man hadde kommet frem til
T,,,- Viser altsa at det kan veere en enorm fordel & kunne arbeide med eksplisitte formler
fremfor rekursive.

Finnes det ogsa en eksplisitt formel for Fibonacci-tallene?

Det gjor det og denne formelen har fatt navn etter Jacques Philippe Marie Binet som
utviklet deni1843. For 4 finne denne formelen tar vi utgangspunktien litt annen tallfelge
som bygger pa Fibonaccitallene. Viser pafolgenavtall F,  —aF ,deraeretfast tallsom vi
skal bestemme senere. Det viser seg nemlig at denne nye fglgen blir mye enklere enn selve
Fibonacci-tallfelgen nar vi velger a pd en lur méite.

Vi skriver:

1
Foy1—aF, =F,+F, 1—aF, =(1—-a)F,+F,_1 = (1—a)(Fn—71
a0 —

= a.tillegg setter vib=1-a. Dafar

anl)

Vi velger nd a pa en lur méte, nemlig slik at
vi:

Fn+1 — aFn = b(Fn — aFn_l)

a—1

Vi ser at venstre side av likningen og hayre side fir samme "struktur” (et Finonacci-
tall minus a ganger forgjengeren). Pa hgyre siden har vi riktignok ganget med en faktor
(1-a)=b.

Denne gjentagende strukturen gjor det mulig & bruke formelen om igjen og om igjen:
Fn+1 — aFn = b(Fn — aFn_l)
=b- b(Fn_l — aFn_2)

= bS(Fn—Q - aFn—S)

= bn(Fl — aF()) ="

Den nye tallfglgen vistuderer er en geometrisk folge, dvs. en folge der leddene er potenser
av et fast grunntall, hos oss b=(1-a). Det ma kunne sies 4 veere en "enkel” tallfolge.
Vi skal nd se pid de kravene vi stilte til tallet a underveis i prosessen:

1
:a.
a—1

Vifinner en passende lpsning ved 4 lose likningen

1++5
TR

1
-1 =gellerz? —z—1= 0,somgirzi 2 =
T

Noen vil kjenne dette igjen som det gylne snitt.

1 1-—
+2\/55éblirb:17a: 2\/5

Settervia =
og vi ser at bade a og b er losninger av likningen 2 — 2 — 1 = 0. Dermed kan vi pa noy-
aktig samme mate som oppe fa:

F,11 — bF,, = a" ogvihar plutselig to formler for F},; 1, nemlig

Foi1=aF, +0"ogF, 1 = bF, + a". Setter videm lik hverandre kan vi skrive:
Fn+1 - Fn+1

aF, +b" =bF,, +a"

(a—b)F, =a" ="
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Vi har fatt Binets formel for Fibonacci-tallene som er differansen mellom to geometriske
folger. Dette er en eksplisitt formel fordi Fibonaccitallene nd kan beregnes utelukkende
med utgangspunkt i nummeret n uten 4 matte beregne tidligere ledd i falgen.

Vi tar nd en nzermere titt pa potensene som inngar i Binets formel. Siden tallverdien av

L-v5 ~ —0,6180339 er mindre enn 1,

2
1—+5
vil potensene av dette tallet ( 2\[ )™ &~ (—0,6180339)" danne en folge som gar raskt

mot null. Allerede

1-5 10 1
———1'% 2 0,0081305 < —
| ’ = 100

og dermed er det andre leddet i Binets formel for n=10 gitt ved

1 1-v5,, _ 0,0081305
VAN Y
Vi ser at det andre leddet i Binets formel er veldig liten. PA den andre siden vet vi at

Fibonacci-tallene er voksende heltall, si hovedparten av et Fibonacci-tall ma komme fra

den forste pot 1(1+\/5)”
en rgrste potensen —= .

~ 0,003636.

Det andre leddet er bare ansvarlig for noen siffer langt, langt bak kommaet og vi kan for-
mulere var observasjon litt nonchalant slik:

Fum (L

V52
og dermed blir Fibonacci-tallene selv s 4 si en geometrisk folge i alle fall ndr man ser pa
storrelsesordenen. Det manglende leddet gir oss alltid en "korreksjon” som er langt under
en enhet.

Denne erkjennelsen om sterrelsesordenen av Fibonacci-tallene kan nd hjelpe oss nir vi
skal uttale oss om deres "lengde” nar vi skriver demi vart tallsystem.

For vi kommer frem til hovedpoenget skal vi kort studere en meget enkel tallfalge der
det blir lett & uttale seg om lengden av leddene. Vi ser pa tallfelgen Hyn = 10" alts tier-
potensene. Falgen ser slik ut: 1,10, 100, 1000, 10000, 100000, osv. Lengden av leddene
vokser med en enhet for hvert nytt ledd. Vikan si at lengden av H, er lik n+1. Der er altsa
en direkte forbindelse mellom lengden av tallene og eksponenten i uttykket eller rettere
sagt tierlogaritmen av H, = 10™. Tierlogaritmen av et tall forteller oss ferst og fremst
hvor mange siffer tallet har foran komma, f eks log, (5243)=3,71957986 ... Se ogsé i tabel-
len nedenfor.

Tall Antal siffer | Tierlogaritmen
321 3 2,50650503
6577 4 3,81802784
129776 |6 511319438

A sporre etter lengden av Fibonacci-tallene eller antall siffer i Fibonacci-tallene er altsa
det samme som 4 etterlyse tierlogaritmen av dem. Vi ser altsa pa:

1 1+5
logio(Fy) ~ 10910(7(7)")

=2
1445

2 ) — log10(V/5)

=n-logio(

|'h
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= n - logio(1,61803399) — log10(2, 23606798)
=n-0,20898764 — 0, 349485

Dette betyr at Fibonacci-tallenes lengde vokser med "konstant fart” med indeksen eller
nummeret pd Fibonacci-tallet som bekrefter observasjonen beskrevetidel 1av artikkelen
av Mogens Hestholm. 1

Vi ser at "stigningstallet” er (0, 20898764 ~ — som forteller oss at vi for omtrent hvert

femte Fibonacci-tall kan forvente oss ett nytt siffer slik som tabellen i del 1 viser.
En annen forklaring som ikke tar logaritmer i bruk kan se slik ut: I folge vir omtrentlige
"approksimasjonsformel

1 1+v5. F,
F,~—( +\[)"er +5 ~ (
Vh 2 P,

Det betyr at F,__er litt storre enn det tidoble (ellevedoble) av F, og det betyr at F, _har

noksa sikkert ett siffer mer enn F . Pa et enda enklere niva kunne man argumentert slik:

1++5
2

)5~ 11

F = Fn+4 + Fn+3 = 2Fn+3 + Fn+2 = Z(Fn+2 + F +1) + Fn+2 = 3Fn+2 + 2Fn+l = 5Fn+1 + 3Fn > 8Fn

n+5 n
Pa akkurat ssmme mate kanvifinneat F|  =8F +5F  <13F, .Dermedser viveldigfort at
F . erminst dtte ganger si stor som F, men mindre enn 13 ganger F, ogat I, sannsynlig-

n+S
vis har ett siffer merenn F .
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