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En triangel som ar férvanansvart av Bengt Ulin
mangsidig

Denna artikel publiceras i samband med
Némnaren 2011 nr 2 som &r ett nordiskt
samarbete kring temat monster.
Vilken triangel skulle rubriken kunna syfta pi om inte pa Pascals triangel! I skolan dyker

den upp inom kapitlet kombinatorik eller dessférinnan i algebran vid utveckling av

(a+b)".
Pascals triangel ser ut sd hir:
1
11
1 21
13 31
146 41
1510105 1

Den borjar som synes med en etta i toppen och visar direfter koefficienterna for
(a+b)" for alla n=1. (Man kan dven tolka den forsta ettan som binomet upphéjt till 0.)
Pascal lanserade detta triangulira talschema i uppsatsen Traité du triangle arithmétique
(med en forsta utskrift 1654), men det var kiint i Kina redan omkring dr 1100.
Binomialkoefficienterna i Pascals triangel tillhér de grunder i kombinatorik och san-
nolikhetslira, som ingdr i skolmatematiken. Exempelvis ir antalet kombinationer av fyra
objekt bland 52 olika objekt:
~52-51-50-49

N 4.3.2.1 M

4148

Om vi f6rlinger (1) med 48! far vi det alternativa uttrycket
binationer av k st objekt bland n (olika) ir
nn—1)n-2).(n—k+1) n!

k! T kl(n—k)! 2

- Generellt, antalet kom-

(va):

Attvilja k st objekt dr detsamma som att vilja bort n-k st objekt, vilket svarar mot att for-
meln (2) - liksom redan Pascals triangel — r symmetrisk.

Lit oss nu se pd nigra intressanta, kanske dverraskande exempel rérande Pascals
triangel.

L Ndgra talfélider och summor i Pascals triangel

® Innanfor triangelsidorna med idel ettor ser vi foljden 1, 2, 3, 4, ... av naturliga tal.
Dessa tal utgor differenserna mellan talen i nistfoljande rad med samma lutning,
dvsfoljden1,3,6,10, ... Vikinner igen dem som pythagoreernas triangeltal (fig 1),
som bestims av formeln n(n+1)/2. De naturliga talen, som har konstant differens
(dvs 1) bildar en aritmetisk foljd av férsta ordningen, triangeltalen sigs utgora en
aritmetisk foljd av andra ordningen: de bestims av ett andragradsuttryck. Talen
anger i sin tur differenserna mellan talen i nistfljande ”diagonal”, dvs fljden 1, 4, 10,
20, ... Den ir en aritmetisk f6ljd av ordning 3, vilket innebir att den genereras av ett
tredjegradspolynom. Och sd vidare ...

. . . . o . . o e . etc..
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® Om vi bildar diagonaler med nigot mindre lutning (fig 2) erhaller vi (inklusive ettan
itoppen) den talfsljid 1,1,2,3,5,8, ... som lanserades av Fibonacci i [dsningen av det
berémda kaninpoblemet i Liber abaci (2:a uppl. 1228). Varje tal frain och med det
tredje 4r summan av de tv nirmast foregiende talen.

e
1 G

175167075 1
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fig 2. Usgdende frin ettan i toppen erhdller man genom addition av talen lings strecken de tal
som ingdr i Fibonaccis originaltalfolid, namligen 1,1,2,3,5,8,13,21,...

®  Om viadderar taleni pascaltriangelns rader far vi talfsljden 1,2, 4, 8,16, ... Moter vi
hir successiva potenser av talet 2? Vigen till svaret ir att lata funktionen (1+x)" alstra
binomialkoefficienterna i den triangelrad som bérjar med talen 1 och n. Om vinu
sitter x =1, 4 blir funktionens virde 2" och dess polynom ger summan av talen i den
aktuella raden. Didrmed ir frigan jakande besvarad. Om man i stillet sitter x =1,

s fir man omvixlande positiva och negativa koefficienter med den (algebraiska)
summan O.

2. Mosers cirkeldelningsproblem

Scientific American [2] publicerade ett cirkeldelningsproblem av Leo Moser (dsterri-
kisk matematiker som flyttade till Kanada). P4 randen till en cirkel sitter man ut punkter
(n=1,23, ..). Mellan dem drar man alla sammanbindningslinjer som alstrar kordor i cir-
keln. Vilken dr den funktion f{n) som bestimmer det maximala antal omraden som cir-
keln indelas i av kordorna?

[ skolan kan man lita elever i exempelvis ak 9 besvara frigan for n<6 genom att helt
enkelt rita. Effekten blir stérst om man dessforinnan stillt ett analogt problem dir n anger
antalet dragna kordor. Detta problem ir vil dgnat att 13sa genom en kombination av upp-
mirksam ritning och eftertanke. Eleverna maste {6rst avgora hur kordorna ska dras for att
ge storsta antal omraden. De finner att korda nr n dkar antalet omrdden med just n, varfor
den sokta funktionen blir

1
1+(1+2+3+...—|—n):§(n2+n+2),n20.

Nir de direfter ritar figurer till Mosers problem forvintar de sig en likartad regelbunden-
het. Dan gar fran 1till 5 blir antalet omraden 1, 2,4, 8 och 16. Forst i och med n =6 far man
se upp med kravet att antalet omriden ska bli maximalt. Inte sillan med stort tvivel eller
dtminstone motvilligt noterar de 31 omraden {6rn=6. "Det ska ju bli 32" séiger de.

Att hirleda funktionen f{n) dr ndgot fér avancerat for de flesta i skolan. Nimnaren tog
upp problemet i sin problemhérna i nr 2/81-82. Sedan en defekt 16sning publicerats angav
Andrejs Dunkels en instruktiv 16sning i nr 3/82-83 [1]. Funktionen f{1n) kan dock presen-
teras bide enkelt och vackert i skolan, den ir identisk med summan av pascaltriangelns tal
rad efter rad fram till det streck som dragits i fig 3.

1 615 20 15/6 1
17 21 35 3/217 1
1 8 285 70/56 28 8 1 fig3
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3. Bottentalet i tvd varianter h N a m ﬂ a re ﬂ

a) Uren kortlek dr knekt, dam och kung av varje valor borttagna. Hogsta kort ir alltsa p A ndtet
tior, lagsta ir ess som tillordnas talet 1. En person far ligga ut 5 slumpvis dragna
kort bredvid varandra, tex 3, 9,7,5,4. Du kan d4 imponera genom att blixtsnabbt
siiga om "bottentalet” (B) blir jimnt eller udda. Hur definieras da B? Man adderar
angrinsande tal med varann rad efter rad och kommer pd s3 vis till ett tal lingst ner.
Med de nyss givna talen far vi

3 975 4
1216 12 9
28 28 21

56 49
105

Man kan férenkla additionerna genom att dra bort 10 s snart summan av tva tal ir 10
eller mer. Schemat ovan blir d3

397 5 4
2 629
8 81
6 9

5

Men hur kan man blixtsnabbt avgora om bottentalet ir udda eller jimnt? Man
behover bara addera tal nr 1 och tal nr 5, i exemplet ovan 3 + 4 = 7. Denna summa ger
svaret: den har samma udda-jimn-kvalitet som bottentalet. Hur férklarar man detta?

Om vilater a, b, ¢, d och e representera de fem givna talen erhaller vi efter successiva
additioner

B=a+4b+6¢c+4d+e

Eftersom delsumman 4b + 6¢ + 4d alltid ir jimn, inverkar den ej pd bottentalets
kvalitet. Alltsd avgors denna av kvaliteten hos yttersumman a + e och den kan man ju

berikna blixtsnabbt.

b) I'skolan kan man bedriva ett undersokande arbetssitt med bottentalet genom att
borja med fyra givna tal, vilka som helst. Eleverna far soka sig fram till nigot sitt
att avgora jimn-udda-kvaliteten hos B. Négra siger att B blir udda samtidigt som
summan av de fyra talen. Vi liter denna teori st obesvarad och tar itu med fem givna
tal. Eleverna far prova med egna exempel och lir sig en bra metod: man gér minimala
indringar vid 6vergang till nya exempel. De blir éverraskade av att summan av de fem
talen inte avgor kvaliteten: man kan indra denna genom om t ex byta kvalitet pa ett av
yttertalen. Forst nu tillgriper vi algebran som effektivt hjilpmedel. Med 4 utgingstal
a—d och erhiller vi bottentalet B=a +3b + 3¢+ d. Frin denna summa kan det alltid
jimna talet 2b + 2¢ dras bort utan att kvaliteten indras. Denna bestims allts av
summan a+b+ ¢ +d. Att algebran s elegant skapar klarhet medfor att eleverna far
en verksam respekt fér denna gren av matematik. En del elever blir ivriga att g till
sex och dnnu fler utgdngstal. De moter nya éverraskningar: vid sex givna tal a—f ir
det summan a+b+e +f som avgor kvaliteten hos B, vid 7 givna tal avgor summan
a+c+e+gochvid 8 givna tal a—h ska ater samtliga tal adderas. Vid 9 givna tal blir
resultatet detsamma som vid 5 tal: summan av yttertalen avgér. Om man i Pascals
triangel firgligger positionerna for talen i den summa som bestimmer kvaliteten hos
bottentalet fir man ett vackert monster (fig 4). De rader vars nummer dr en potens av
2 far samtliga positioner firglagda.
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fig4

4) Kan Pascals triangel avsldja primtal?

De tva lidgsta primtalen, 2 och 3, fyller ut mellanrummet mellan ettorna i rad nr 2 resp 3
Pascals triangel, varvid ettan i toppen ses som rad nr 0. Nistfoljande primtal, dvs 5, ingar
som faktor i 5 och 10, som fyller ut rad nr 5 mellan ettorna. I rad nr 7 stér talen 7, 21 och 35
mellan ettorna, samtliga delbara med 7. Kan det forhalla sig s att alla rader med ett prim-
talsnummer p ir delbaramed p? Och iir det sd att alla andra rader innehaller ndgot tal mel-
lan ettorna som ej ir delbart med radnumret? Om bada frigorna har svaret ja, si skulle
Pascals triangel kunna anviindas som test pa primtal.

Av uttrycket

pp—DP—-2)..(p—k+1) (1sk=n-1)
k!
for koefficienterna mellan ettorna i rad nr p framgar att dessa ir delbara med p. Om
uttrycket divideras med p, sd maste den kvarvarande tiljaren vara delbar med k! eftersom
p ej innehéller ndgon av nimnarens faktorer och koefficienten ir ett heltal.

Anta nu att radnumret ej iir ett primtal, dvs ett sammansatt tal N. Om detta ir jaimnt,
s8 har det 2 som primtalsfaktor. Binomialkoefficienten b= (N, 2) ir d4 aldrig delbar med
Neftersom b/N = N1 dir N-1 irudda. Om N iir uddainnehéller N minst en prim-
talsfaktor, sig g. 2

Visitter o — 1

N
och vill pdvisa existensen av ett heltal k for vilket y, inte dr ett heltal. Detta innebir att
koefficienten (N, k) €j ir delbar med N.

Vi viljer k=q och erhéller

(N, k)

o - (N-1D(N=-2)..(N-g+1) T
- q! U
Det tal som ir delbart med g och ir nirmast ligre &n N dr N-g. Faktorerna i T dr hogst
N-1och ligst N-g+1 och kan dirfor ej vara delbara med q. Siledes ir o, €j ett heltal, dvs
(N, k) ir inte delbar med N.

Dirmed ir de tva frigorna besvarade och vi kan notera féljande sats: N ir ett primtal
om och endast om alla binomialkoefficienter (N, k) med 1<k<N-1ir delbaramed N.
Man skulle kunna tro att denna sats vore ett utmirkt instrument for att soka upp primtal.
Metoden skulle dock bli ofrukbart médosam for stora tal.

Till sist en fraga som skulle kunna intressera ndgon elev, och den ir inte speciellt svar att
besvara. I avsnitt 1 omnimndes de (aritmetiska) talféljder som gar parallellt med pascal-
triangelns sidor. En av dem bérjar med talen 1,11, 66, 286, 1001, 3003. Dessa tal ir delbara
med 11. Fortsiitter det sd i oindlighet? Nir man funnit svaret infinner sig osokt en gene-
ralisering: kan ndgon av de aritmetiska foljderna vara sidan att alla dess tal ir delbara med
det tal som kommer efter den inledande ettan?
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