Doug M. Clarke, Anne Roche och Annie Mitchell

Tio satt att gora brak levande

| denna artikel presenteras nagra forslag pa hur vi kan arbeta med brak s att
det inte bara handlar om att utfora berdkningar utan ocksa leder till djupare
forstaelse for rationella tal.

kan 6vervinnas. Resultat frin matematikdidaktisk forskningi Australien

och andra linder kan peka ut sitt att hantera "the big ideas” i undervis-
ningen och gora briken begripliga for vara elever. [ artikeln delar vi med oss av
insikter vi fatt frin var forskning, féreslar vad som ir viktigt och mindre viktigt,
samt presenterar ndgra praktiska elevaktiviteter, som enligt var erfarenhet har
potential att gdra brik levande for bide lirare och elever.

B rak kan vara svira att undervisa om och svira att lira sig, men svarigheter

Varfor ar brak sa svart?

De flesta dr dverens om att brak ir en viktig del av skolans matematikinnehall
(Litwiller & Bright, 2002). Arbete med brik stddjer utvecklingen av propor-
tionellt tinkande och brik ir betydelsefulla i kommande matematikstudier,
inte minst inom algebra och sannolikhet. Det finns emellertid manga lirare
som tycker att det dr svirt biade att férstd och att undervisa om brik (Lamon,
2007) och minga elever har svirt att forstd brik (Clarke, Roche, Mitchell &
Sukenik, 2006; Pearn & Stephens, 2004). En stor del av osikerheten kring
undervisning och lirande av brak verkar hirrora frin de ménga olika tolkning-
arna, representationerna och symboliska konventionerna, tex 2, 11,125 och
125% (Kilpatrick, Swafford & Findell, 2001). Dessutom generaliseras manga
egenskaper fran undervisningen om hela tal felaktigt till braken (Streefland,
1991),

Rationella tal kan tolkas pa flera olika sitt, vilka ofta ssammanfattas som del-
helhet, méitning, kvot (division), operator och forhdllande (Kieren, 1976). Som
bakgrund till var framstillning ska vi kort redogora for dessa tolkningar.

Tolkningen som del-helhet bygger pa méjligheten att dela upp antingen en
kontinuerlig storhet, tex lingd-, area- och volymmaodeller, i lika stora delar eller
en mingd av objekt i lika stora delmingder.

Ett brak kan representera en mditning, ett mitt, av en storhet i férhallande
till en enhet av storheten. Det rationella talet kan placeras som en punkt pa tal-
linjen, pa ett bestimt avstand frén noll. Lamon (1999) forklarar att denna tolk-
ning skiljer sig frdn andra tolkningar genom att antalet lika delar kan variera
beroende pa hur minga ginger man delar in i mindre enheter. Den successiva
uppdelningen méjliggdr en mitning med allt hogre precision.




Figur I. Rita eller
skriv ¥ pd sd
mdnga sdtt du
kan. Sd hdr gjorde
Darcy.

Ett brak () kan ocksa representera en division eller resultatet av en division,
somtex3+5= 2. Divisions- eller kvottolkningen kan forstas som uppdelning
och likadelning.

Ett brak kan anviindas som och beteckna en operator, tex 3/4 av 12 = 9 och
5/4-8 =10. Missuppfattningar som att multiplikation alltid gor storre och divi-
sion alltid gor mindre dr vanliga. De kan delvis bero p4 elevers bristande erfa-
renheter av att anvinda brik som operatorer.

Brik kan anvindas for att beskriva forhdllande — en jimforelse av storleken
av tvd mingder eller tvad matt, som att pa tre flickor gir det 4 pojkar. Post mfl
(1993) menar att "ratio, measure and operator constructs are not given nearly
enough emphasis in the school curriculum” (s. 328).

Enutmaning foér bade lirare och elever ir att kunna etablera alla limpliga sam-
band si att en mogen och flexibel forstielse av brak och, i forlingningen, ratio-
nella tal, kan utvecklas. En annan utmaning rér manga lirares erfarenheter fran
sin egen matematikutbildning, vilken inte har forberett dem tillrickligt for att
kunna undervisa om brak pé ett klokt sitt. Trots svarigheterna med att under-
visa om och lira brak finns det intressanta exempel p4 lirare som tydligt lyckas
med att stddja elever som forsoker forsta detta innehall. Darcy fick i uppgift att
beskriva eller rita 3/4 pa sd minga sitt han kunde (figur 1). Hans arbete uppvisar
en bredd i forstdelsen av ett antal olika sitt att tolka och tillimpa brik.
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Hir f6ljer nu tio rdd som vi menar kan underlitta elevers forstielse av brak.

1. Betona innebdrden av brak mer an manipulering

Styrdokument ger ibland sken av att méilet for undervisning om brak ir att
elever ska kunna gora operationer med alla fyra riknesitten med dem. Vi
menar att elever miste f3 tid att komma underfund med vad brak handlar
om istiillet for att direkt bérja manipulera med dem och att malet bor vara att
utveckla elever som kan resonera proportionellt.

Ett ofta refererat resultat frin den nationella utvirderingen i matematik i
USA (U.S. National Assessment of Educational Progress, NAEP, se Carpenter
mfl, 1980) stddjer att elever har svart att forstd ett briks storlek. Endast 24




procent av 13-aringarna i utvirderingen valde korrekt svar (alternativ: 1, 2, 19,
21) niir de uppskattade storleken av 12/13 + 7/8. De flesta valde 19 eller 21.

Aven om problem som innehéller proportionalitet ofta kan 16sas med hjilp
av samband som a/b= c/d menar Lamon (1999) att anviindning av den typen av
ekvationer eller samband inte i sig ir resonemang och att "proportionella tin-
kare” kan anviinda egna strategier och uttryckssitt for att forstd och hantera
den hir typen av problem och "identify everyday contexts in which propor-
tions are and are not useful” (s 235).

Vi vill att véra elever ska kunna avgéra om reklam som ”det ir bittre med
5% rabatt in 50 krirabatt” ir sann eller ej. Vi vill att vira elever ska forstd att for-
hallandet mellan arean av begrinsningsytan och volymen likavil som uttorkning
kan forklara varfér en baby som limnasien bil en varm sommardag pligas medan
en vuxen under samma férhillanden inte gor det (Lovitt & Clarke, 1988). Vi vill
ocksd atteleverna ska kunna anviinda sin taluppfattning och sin forstaelse av pro-
portionalitet for att avgora vilket av tva tvittmedelskdp som dr bist (se figur 2).
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Figur 2. Vilket av dessa
alternativ ger mest fir
pengarna?

2. Utveckla en generaliserbar regel som forklarar
inneborden av taljaren och namnaren

Nir elever inledningsvis forsoker forsta brak ir det vanligt att liraren har for-
klarat pa foljande sitt: Nimnaren talar om hur manga delar det hela har delats i
och tiljaren talar om hur minga av dessa delar man ska ta, rikna eller méla.

Denna forklaring fungerar timligen bra for brik mellan 0 och 11 vissa sam-
manhang, men simre for brik storre dn 1. Vi foreslar den hir forklaringen istil-
let: For ett brak a/b ir b namnet eller storleken pa delen ("femtedelar” heter sa
dirfor att det behovs 5 lika delar for att fylla upp en hel) och a dr antalet delar
med det namnet eller den storleken. Om vi har 7/3 talar 3 om namnet eller
storleken pi delarna, tredjedelar, och 7 talar om att vi har 7 sidan tredjedelar
(eller 25).

Vimenar att den hir forklaringen kan hjilpa eleverna till ett bittre sprik-
bruk nir de talar om brak. Vi har hort elever benimna tre fjirdedelar som
"three-fours” och "four-threes”. En sidan anvindning av heltals- snarare in
brikbenimning kan indikera att eleverna inte dnnu har klart for sig vilken
siffra som refererar till antalet delar eller till delarnas storlek.




3. Betona att brak representerar tal och anvand tallinjen

Kilpatrick, Swafford och Findell (2001) framhaller att det ir litt att forbise att
brak representerar tal eftersom det dr sa sjilvklart.

Attanviinda tallinjen har minga férdelar. Den erbjuder elever en majlighet
att se hur naturliga tal och rationella tal i brak- och decimalform ir relaterade.
Tallinjen kan illustrera varfor 5/3 dr detsamma som 1 %3, att 6/3 ir detsamma
som 2 och den kan forenkla for elever att forstd "titheten” av de rationella talen
(dvs att mellan tva godtyckliga rationella tal, i brik- och/eller decimalform,
finns oindligt minga andra rationella tal).

4. Ta tidigt tillvara tillfallen att uppmarksamma
oegentliga brak och ekvivalenser

Om elever verkar forstd sprakbruket kring brik och kan anvinda tallin-
jen kommer oegentliga brik [tiljaren ir lika stor som eller storre in nimna-
ren] att passa in helt naturligt. Aktiviteten Férgligg brdk [arbetsblad finns pa
Nimnaren pd nitet] kan hjilpa elever att utveckla forstaelse for ekvivalenta
brik och inneborden i oegentliga brak. Nir elever exempelvis forsoker forsta
inneborden av 4/31 spelets kontext kan utmaningen, att vara forst med att fylla
hela spelplanen, motivera dem att fundera kring vad som ir ekvivalent med
4/3, tex 1 rad plus 1/3 eller 5/6 och 1/2. Spelet passar alla. Elever som brottas
med ekvivalenta uttryck behover endast firgligga det de far pa tirningarna
("jag fick 2/6 s4 jag firgligger 2 av sjittedelarna”), men de observerar snart hur
kamraterna anvinder ekvivalenta uttryck och kan finga upp idén och méjlig-
heten att vara flexibel sirskilt om de tror att kommer att missa sin tur for att de
inte kan hitta ekvivalenta omraden att firgligga.

5. Anvand olika modeller for att representera brak

En stor mingd laborativa och andra material har anviints i undervisningsforssk
(Post, Wachsmuth, Lesh & Behr, 1985; Steencken & Maher, 2002) t ex briksta-
var, Cusinairestavar, papper som viks, laminerade former och datorprogram.
Det ir dock inte siikert att firdiggjorda brakmaterial gor det mojligt for elever
att utveckla viktiga idéer kring brakbegreppet, exempelvis att helheten maste
vara lika stor for att brakdelar ska kunna jimforas och att lika delar inte beho-
ver vara kongruenta (Ball 1993). Empson (2002) fann att problem som innefat-
tade likadelning gav eleverna mojlighet att generera sina egna modeller, vilka
omfattade manga viktiga aspekter av brak

Om eleverna ska bli flexibla i att anvinda och gi emellan olika modeller
behover de alltsd bli vana vid olika representationer, och material, d4 varje
modell skiljer sig 4t betriffande hur vil de synliggor olika aspekter. Minga
elever ir dock "fattiga pi modeller” och kan endast férestilla sig brik som
delar av en cirkelyta (Sowder 1988) . Vi kunde bekrifta detta nir vi studerade
elevers svar pé fragan "rita eller skriv 3/4 pa sd minga sitt du kan” som vi hiinvi-
sade till tidigare.

I de en-till-en intervjuer om tal i brak- och decimalform som vi har utar-
betat anviinde vi en uppgift frin "the Rational Number Project” som behand-
lar tolkningar av en cirkelmodell (Clarke mfl, 2006). Eleverna fick uppgiften i
figur 3 (utvecklad fran Cramer, Behr, Post & Lesh, 1997).




Deluppgift a var relativt okomplicerad,
83,0 procent av sjitteklassarna svarade 1/4.
Ytterligare 3,4 procent svarade korrekt, med
ett likvirdigt brakuttryck, ett tal i decimal-
form eller med procent, medan 5,6 procent och
1,9 procent svarade 1/5 respektive 1/2 (n=323).
Deluppgift b var svirare, endast 42,7 procent
gav det korrekta svaret 1/6 och 13,6 procent sva-
rade 1/5 (troligen baserat pd "fem delar”). Lika

Figur 3. Hur stor del av cir- stor andel svarade 1/3, méjligen for att de endast
keln éir B? Hur stor del ir D?  beaktade den vinstra sidan. Dessa elever hade

het av uppdelning med olika stora delar och hade
kanske inte mott areamodeller med "perceptual dist-
ractors” (Behr & Post, 1981). Vi tror att elever har

troligen liten erfaren-

nytta av uppgifter som innehaller visuellt distrahe- Markera 3% av
rande element, som de i figur 4. Hir tvingas eleverna rektangeln.

att tinka matematiskt snarare #n att bara rikna upp

ochskugga. Den typen av uppgifter har ocksi anviints ~ Figur 4. En uppgift med
for att diagnostisera elevers forstielse av tal i decimal-  en distraktor.

form (Roche, 2005).

6. Relatera brak till referenspunkter och uppmuntra

uppskattning.

I vir en-till-en interviju fick eleverna atta par av brak och for varje par skulle
de avgora vilket som var storst och forklara varfor (figur 5). Eleverna hade inte
tillgang till papper och penna utan var tvungna att gora jaimforelsen i huvudet.
Préva uppgiften sjilv. Kan du avgora vilket brak som ir storst, och hur gir du
till viiga? Notera dina svar innan du fortsitter lisa.

Brakpar Vilket brak ar storst? Beskriv din stratedi.
a. % s
b. 2 s
C. Y1 4
d % s
e 2 Y
f. 37 %
g. % s
h. 3% 7

Figur 5. Brdkpar.




Uppgiften gavs till 323 elever i slutet av sjiitte klass. Resultatet varierade mel-
lan de olika paren, frdn 77,1 procent korrekta svar med godtagbar férklaring for
braken 3/8 och 7/8 till det svaraste paret 3/4 och 7/9 diir endast 10,8 procent av
svaren var ratt.

Trots att flera elever, med varierad framging, gjorde briken liknimniga i
flera fall, anvinde de mest framgingsrika eleverna tva strategier som de inte
hade fitt undervisning omiskolan. Den forsta kallar vi anvindning av referens-
punkter: Eleverna jaimfor braken med 0,1/2 eller 1. For paret 3/7 och 5/8 kunde
de konstatera att 3/7 ir mindre iin 1/2 medan 5/8 iir mer in 1/2. Det var tydligt
att dessa elever kunde se brik som en punkt pa tallinjen.

En annan framgangsrik strategi kan vi kalla beaktande av dterstoden ("resi-
dual thinking”): Eleverna jimférde hur mycket som saknades upp till en hel.
Nir de jimforde 5/6 och 7/8 kunde de se att for det forsta saknas 1/6 upp till en
hel (aterstoden ir 1/6), medan for det andra saknas 1/8, vilket dr mindre, allts3
ir 7/8 storst. Detta dr en utmirkt strategi.

Det fanns ocksa elever som anviinde en felaktig strategi och jimforde skill-
naden mellan tiljare och nimnare (jmfr med "gap thinking” beskriven av Pearn
& Stephens, 2004). Dessa elever menade att 5/6 och 7/8 ir lika stora eftersom
bada behover "en del” for att bilda en hel.

Vi tror att niir elever far ta del av varandras strategier for att jimfora brak,
kan flera bli évertygade om att anviinda referenspunkter och att beakta ater-
stoden for att storleksordna tali brikform. Inte for att det inte fungerar att gora
liknimnigt, men strategierna att anvinda referenspunkter och att beakta ater-
stoden ir ofta effektivare och fokuserar tydligare pa inneborden av brak, nigot
som ofta saknas i elevers erfarenhet av brak under skolgdngen.

I en undersdkning dir tvihundra vuxna foljdes i 24 timmar visade det sig
att 60 procent av alla berikningar dessa utférde endast krivde uppskattning
eller dverslagsrikning (Northcote & McIntosh, 1999). Vi anser att detta resul-
tat bor beaktas i skolans matematikundervisning. Det iir ocksa ett skil till var-
for undervisning om rikning med brak i algoritmer for de fyra riknesitten inte
forbereder eleverna for méten med brik i vardagen, dir uppskattningar och
dverslagsberikningar dr nyckelférmégor.

7. Framhall brak som division

Forestillningen om brak som division 4r vanligtvis inte s uppmirksammad
(Clarke, 2006). Om vi uppfattar att en betydelse av 2/3 ir "tva dividerat med
tre” kan olika strategier for att hantera uppdelningssituationer snabbt bli sjilv-
klara. Nir vi uppmanar elever att skriva 3/7 i decimalform och uppmuntrar
dem att pd miniriknaren dividera 3 med 7 innebir det ironiskt nog att samban-
det mellan brak och division kommer till uttryck, men utan att vi férklarar det.
17/5 kan uttryckas som 3 %5 och elever brukar géra om det genom att dividera
17 med 5 — samma sak hir.

I vdra intervjuer fick eleverna se en bild av fem flickor och tre pizzor, lik-
nande den Lamon (2007) anviinde, och vi frigade, " Tre pizzor delades lika mel-
lan fem flickor. Hur mycket pizza fick var och en?” Fastiin 30,3 procent av sjit-
teklassarna svarade ritt (3/5), var det uppenbart att de flesta antingen ritade
en bild eller delade upp pizzorna i huvudet for att berikna delen, vilket tyder
pa att "3 uppdelat pa 5 dr 3/5” inte ir en automatiserad forstielse utan maste
beriknas med hjilp av uppdelning. Ett annat bekymmersamt resultat var att




11,8 procent av eleverna inte kunde angripa problemet. Elever
behdver mota fler divisionsproblem och uttryckligen disku-
tera relationen mellan division och svaret i brakform (3 + 5
=3/5 kan leda fram till generaliseringen atta + b=a/b).

8. Lyft fram sambandet mellan tal i brak-,
decimal- och procentform sa snart det ar
maojligt

Minga elever viljer att gora om brak till decimalform eller
procent nir de stdter pad problem som innehiller brik.
Detta flexibla tinkande bér uppmuntras, da sirskilt pro-
cent verkar vara intuitivt meningsfullt fér manga elever.
Manga forskare menar att tal i decimalform och procent
borde introduceras betydligt tidigare in vad som vanligtvis
ir fallet (tex Moss & Case, 1999).

Foljande aktivitet (inspiration fran Eggleton & Moldavan,
2001) kan hjilpa elever att se sambandet mellan brak, tal i
decimalform och procent. Ge varije elev ett kort och be dem
stilla upp sig i en rad i storleksordning, frin minst till storst
(figur 6). Attstorleksordna korten kan vara svart for eleverna,
men liraren kan naturligtvis anpassa svarighetsgraden till sin
klass. Som vi har framhillit tidigare kan férmédgan att dver-
sitta mellan tal uttryckta pa olika sitt hjilpa elever att f4 en
bittre forstielse av rationella tal.

Figur 6. Kort for att koppla ihop
brik, tal i decimalform och procent.

9. Intervjua elever enskilt med utgangspunkt fran
uppgifter for att forsta deras tankar och strategier

Vi har diskuterat flera uppgifter som vi har anviint i enskilda intervjuer som en
del av var forskning. Vi har ocksd uppmanat lirare att prova flera av dessa akti-

viteter med sina elever. I si gott som alla fall har lirare

rapporterat att intervjuer har varit speciellt anvind-
bart for att fa insikt i elevernas siitt att tinka. I manga fall

ledde intervjuerna till storre respekt for elevernas forsok

att komma underfund med brak. Lirarna var ivriga att
beritta om elevernas metoder for de andra eleverna och
att uppmuntra dem att férsoka anvinda dessa strategier
pa andra problem.

En av vira favorituppgifter, bide i intervjuerna och
som helklassaktivitet, ir Konstruera en summa fran "the
Rational Number Project” (Behr, Wachsmuth & Post,
1084). Eleverna ska ha kort med talen 1, 3,4, 5, 6 och 7

Figur 7. Konstruera en summa.

0,025 025 25
I
250% 2,5% I
|
0
0 12 3 4
Helarut-
monstretir ]
s || » || 25
10 100 1000
1, 2 250
— = bl
4" 8 100
1 1
i — 0,
4 40 2%
3 4 5
6 7
+




och en spelplan (figur 7). Uppgiften iir att placera korten i rutorna s att sum-
man ir nira men inte lika med 1. Endast 254 procent av sjitteklassarna i var
studie lyckades skapa en summa mellan 0,9 och 1,1, med totalt 85 olika kom-
binationer. Dessutom skapade 24,4 procent av eleverna minst ett oegentligt
brak i sin 16sning, vilket gor summan storre in ett med ytterligare termer att
addera. Det antyder kanske att forstielsen for oegentliga brik dr daligt utveck-
lad. Uppgiften erbjuder stora méjligheter till diskussion av relativ storlek och
till att ta upp elevernas forstaelse av oegentliga brak.

10. Leta efter exempel och aktiviteter som kan fa elever
att tanka kring brak och om begreppet rationellt tal

Hir beskriver vi dversiktligt nigra av vara favoritaktiviteter.

Brikhdngbron (inspirerad av the New South Wales Department of Education
and Training, 2003). Visa nigra bilder pa olika sorters broar och foton pd
Golden Gate i San Francisco. Forklara for eleverna att de ska konstruera nigot
liknande med hjilp av brik. Ge varje par elever tre 60 cm linga pappersrem-
sor och be dem fundera pa hur man kan visa braken 1/2,1/3,1/4,1/5,1/6,1/7,
1/8,1/9,1/10,1/11 och 1/12, genom att klippa en remsa i mindre delar — férutsatt
att hela remsan svara mot en hel. Varje elevpar ska sedan tillverka dessa brak
och skapa en hiingbro tillsammans med ett annat par (figur 8). Denna aktivitet
erbjuder bade problemlésning och évning i att anvinda brik som operatorer,
tex for att bestimma 1/6 av 60 cm. Elever ir ocksd, precis som vi var, intres-
serade av det visuella beviset for hur differensen mellan successiva stambrik
minskar nir man ror sig frin 1/2 till 1/3 till 1/4 osv.

Figur 8. Eleverna anvinder sina remsor for att skapa en
héngbro av brdk.




Cuisenairestavar (att ga mellan del och helhet, helhet till del och fran del till
del). Varje elevgrupp ska ha tillging till en uppsittning cuisenairestavar for att
16sa uppgifter som de foljande:

o Vilken brakdel av den bruna staven utgér den réda staven?

o Omden lila staven svarar mot 2/3, vilken stav utgdr da en hel?
© Omden brunastaven ir 4/3, vilken stav dr d& 1?

o Omden blastavenir 12, vilken stav ir da 2/3?

o Formulera en friga till klassen.

Klistertal. Skriv ner tal i brak-, decimalform eller som procent pa post-it-lappar
och fist en lapp pa ryggen pa varje elev. Eleverna ska sedan g runt och stiille en
ja- eller nej-fraga i taget till varandra for att lista ut vilket tal de har pa ryggen.
Onskvirda frigor ir sidana som utnyttjar referenspunkter ("ir jag mindre dn
en halv?”), medan sddana frigor som separerar tiljaren eller nimnaren ("ir min
tiljare udda?”) inte uppmanar till den typ av tinkande som vi efterstriivar.

Forstd operationer. Lit eleverna rita bilder och anvinda material for att ge
mening t och forklara foljande operationer:
1/2+1/3; 1/2-1/3; 1/2-1/3 och 1/2+1/3.

Sammanfattning

I denna artikel har vi forsokt att peka pa en del av de utmaningar som lirare
och elever moter i undervisningen om viktiga aspekter av brak. Vi har diskute-
rat stora idéer, redovisat resultat frin vira intervjuer samt presenterat 10 forsk-
ningsbaserade praktiska uppslag att anviinda i klassrummet. Utifran vara erfa-
renheter av olika kompetensutvecklingsprojekt ir vi dvertygade om att dessa
idéer och forslag har stor potential att gora brak levande och begripliga for
elever.
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