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Tre metatrianglar

Den forsta metatriangeln — de tva minsta vinklarna

En triangel har tre vinklar A, B och C, diir vi kallar den minsta A, den storsta
C och mellanvinkeln B. Lt oss utgd frin A och B och eliminera C med
C=180-A —B. Viritaruppen figur fr alla tillitna A och B, med A pa x-axeln
och B pé y-axeln. Denna figur har di en punkt fér varje mojligt virde pa A,
B och C, dvs for varje mojlig triangel, om vi inte skiljer pa trianglar som ir
likformiga.

A ir minst, sd A <B giller. En begrinsning ir alltsd linjen A = B. En annan
begrinsning ir B < C, for B 4r mellanvinkeln och C ir storst. Sitter vi in
C=180- A - Biolikheten B<Cséfér vi villkoret A + 2B <180, s4 vi ska vara
périitt sida av linjen A + 2B = 180. Den tredje begrinsningen ir A > 0, sa lin-
jen A =0 ir en tredje begrinsning. Det ir tre rita linjer. D4 bildar mingden
av allamojliga vinklar A och B, som iir en triangels tvd minsta vinklar, ... en tri-
angel! Ritar vi ut linjerna A =B och A + 2B =180 53 fir vi figuren hir intill. Vi
har fatt en figur dir varje triangel kan placeras ut som en punkt. Figuren visar
sig bli en triangel, som vi d4 kan kalla en metatriangel!

Linjen av ritvinkliga trianglar bildar en hojd i metatriangeln, linjen
A + B =90. Aven metatriangeln ir en triangel, sa den ir ocksa en punkt som
finns ndgonstansisig sjilv. Den punkten kan vi kalla metatriangelns éga och ir
markerat med en ring i bilden hir intill. Man kan rikna ut att den har sidorna
\5, 242, 3, som ger vinklarna A = 45, B = 63.4 och C = 71.6, s i figuren sva-
rar metatriangeln mot punkten A = 45 och B = 63.4. Ogat ir den punkt som
avspeglar hela metatriangeln.

Den andra metatriangeln — den minsta och den storsta

Vi kan gora detsamma med den minsta och den stérsta vinkeln, med A och C.
Vi utgar igen frin olikheterna A <B och B < C, men vill nu eliminera B. D3 ger
B =180- A — Cde tvaolikheterna 2A + C<180 och A +2C >180. Ritar vi upp
begrinsningslinjerna 2A + C=180och A +2C =180 far vi den andra metatri-
angeln, se figuren till hoger.

Den andra och den férsta metatriangeln ér olika pa flera sitt. I den andra
finns de breda likbenta pa den dvre sidan, de smala likbenta p& den undre, med
den liksidiga dir linjerna méts. De ritvinkliga svarar mot C = 90, helt enkelt.
Det ir en rit linje som ir vinkelrit mot en sida, men det iir inte en hojd, som det
var for den {orsta metatriangeln.

Den ritvinkliga linjen delar dven hir metatriangeln i tva delar - de som har
en trubbig vinkel och de som inte har det. Denna metatriangel har en trubbig
vinkel, si dess dga ir inte pd samma sida om ritvinkliga linjen som den liksidiga
triangeln. Sidlingderna har det inbordes forhallandet 4, 3V3, 8, vilket (enligt
cosinussatsen, ¢? = a> + b? — 2ab cos C) svarar mot vinklarna 25.6, 34.1 och 120.3
grader. Detta dr ganska nira en bred likbent, sa 6gat till denna metatriangel lig-
ger niira sidan som innehaller alla breda likbenta trianglar.
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Denna artikel ar en bilaga till en
artikel om metatrianglar i Néamna-
ren nr 3, 2009. Det forsta stycket
har intill &r en kort resumé.
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Den tredje metatriangeln — de tva storsta vinklarna

Den tredje metatriangeln beskrivs av B och C. Vi utgdr igen frin olikheterna A <B och
B <C, och vill nu eliminera A med A =180 — B — C. Det ger 2B + C <180 och B< C kvar-
stdr. Vi har ocksa grinsen B + C < 180, som ir A > 0.

Linjen med de ritvinkliga ir iven hiir C = 90, det iir inte en hojd hiir heller, liksom i den
andra metatriangeln. Emellertid ir denna metatriangel sjilv en ritvinklig triangel, den
enda av de tre som ir det. Det betyder att dess 6ga ligger pd den ritvinkliga linjen C = 90.
Sidorna har hir det inbérdes forhallandet 1, 3, V10, med vinklarna 18.4, 71.6, 90. Den ir
alltsd inte en pytagoreisk triangel, d4 det finns kvoter mellan sidor som inte ir rationella tal
(man méste nistan formulera sig si hir for triangeln 3v2, 472, och 5V2 har irrationella sidor
men ju dr inda pythagoreisk — likformig med 3/4,5- triangeln...).

De breda likbenta ir hiir pa den vinstra begrinsningslinjen, och de smala likbenta pa
den hogra. Den halva kvadraten ir en bred likbent triangel, s den finns dir linjen {6r de
ritvinkliga trianglarna méter den viinstra begrinsningslinjen.

Tre metatrianglar bildar en trippeltriangel

Man kan pussla ihop de tre metatrianglarna till en enda triangel
— till en trippeltriangel. Da méts de sidor i metatrianglarna som
innehaller likbenta trianglar. I trippeltriangeln svarar varje tri-
angel mot tre punkter, en i varje metatriangel. Utom de likbenta
som svarar mot tvd punkter, fér tvd av de tre sammanfaller dir
metatrianglarnas sidor mots. Den liksidiga ir igen ett undantag,
som befinner sig i endast en punkt, den enda punkt dir alla tre
metatrianglarna mots. Ett Treriksrose!

Trippeltriangeln dr en halv kvadrat. De tvé sista metatrianglar-
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nas ritvinkliga linjer dr inga hojder, men de bildar tillsammans en
hojd i trippeltriangeln. Trippeltriangeln har den halva kvadraten
mitt pa den nedre sidan, i den forsta metatriangeln, och dessutom
mitt pa trippeltriangelns hojd. Eftersom trippeltriangeln sjilv ir
en halv kvadrat, kan vi siiga att den har tvd egna dgon — ett yttre
och ettinre.

Man kan siitta ut metatrianglarnas 6gon i alla tre metatriang-
larna. DA fir trippeltriangeln ytterligare nio 6gon. Det ser ut som
i bilden hir intill. Den forsta metatriangelns gon markeras i figu-
ren med sma cirklar, den andra med storre och den tredje, som ér
ritvinklig, med de storsta cirklarna, ssmmanlagt nio punkter.

Kuriosa

Dessa nio punkter har ingenting att gora med den sk niopunktscirkeln, som siger ndgot
om en triangel, vilken som helst. Det ir faktiskt s att varje triangel har en cirkel pa vilken
inte mindre in nio punkter ligger: sidornas mittpunkter, hojdernas fotpunkter, och mitt-
punkterna pa héjderna mellan respektive hérn och hjdernas gemensamma skiirnings-
punkt. Men, som sagt, det ir en helt annan historia!

En annat sillsamt triangelkuriosum dr Morleys mirakel. Den bekriftar hur speciell
den liksidiga triangeln #r. Dra i en triangel frn varje horn tva trisektriser — linjer som
delar vinkeln i tre lika stora vinklar. Tre av trisektrisernas skirningspunkter, till "angriins-
ande” trisektriser, kommer faktiskt da att bilda en liksidig triangel, oberoende hur den
ursprungliga triangeln ser ut.
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