Kdangurutavlingen 2018 — Benjamin, facit och kommentarer m O
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N
Svar och l6sningar — Benjamin A

1. D: 3

6: E sondag

8 C 12cm

Pilarna i den forsta omgangen ger 7 poing vardera.
I den andra omgéngen ger den bista pilen 2 poing mer, dvs 9 poing.
Tredje omgangen ger da 2+ 9 poing =18 poing.

[ punkt B har den laingsamma snigeln gitt 8 rutor och den snabba har
gatt 16 rutor. B ir den enda punkt dir strickan dr dubbelt sd ling for
den snabba snigeln.

Eftersom forhallandet mellan de strickor som sniglarna avverkar ér 1:2
maste hela strickan, dvs 24 rutor, delas i 3. En del till den lingsamma
och tva delar till den snabba.

Den enda méjliga subtraktionen ir 53 — 28 = 25 som ger siffersumman
5+8=13

Eftersom den forsta dagen ir en onsdag sd ir 7, 14, 21 och 28 tisdagar.
21+5=26 och 28—-2 =26, sa den 26:e infaller pa en sondag.

Eller: Eftersom vi soker 26 sa backar vi en vecka i taget tills vi kommer
till datum dir vi vet veckodagen: 26 -7 -7 —7 =5, alltsa sondag, eller tre
veckor direkt 26 —21=5.

Det sidmsta tinkbara utfallet dr att vi slar olika resultat sex gdnger, men
sen maste ndgot upprepas.

Eftersom sidlingden pa den minsta kvadraten ir 6 cm ir sidlingden pa

den mellanstora kvadraten 6 + 2=8cm.
Den storsta kvadraten har da sidlingden 8cm + 6cm —2 cm =12 cm.
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10:B ' Om vi riknar hur manga bilar som ska at varje hall s3 finner vi ritt

] svar.

1I: A dorrl. Dorren har texten: Lejonet ligger inte bakom den hir dorren.
Eftersom upplysningen pa dorr 3 dr sann, dr bida de andra osanna.

12:B 454ar Mormoderns dlder dr nu 81— 28 =53 4r. Nir Kate foddes var hon
53—-8=454r.

13:C 21 Nir alla trianglar dr ifyllda ser det ut s hir.
Tva rutor intill varandra har 6verallt summan 5.

2

2 v 2 ¥ 2
Tva trianglar som har en gemensam sida kallar vi grannar. Det maste std
samma tal i alla trianglar som dr grannar till en triangel, s alla grannar
till en triangel med 2 méste ha samma tal och alla trianglar som ér
grannar till en triangel med 3 maste ha samma tal.
Dirfor kan triangeln bara fyllas i pa ett sitt.

14: E

15A 0 Summa av tva tresiffriga tal dr alltid mindre an 2000.
Alltsd méste D vara 1 och hela summan 1111.
Da ser vi att A+ C har entalssiffran 1, s34 A+ Cir 1eller 11.
Om A +C ir 1skulle aldrig summan bli fyrsiffrig, alltsd A + C=1L
Med B=0 (och A + C=11) far vi summan 1111, med B> O skulle vi {4
summan storre an 1111.

0
16:A |0 Flyttingen kan visas s& hir: CVD A Pra)

Q0 [0} | @

o) 0

Flyttning vid  Flyttning vid Efter fjdrde
den tredje den fjarde visslingen
visslingen visslingen

G
@

17:C 2 Den enda mojligheten att fd summan 7 med tre olika tal ir 1+ 2+ 4.
Summan 8 kan vi {3 pa tvd sitt: 1+ 2+ 5Seller 1+ 3+ 4.
Bada dessa sitt ger att de har tva gemensamma tal.
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18:C C

19: A Adam

20:D 200 cm

21:B 21

22:C 30cm?

23:D 4

2
AN
A +D =B+ C+E innebir att de fem vikterna ska delas i tvd grupper._—‘
Tillsammans viger kulorna 260 g, sa varje grupp ska viga 130 g.

Den tyngsta kulan kan alltsd inte vara C, B eller E men den littaste

kulan, som viger 30 g, miste vara nigon av dem.

Eftersom B + E viiger mer in A + C, maste det vara C som viger 30 g.

Om A viger 50 g och C 30 gram och de tvé kulorna E och B viiger 50 g
vardera, si stimmer alla vigar:

A, B och E viger 50 g vardera, C viiger 30 g och D viiger 80 g.

Oavsett om Adam kastar till Urban eller Isak s kommer den att vara
hos Adam s att han fir gora det femte kastet.

Eva—= Adam

Adam — Isak/Urban

Isak/Urban — Urban/|sak

Urban/Isak — Adam

Kvadraten bestar av en bit som ir 8x8 cm, 4 bitar som ir 8 x16 cm och
fyra bitar som dr 8x32 cm.
Tillsammans ir dessa bitar 8 cm + (4+16cm) + (4+32cm)=200cm

Varje 2 x 2 kvadrat ska innehalla bade nollor och
ettor, alltsd minst en nolla. Hela tabellen innehaller
4 st 2x 2 kvadrater som inte dverlappar varandra
(dessa kan viljas pa olika sitt) alltsd maste hela
rutan innehélla minst 4 nollor.

Den behover inte innehalla fler in 4 nollor.

Bilden visar det sitt som ger flest ettor.

—o|=|o|-
— | — | — | — | —

— | — ] — | — ] —

— — | — | — | —
—o|=|o|-

Hur vi dn viljer var 2x 2 ruta kommer den att innehalla en nolla.

De tre kvadraterna har sidlingderna 3,4 och 5 cm.

125
Triangelns area dr dirfor 5 o’

Antal lista bocker ér totalt 52 st. 10 elever har list 30 bocker
tillsammans och 8 elever har list 16, alltsd har 18 elever list 46 bocker.
D4 aterstar 6 bocker till resten av klassen.

Klassen bestar alltsd av 10 + 8 + 6 =24 elever.

10 elever liste som vi vet alla 3 bocker, men sen finns det flera

moijligheter, tex: 6 st har list den bld och den grona, 2 st har list den bla
och den gula, 2 bara den bl3, 2 bara den gula och 2 bara den grona.
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24.E 18

o
AN
Summan av alla tal ir 42, vilket ir delbart med 3. 42/3=14. _"
Eftersom talet i mitten ska ingd i alla tre summorna maste det vara
delbart med 3. Det betyder att 3, 6 och 9 kan std i mittcirkeln.

De tre tvirsummorna ska vara lika och om vi tar bort mittentalet,

som ju ir detsamma for alla tre tvirsummor, kommer de summor

som bildas av de tvi yttre cirklarna ocksa att vara lika.

Dessa tre lika summor ir tillsammans ett tal som ir delbart med 3.

Dirfor maste ocksd mittentalet vara delbart med 3 nir totalsumman

(42) dr delbar med 3.

[ forsta losningen dr summan av talen i de yttre cirklarna 13.13-3=39 och 39 +3=42.
[ andra [6sningen dr summan 12.12+3=36 och 36 + 6 =42
I tredje losningen har vi pd motsvarande sitt 11:3=33 och 33 +9=42.
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Arbeta vidare med Benjamin 2018

Efter tivlingen hoppas vi att problemen ska kunna vara underlag for minga intressanta diskussioner. I
samband med genomgang passar det bra att lita eleverna arbeta med l6sningarna i grupp. Uppmuntra
dem att hitta sd minga olika 16sningssitt som mojligt. Lat dock alla forst fa mojlighet att 1osa proble-
men pé egen hand om de inte hann det i samband med tivlingen.

Diskutera gruppernas lésningar i klassen och jaimfor idéer och angreppssitt. Lat ocksi eleverna fa
granska kamraternas losningar: Har de tagit hinsyn till alla forutsittningar? Ar de tydliga? Ar resone-
manget korrekt? Fungerar lésningsmetoden pd andra, liknande problem? Att analysera och diskutera
varandras losningar idr bra, men det kriver forstds att man arbetar langsiktigt sa att eleverna vinjer
sig vid att bade ge kritik pa ett konstruktivt sitt och att ta emot kritik. Om de redan frin bérjan far
uppleva att det ir en del av undervisningen kan det bli en naturlig och uppskattad form av arbete med
problem.

Att presentera en l6sning som andra kan folja och som ir korrekt uppbyggd ir nigot som eleverna
maste fa tid och méjlighet att utveckla med hjilp av lirare. Vilj ndgra av drets problem, arbeta igenom
lésningarna noga och gor en riktigt genomarbetad redovisning.

Alla problem kan naturligtvis diskuteras utifrén valda losningsmetoder. De flesta problem kan
16sas pa olika sitt och det ir alltid bra att jimfora dessa och se pa likheter och skillnader. Det dr ocksa
bra att beskriva losningarna med hjilp av olika uttrycksformer, konkret material, bilder, muntligt eller
skriftligt tal och med symboler. Jimfor de olika formerna och se hur den konkreta representationen
uttrycks i ord och med symboler. Nagra fragor att aterkomma till niir problemet ir 1ost:

— Kontrollera att [osningen verkligen svarar mot fragan. Ar det ett rimligt svar? Hur vet vi det?
— Pdminner problemet om nigot annat problem vi har lost tidigare?

— Vilka kunskaper hade vi nytta av nir vi loste problemet?

— Vilka nya fragor kan problemet vicka?

— Lirde vi oss nigot nytt av problemet?

G4 ocksa igenom de felaktiga svarsalternativen och resonera om varfor dessa inte ir riktiga. Lat elev-
erna gora forindringar i uppgiften sd att de andra alternativen blir riktiga. Utmaningen kan vara att
gora si sma forindringar som mojligt. De felaktiga svarsalternativen kan ocksa anvindas som utgings-
punkt for diskussion om vad som skulle kunna leda fram till dessa svar: "Hur tror ni att den som har
fatt alternativ a som svar har tinkt?”

Matematiskt arbete handlar bide om matematikinnehillet och om strategier, vilket eleverna
behéver fa diskutera for att utveckla sin matematiska kompetens. Lat dem ocksa fa argumentera for
sina losningar och sina val av metoder. I arbetet med alla problem bor formagorna att resonera och
argumentera vara centrala. Om inte tydliga resonemang kommer fram i elevernas redovisningar kan
du visa hur ett sdidant kan foras. Eleverna behover fa se vad det innebir att fora ett resonemang.

[ samband med diskussion om problemen kommer ett antal termer att aktualiseras. G4 igenom
dem. Lt eleverna anviinda och sjilva fa definiera olika begrepp och aterkom till dem i olika samman-
hang. For definitioner hinvisar vi till Matematiktermer for skolan (Kiselman & Mouwitz, 2008).

Hir har vi sorterat forslag under rubrikerna Tal, Geometri och rumsuppfatining, Sannolikhet samt
Problemlisning och resonemang. Vi ha rocksa tva problem som vi kommenterar under rubriken Mate-
matik och programmering. Naturligtvis kan problemen ocksa passa under en annan rubrik in den vi
har valt, beroende pa vad vi viljer att betrakta i problemet. Ett bra sitt att sjilv bilda sig en uppfatt-
ning om ett problems kvaliteter ir att [6sa det. D4 blir vi medvetna om hur vi sjilva tinker och vilka
samband vi anvinder. Los dirfor girna problemen sjilv och komplettera dessa forslag med egna idéer.

Mainga problemtyper dterkommer ar fran ar, i olika skepnader och i olika varianter. Vi hinvisar hiir
till nagra gamla problem som kan anviindas i samband med arbetet med &rets, men det finns manga
fler att himta pa Kingurusidan pa nitet, ncm.gu.se/kangury, dir alla tidigare omgangar ir samlade. Dir
finns ocksa forslag pa hur man kan arbeta vidare med de problemen.

Tidigare problem inom omradet geometri finns dessutom samlade i boken Geometri och rumsupp-
fattning med kinguruproblem. Lis mer om den pa ncm.gu.se/node/4742.
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Tal

Med utgingspunkt i problem kan vi diskutera egenskaper hos tal. Elever i denna alder kan resonera
om bla riknesittens innebord, faktorisering och delbarhet. Problemen utmanar ocksa elevernas stra-
tegiska tinkande och forhoppningsvis vicker de frigor om tal. Uppmuntra dirfor eleverna att stilla
fordjupande fragor. Hjilp dem ocksi att se samband bidde inom matematiken och mellan matema-
tiken och omvirlden.

3 Pilkastning
Om ingen elev har anvint sig av en tabell kan du visa, t ex:

Omgang: 1

Ring 1 (ytterst) 0

Ring 2 47 ? 0
Ring 3 0 ? +7
Totalt 14 16 _

Fyll sedan i tabellen gemensamt och 14t eleverna motivera sina forslag. Ligg till omgangar och utoka
antalet pilar. Variera poingen si att eleverna far anviinda sina strategier pa flera liknande problem.

Ett liknande problem finns i &r pa bidde Milou och Ecolier.
Tidigare problem: E 2008:9; E 20117, E 2014:8; B 2008:11.

4 Snabba sniglar

Problemet kan vid en ytlig betraktelse uppfattas som geometriskt, men handlar frimst om hastig-
het och tal. Visa hur man i en grafisk 15sning kan markera strickan runt med ett eller tva (dubbelt s&
snabbt) steg i taget och se var métet sker.

Undersok hur stor del av det totala antalet steg runt omridet som de tvé sniglarna kryper. Variera
antalet rutor och se efter monster. Om den ena snigeln kryper dubbelt sa fort kommer den att tillryg-
galigga tva tredjedelar av strickan samtidigt som den andra snigeln kryper en tredjedel. Varfor? Vilka
olika antal rutor (eller snarare sidlingder lings kanten) ger en 16sning dir sniglarna méts i ett ruthdrn?

Om ett antal ska delas i tva delar s3 att en del blir dubbelt s3 stor som den andra méiste antalet vara
delbart med 3. Varfor?

Vad krivs for att antalet ska kunna delas i tva delar dir den ena delen ir tre ginger sé stor som den
andra? Generalisera.

[ originalversionen hade sniglarna hastigheterna 1m/h och 2m/h. Fér in dessa virden i problemet och
diskutera vad de betyder. Lt eleverna l6sa problemet igen och motivera varfor svaret blir detsamma.
Andra den ena snigelns hastighet och diskutera resultatet.

Sitt en sidlingd pd kvadraterna och lit eleverna berikna nir sniglarna befinner sig i de olika punkterna
om de kryper med olika givna hastigheter, tex 2m/h och sidlingden 1m, 3m/h och sidlingden 1m.

I arets Milou 4r nr 16 ett besliktat problem:

En sjorovare har tva kistor. I den vinstra ligger det 10 guldmynt. Den andra ir tom.

[ morgon ska sjorévaren ligga 1 guldmynt i den viinstra kistan och 2 guldmynt i den andra.
Sen fortsitter han s varje dag tills det ir lika ménga mynt i bada kistorna.

Hur manga dagar tar det?
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5 En 6vermélad subtraktion och 15 Addition med bokstiver
Uppmirksamma terminologin: tusentalssiffra, hundratalssiffra, tiotalssiffra, entalssiffra och minnses-
siffra. Jimfor olika losningsmetoder.

Ett sitt dr att prova och utgd frin en genomtinkt gissning. I problem 5 kan vi gissa att forsta termen
ir 53: 53 — 20 = 33. Eftersom 33 ir 8 for mycket méste vi ta bort ytterligare 8 dvs andra termen blir 28.
— Vilka tal ir det meningsfullt att prova med som forsta term? Varfor?

Ett annat sitt dr att resonera sig fram till en 16sning: Vad vet vi om entalssiffran i andra termen?

Problem 15 kan ocksa 16sas genom att man provar sig fram, men det passar hiir bra att fora ett resone-
mang om vilka méjligheter som finns.

— Vilken siffra maste D sta for? Varfor?

—Vad vet viom A + C? Vad vet viom C + A?

Alla siffror i svaret och minnessiffran = 1.

— Varfor kan inte B vara 57

Diskutera nir olika losningsmetoder passar. Visa eleverna att de har stor nytta av att ha automatiserat
tabellerna i addition och subtraktion. Lat eleverna konstruera liknande uppgifter till varandra for att
ova dessa grundliggande kombinationer i ett lite mer kreativt sammanhang,

Liknande problem frin rets tivling:
I Ecolier 12 saknas en siffra i vardera termen: __2+3__ =57
I Cadet 11 saknas en siffra i vardera faktor och en i produkten: __3-2_ =

. 2
[ Cadet 4 ska vi ersitta * med ett tal for att fa ett korrekt uttryck: 2- 18 -1

6-*7

N«

Tidigare problem: F.2013:2; B2003:9; B2004:14; B2005:1; B2007:16; B2010:1: B2015:19; C2001:13;
C2003:22.

6 En flickig kalender
Diskutera hur man snabbt kan bestimma vilket datum det 4r om en vecka, tvd veckor om man vet
dagens datum.

— Om onsdag ir den sjiitte dagen, vilken ir den forsta? Vilken ir den sjunde? Attonde?
— Om L dr en onsdag, vilken veckodag ir da 7:e?

Undersok almanackan med avseende pa veckodag och datum. Uppmirksammaatt1,1+7,8+7,15+7,
22 +7 ir samma veckodagar (alltsd inte 1, 7, etc).

— Vilka datum ligger pd méindagar, tisdagar etc i kalendern i problemet?
— Hur manga sondagar kan det som mest finnas i en minad? Som minst?
Undersok hur ett visst datum infaller pa veckodagar under ett antal pa varandra foljande ar.

—Jagfyller &r pd en sondag i ar, vilken veckodag fyller jag da ar pa nista ar? Varfor?
Blir det alltid sa? Prata om skottarens betydelse. Nir fyller den som ir fédd 29 februari ar pa
"ritt datum”?

L4t eleverna konstruera egna problem med kalendern.

Tre problem i r, med olika svarighetsgrad, handlar om ett almanacksblad dir de flesta datum ir dolda
av en stor flick. Problemen ir forutom detta i Benjamin ocksé Ecolier nr 14, och Student nr 1.

Tidigare problem med kalendrar och veckodagar: M 2008:3; E 2011:1; B2006:19, C 2002:15.
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12 Mormors alder
[lustrera dldrarna pa en tallinje och se pé skillnaden i alder.
— Nir dr Kate, mamma och mormor fodda om Kate &r 8 ari ar?
— Nir fyller Kate 100 ar?
— Vilken dr summan av deras dldrar?
— Hur gammal var mormor nir Kates mamma féddes?
— Hur gammal var Kates mamma nir Kate foddes.

Problemet gir forstés att losa med ekvation
Hir ir K = Kates &lder, M = mammas alder och B = mormors dlder:
K=8M=28B=?

M+ B=8l
B=81-28
B=53

B:sdlder dd K foddes =53 -8 =454ar

Lat eleverna gora liknande problem med sin egen familj, eller med ndgon fantasifamilj.

Liknande problem: B 2001:16, C2001:24.

17 Masha och Dasha summerar
Vilken ir den minsta summa man kan f4 om man viljer tre olika tal? Vilken ir den storsta summan
man kan f4? Skriv upp alla méjliga summor av tre olika tal och jaimfor hur minga gemensamma tal som
ingdr i tvd summor.
— Vilka summor kan man fi om man viljer fyra olika tal ur den givna listan? Vilken ir den minsta?
— Vilka summor kan man f4 om man viljer fem olika tal? Sex olika tal?

Behandla triangeltal, 1+2;1+2+3; 1+ 2+ 3 +4;..... Forling listan och rikna ut de féljande triangeltalen.
Visa att talen kan illustreras som trianglar. °

. n(n+1) 0000
Vlsaatt1+2—|-3—l-4+...+n—T ....
0000

0000

0000

Tidigare problem: E 2009:8; B 2007:19; B 2008:15, B 2009:16.

18 Kulviigning
Aven detta problem handlar om summor som vi kan fa pa olika sitt. Vilka olika summor kan vi fa
med tre kulor? Med tva kulor? Diskutera elevernas olika strategier. Lyft fram sidana som bygger pa ett
resonemang om de ingdende talen. Eleverna behover fa vara med om gemensamt resonemang, si att
de far erfarenhet av hur ett sidant kan byggas upp. Still fragor som hjilper eleverna att bygga upp ett
resonemang, t ex:

— Hur mycket viger kulorna tillsammans?

— Hur mycket finns det i vardera vigskélen i vigen lingst till hoger?

— Hur kan vi veta att det inte dr A som viiger 80 g?

— Hur vet vi att varken A eller D viiger 30 g?
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Ecolier 201 4r ir ett liknande problem, men nigot enklare. Anvind det antingen som inledning och
arbeta gemensamt med resonemanget eller it eleverna forsoka klara det pa egen hand efter att ni har
bearbetat Benjaminproblemet gemensamt. Aven drets Milou 15 ir ett liknande problem.

En av kulorna viger 10 g, en viiger 20 g,
en 30 g och en viiger 40 g.

Vilken kula viger 30 g?

Tidigare problem: B 2006:18; B 2012:9; B 2015:9.

24 Tali cirklar

Vilken strategi kan man ha for att 16sa ett sidant hér problem? Det ér alltid bra att borja med att sum-
mera talen. I det hir problemet blir summan 42. Utifran det kan vi resonera eller prova oss fram. Arets
Cadet 17 ir ett liknande problem:

Talen 1+till 9 ska skrivas i rutorna, ett tal i varje ruta.

Fem av de summor man far da varje rad och varje kolumn
adderas ir 12, 13,15, 16 och 17 (ej nédvindigtvis i denna ordning).
Vilken ir den sjitte summan?

A:17  B:16 C:15 D: 14 E: 13

Aven hir borjar vi med att summera talen. Summan blir 45. Nir rader och kolumner adderas var for
sig kommer varje tal att riknas tva ginger. Alltsd ir summan av radsummor och kolumnsummor 90.
Visa att det gar att fylla i niitet s att summorna stimmer.

Tidigare problem: B2002:22, B 2010:10.

Geometri och rumsuppfattning

Geometri dr ett omrade som limpar sig vil for problemldsning. Att resonera sig fram till [osningen
och att sedan kunna argumentera for den ir viisentliga delar av problemldsningsférmégan. T geometri
spelar ocksa bilden en visentlig roll, som underlag fér kommunikation och som stdd for tanken. Med
stigande dlder hos eleverna bor vi ocksa stilla storre krav pa hur de anviinder bilder och vilka slutsatser
man kan dra av bilderna. Manga problem gir forstas att losa konkret, men det konkreta arbetet, i sam-
band med diskussion av 16sningar, bor kombineras med samtal s att det konkreta ger stod for tinkan-
det. Det ir resonemanget som ir centralt. Det konkreta arbetet kan ocksd anviindas for att bekrifta
l6sningar och for att skapa nya erfarenheter att bygga vidare pa.

Att redovisa en 16sning av ett geometriproblem kan vara svirt. Losningen ska vara skriven s att
lasaren forstd. Hur bor en lésning av ett geometriproblem se ut? Borja giirna med enklare problem.
Finns det ingen figur bor 16sningen inledas med att en tydlig figur ritas, beteckningar infors och att
det som ir givet markeras. Finns det en figur sd ir den ett underlag for redovisning. I den skriftliga
redovisningen hianvisar man till beteckningarna i figuren. Hur markerar man tex att en vinkel ir rit
eller att tva vinklar ir lika stora? Det gir inte att hinvisa till att en vinkel ir rit eller till att tva vinklar
ser lika stora ut om man inte har fatt veta att det ir sa.

Det kan vara littare att forklara sina tankegdngar muntligt. Lat eleverna gora en muntlig redovis-
ning forst och sedan formulera en skriftlig 1osning.
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1 Pilar mot ballonger
Bilden kan vara utgingspunkt for en diskussion om bade storlek och lige. Anvind bilden for att disku-
tera lingdskala och areaskala, och om det passar dven volymskala.

— Hur méanga olika storlekar har ballongerna?
— Hur mycket storre ir den storsta ballongen jimfért med den minsta?
— Var ligger ballongerna i férhéllande till varandra?

Lat eleverna uttrycka ballongernas placering sd noggrant som mojligt, med hjilp av ord. Be dem sedan
att komma pi ett annat sitt att beskriva liget. Om ni redan har arbetat med koordinatsystem sa
kommer de troligen pa att de kan gora ett sidant i bilden, annars kan detta vara en introduktion.

Anvind bilden som en spelplan till ett "sinka skepp”-liknande spel. I vilka punkter kommer varje
ballong att triiffas? Det ricker med en triff for att ballongen ska spricka.

2 Konstruktion ur annat perspektiv
Den hir typen av problem har férekommit tidigare, inte minst i Milou och Ecolier. Lat eleverna forst
beskriva de tre klossarna och deras placering.

For att diskutera bitarnas placering behoves flera begrepp, tex mittpunkt, vinster, hoger, kant,
kortsida, lingsida, cylinder, ritblock, kub, cirkel, rektangel, kub. For att utveckla sprak och terminologi
inom detta omrade kan eleverna arbeta i par, med en skirm emellan sig eller placerade si att de inte
ser varandras arbeten. Den ena bygger av ett antal givna klossar eller foremal en konstruktion som
den andra sedan ska kopiera, endast med hjilp av muntliga instruktioner. Uppgiften kan varieras i
svarighetsgrad genom val av féremal, genom restriktioner om hur informationen fir éverforas — det
blir enklare om den som bygger far stilla fragor. Uppgiften blir svirare om eleverna sitter mitt emot
varandra jimfoért med om de sitter bredvid varandra. Motsvarande uppgift kan ocksd goras utifran en
bild som den ena eleven ritar.

Gor flera aktiviteter dir en konstruktion ska beskrivas som en tvidimensionell bild. Lat eleverna
bygga och gora beskrivningar it varandra.

Ett siitt att beskriva ett bygge med likadana klossar
fanns i Milou 2009:12. Lit eleverna forst fa tolka 213
bilden och sedan bygga och gora liknande ritningar. ‘ e

I slojden har eleverna troligen mott ritningar dir man betraktar sin konstruktion framifran, uppifran
och fran sidan. Vad kan man se och vad kan man inte se?

Hur ser nagot ut fran baksidan? Utga fran ett fotografi och lit eleverna rita hur situationen ser ut fran
andra sidan eller uppifran.

Ett roligt problem, som visade sig vara mycket utmanande, var med i Kingurutivlingen 2003. Proble-
met presenterades sedan pa Uppslaget i Ndmnaren nummer 3, 2003, under rubriken Tiink, vik och se.
Det finns fritt tillgingligt pd ArkivN som du finner pd ncm.gu.se.

Fler problem: E 2001:12; E 2002:15; E 2004:18; E 2006:2; E 2007:11; E 2007:15; E 2009:4; B2001:23 & 24;
B 2006:16; B 2008:8; B 2011:2; B 2013:2; B 2014:8; B 2016:6; B 2017:4, C2003:11; C2014:6; C 2016:21.

8 Tre kvadrater
Diskutera hur de andra sidlingderna kan bestimmas. Hir dr det limpligt att lita eleverna anviinda
figuren for att redovisa sin 16sning.

— Vilken omkrets har de tre kvadraterna?
— Vilken area?

— Vilken omkrets har hela figuren?

— Vilken area har figuren?
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— Vilken ir den storsta omkrets vi kan fi om de tre figurerna placeras pa ett annat sitt?
— Vilken ir den minsta mojliga omkretsen?

Lit eleverna undersoka hur figuren och sidorna pé kvadraten indras om strickan 2 cm dndras.
Andra till annan sidlingd pa den minsta kvadraten. Lit den storsta kvadraten ha en given sidlingd
och bestim den minsta kvadratens sidlingd. Generalisera: Lit den minsta kvadraten ha sidan a cm.
Behill den markerade strickan 2 cm. Lit eleverna skriva uttryck for sidorna i kvadraterna och iven
bestimma uttryck for kvadraternas areor. Ersitt dven strickan 2 cm med en variabel tex b.

Tidigare problem: B2006:13; B 2015:7, B2017:15.

14 En utvikt tirning
Att i huvudet vika ihop en tirning kan vara utmanande fér manga. Vilka sidor hamnar intill varandra
och vilka blir motstidende? Lit eleverna beskriva vad som hinder nir de viker de olika alternativen.
De far da anledning att anviinda ett antal relevanta termer som kant, sida eller sidoyta, motstdende,
nirliggande.
— Vilken roll har de tvé utstickande bitarna pa varje ritning? Var kommer de sidorna att hamna?
— Hur vet vi det?
G4 igenom de olika alternativen och bestim vilka sidor som ir motstaende.

Forsok att forst gora uppgiften endast med hjilp av bild och resonemang, men gor den sedan konkret
och jamfor.

Tidigare problem: E 2004:12; E 2008:18; E 2015:17; B 2006:6; B 2015:13; C 2015:4.

20 En uppsagad triplanka
Arbeta konkret med problemet: Ge eleverna en forstoring av bilden. Om du vill anvinda problemet
for att ocksa diskutera skala kan du anpassa forstoringen sé att det blir enkelt att hantera matten.

LAt eleverna sen rita en pappersremsa med en bredd som ska motsvara 8 cm, och som ska passa in i
den forstorade bilden. Hir kan alltsd begreppet skala komma in. Klipp ut den lilla kvadraten och pla-
ceradeni bilden.

— Vilka sidor i rektanglarna har samma lingd som kvadratens sida? Markera och sitt ut
lingderna.

Lit eleverna klippa ut de rektanglar som har lingden 16 cm.
— Hur ménga sddana rektanglar behovs? Ligg ut rektanglarna kring kvadraten.
— Vilken figur bildar kvadraten och de fyra rektanglarna?
— Hur lang dr sidan pa denna?
— Vilken lingd har de rektanglar som nu saknas? Klipp ut dem och ligg klart kvadraten.

Bestim remsans lingd genom att ligga ut alla delar efter varandra.
Diskutera andra siitt att bestimma lingden, utan att ligga kvadraten och rektanglarna efter varandra.

Diskutera gemensamt hur vi kan bestimma storleken pa den lilla kvadraten endast utifran bilden.
— Vilka sidor i rektanglarna har samma lingd som kvadratens sida?
— Hur kan vi anviinda den informationen for att bestimma lingden av rektanglarna?

— Vilken area har den lilla och den stora kvadraten?

— Vilken omkrets har kvadraterna?

— Vilken omkrets har triplankan?

— Vilken area?

— Hur vi kan vi veta triplankans area utan att gora en ny berikning om vi vet stora kvadratens
area?

Att arean inte dndras niir vi delar ett omrade och flyttar bitarna ir centralt for att forstd areabegreppet.
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Om vi 4tergir till problemets kvadrat och ritar fyra nya rektanglar med samma bredd och placera |
dessa runt kvadraten kan vi konstruera en #innu storre kvadrat.

— Vilket matt har de rektanglarna?
— Vilken sida fir den nya kvadraten?

Lt eleverna skriva numeriska uttryck for rektanglarnas lingder for att se ett monster.
Kvadratens sida ir 8 cm, de fyra inre rektanglarnas lingd ir 2-8 cm,
de fyra yttre rektanglarnas lingd ir 4-8 cm.
Plankans sammanlagda lingd blir d& (8 + 4-2-8 + 4-4-8) cm = 25-8 cm = 200 cm.

Generalisera: Sitt sidlingden pa lilla kvadraten till 1 och bestim ovriga lingder. Andra kvadratens sida
till x cm och skriv uttryck om det dr en kvadrat och fyra rektanglar, en kvadrat och atta rektanglar osv.

Tva problem frin grannklasserna pAminner om detta problem:

Ecolier 24

Den stora rektangeln ir gjord av 7 kvadrater,
av olika storlek.

Det finns tre sma kvadrater, som ir lika stora.
En sidan liten kvadrat har arean 1.

Vilken area har hela den stora rektangeln?

Lt eleverna arbeta med enhetskvadrater och konstruera rektangeln. Utga frén de tre givna enhets-
kvadraterna och rita enhetskvadrater sd att nista kvadrat bildas. Hur ménga enhetskvadrater ir
det sammanlagt? Vilken area har rektangeln som bestar av 12 enhetskvadrater? Fortsiitt att rita fler
enhetskvadrater si att figuren viixer fram.

Cadet 8: |

En stor rektangel ir uppbyggd av nio identiska rektanglar
vars lingsta sida ir 10 cm.
Vilken omkrets har den stora rektangeln?

Ndgra ytterligare problem: B2006:13; B2015:12, C 2006:16; C 2011:22; C 2016:9,

22 Areaav en triangel
Lit eleverna redovisa sina losningsmetoder. Det finns &tminstone tva skilda sitt att angripa problemet.
Vi kan bestimma kvadraternas sidors lingd: 3 cm, 4 cm och 5 cm.

e v e (3+4+5)-5
Den som kan formeln for triangelns area kan anviinda sig av den —

Den som inte kan denna kan tinka sig en storre rektangel med ena sidan 3+4+5 cm och den andra
sidan 5 cm. Diagonalen i en rektangel delar den i tva lika stora trianglar, s arean blir 30 cm?.

Detta ir forstds samma idé som i formeln, sa for elever som innu inte har sett formeln kan detta vara
ett sitt att mota den. Undersok hur diagonaler delar rektanglar. Lat eleverna motivera varfor de tva
trianglarna ir lika stora. Gér detsamma med andra parallellogrammer.

=30

Tidigare problem: B2008:21.
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Sannolikhet

7 Tiarningskastet
Hir spelar formuleringen stor roll, vi behéver alltsd inte ha et visst utfall utan ndgot utfall tva ganger.
Jimfor med om formuleringen hade varit:

— Vi kastar en tirning och fir en sexa. Hur manga gdnger miste vi kasta en tirning for att vara
sikra pd att fa samma resultat igen?

— Hur minga ginger méste vi kasta en tirning for att vara siker pa att fi exempelvis en trea tva
ganger?

—Varfor kan vi vara siikra pé att fa tvd av ndgot om vi kastar tirningen sju ginger?

Lit eleverna forklara skillnaden mellan de tre fragestillningarna.

— Hur stor sannolikhet ir det att vi far en sexa om vi slar en tirning?
— Att vifar en trea?

Tidigare problem: B 2002:19; B 2015:18; B 2017:22; C 2013:5.

Problemldsning och resonemang
Textproblem uppfattas av minga som svéra, speciellt om det dr mycket information att hantera. Elev-
erna behover fa undervisning om hur de ska angripa den typen av uppgifter. Arbeta dirfor gemen-
samt med texterna och hjilp eleverna att sitta sig in i problemet, exempelvis med stddjande frigor.
Hjilp eleverna att strukturera informationen i texten.

Att forsta vad problemet handlar om ir en forutsittning for att kunna 16sa det. Men att forsta vad
det handlar om och vad som efterfrigas iir inte detsamma som att "veta vad man ska gra”. Problemls-
ning handlar om att komma fran att férsta situationen till att komma pa hur man ska komma fram till
svaret pi den formulerade frigan. Det ir denna process, som bestar av flera steg och ofta innebir bide
misslyckade och lyckade insatser, som ir central i undervisning om problemlésning. I den processen
ir resonemang en viktig del.

9 Lysande knappar
Undersok vad som hinder om vi trycker pa en knapp. Vilka knappar ger flest lysande grannknappar?
Det ir fyra knappar som ir kopplade till tre andra knappar, men det finns ett bista val, varfor?

— Vad hinder om varje knapp som tinds i sin tur tinder grannknappar?

Lit eleverna konstruera liknande problem, bide dir sd manga knappar som méjligt ska tindas och dir
s& fa som moijligt ska tindas.

Tidigare problem: B2017:4.

11 Lejonet i rummet

I problem av den hir typen spelar texten en stor roll. Nagra hade uppfattat problemet sa att frigan
gillde vilken information som ir sann. Ga igenom texten noga och 1at eleverna fa tala om vad fragan
giller. G4 sedan igenom och diskutera vilken information vi far. Arbeta systematiskt igenom texterna
pa dorrarna och jimfér med "bara en av dem ir sann”. Prova sedan :

— Varfor ir inte alternativ E riktigt?

— Om lejonet ligger bakom dorr 1 — pa hur manga dorrar dr da informationen sann?
— Om lejonet ligger bakom dorr 2 — pa hur manga dorrar ir dé informationen sann?
— Om lejonet ligger bakom dorr 3 — pa hur manga dérrar dr da informationen sann?
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Motsvarande problem fanns pa drets Cadet 13. Jimfor formuleringarna:

Ett lejon har gomt sig i ett av tre rum. PA férsta dorren kan man lisa: "Lejonet dr hir”,
pa den andra dorren kan man lisa "Lejonet ir inte hir” och pa tredje dorren

kan man lisa "2 +3=2+3". Endast en av de tre meningarna ir korrekt.

[ vilket rum har lejonet gomt sig?

Tidigare problem: B2011:19; B2013:20.

13 Tal i triangel och 21 Ettor och nollor

Ett antal problem i drets Kingurutivling handlar om tal som ska skrivas in i nit av olika slag, rutor,
trianglar, cirklar. Det finns ndgra som liknar varandra men av olika svarighetsgrad. Lat eleverna borja
med att [6sa Ecolier 23 utan svarsalternativ:

Lova ska skriva talen 1,2, 3,4, 5, 6 och 7 i figuren.
Tva tal som kommer efter varandra i talraden fér inte sta
i tva rutor som mots i ett horn eller lings en kant. ?

Vad kan hon skriva i rutan med frigetecken?

— Hur ménga olika sitt finns det att fylla i rutnitet med de sju talen?

Lat eleverna frklara hur de kommit fram till sitt svar. Ar alla 1sningar lika? Samla alla tinkbara sitt
att sitta ut talen. Vad ir lika?
— Vad ir det for speciellt med talen 1 och 7 i detta problem?

Bygg ut hagen med en ruta nedit och ligg till talet 8. Vilka tal kan da std i rutan med frigetecken?

I Benjamin 13 ska vi fylla i ett nit av nio trianglar. Lat eleverna motivera hur nitet ska fyllas i. Andra 2
och 3 till andra tal och lat eleverna upptiicka att 1dsningen i princip ir densamma, dven om summan
blir en annan.

Gor egna trianglar och sitt ut tva olika tal i tva andra rutor. Hur méaste rutorna viljas?

Problem 21 ir snarlikt, men troligen ndgot svarare. Hir behover vi forst identifiera var 2 x 2 kvadraterna
finns, sd att vi kan kontrollera att varje sidan innehéller 3 lika tal. Varfor ir det 3 st ettor vi vill ha?

— Hur manga 2 x2-kvadrater kan vi hitta i figuren?
— Hur manga 3x3? 4x4?

Att undersoka kvadrater pa detta sitt kan vara en intressant utveckling av problemet. Vilket ménster
finns dir? I Uppslaget i Naimnaren 1994:4 har Lillemor och Géran Emanuelsson beskrivit en aktivitet
pa detta tema.

Tidigare problem: E 2014;18; B2009:12.

19 Bollek
Detta problem passar bra for att jimféra losningsmetoder. Kanske vill ndgon utféra losningen konkret.

— Varfor spelar det inte nigon roll om Adam kastar bollen till Urban eller Isak.
— Hur paverkas l6sningen av om vi i stillet frigar "Vem gor det sjitte kastet?”
Andra forutsittningarna och undersok.
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23 Boklisning
Diskutera olika losningsstrategier. Borja med ett enklare fall och illustrera i en tabell:

3 st har list alla tre bocker, hir markerade med | Grona boken Rada boken  Bl& boken
2 st har last tva av bockerna, markerade med I och | T T i
resten har list en bok, markerade med |

Undersok hur antalet lista bocker paverkas av hur manga "resten” ar. Andra sedan antalet som har list
alla tre bocker etc. Med en bild kan strukturen pa problemet illustreras. Lt eleverna fa konstruera
liknande problem sjilva.

Matematik och programmering

Ett nytt innehéll i matematikundervisningen ir programmering. I grundskolan handlar det frimst
om att lira sig att programmera, medan det pa gymnasieskolan handlar om att anvinda programme-
ring for att 16sa matematiska problem. I drets tivling finns det (dtminstone) tvd problem som skulle
kunna programmeras. Problemen kan 15sas dven pa andra sitt och programmeringen kan ske dven
utan datorer. I detta material beskriver vi inte programmeringen, men vi hoppas att du som provar
programmering delar med dig av erfarenheter sé att vi kan publicera ndgra sidana exempel, skriv till
kanguru@ncm.gu.se. De tva problemen ir;

10 Korsvigen och 16 Skalbaggarna i rutan
Dessa tvd problem pdminner om varandra da de bida handlar om att tinka sig en forflyttning efter
bestimda regler inom ett begrinsat omrade. I problem 10 finns all information i bilden.

Lt eleverna rita in en bil i taget, frin startposition till den nya platsen.
— Hur ska bilarna svinga for att de andra svarsalternativen ska bli riktiga?
— Ar alla alternativ méjliga?

I problem 16 finns det mycket information i texten. G4 igenom den noga. Hur kan skalbaggarna krypa?
De kan alltsd inte krypa fram och tillbaka och pa s sitt komma till den ruta de kom frin, diremot kan
de efter ett antal steg komma tillbaka till en ruta som de tidigare har statt i.

Undersok hur ménga steg skalbaggen som minst méste ta for att komma tillbaka till sin ursprungsruta.
Diskutera de olika svarsalternativen.

— P4 vilka andra sitt skulle resultatet efter fyra visslingar ha kunnat se ut?
— Hur kan resultatet se ut efter ytterligare en vissling? Hur manga tinkbara 16sningar finns det?

Tidigare problem: E 2008:9; E 2008:7: E 2011:7, E 2014:8.
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Ndmnaren. I varje nummer finns Problemavdelningen och Kingurusidan. Lis ocksa tidigare artiklar
kring problemldsning. Nimnarenartiklar ildre in ett &r finns fritt tillgingliga som pdf-dokument
pa Nidmnaren pa nitet, namnaren.ncm.gu.se. Du finner dem via artikeldatabasen. Under ArkivN
finns alla publicerade Uppslag och Problemavdelningar samlade. Nimnaren pé niitet presenterar
varje manad nya problem under rubriken Mdnadens problem.

Strivorna finns pa ncm.gu.se/stravorna. Dir finns aktiviteter, problem och artiklar samlade och
ordnade efter kursplanens beskrivning av matematikimnets syfte och mal.

Matematiklyftets lirportal larportalen.skolverket.se. Pa lirportalen finns moduler om problemldsning
for alla stadier. Dessa ingdr i Matematiklyftet men finns fritt tillgingliga for alla. Modulerna inne-
héller teoritexter, underlag for lirares gemensamma fortbildning samt problem fér eleverna. Mate-
matiklyftets material finns allts3 tillgingligt for alla. PA Larportalen finns ocksd andra moduler dir
problemldsning ingar.
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