Kangurun — Matematikens hopp

Benjamin 2016, svar och [osningar

Hir foljer svar, rittningsmall och redovisningsblanketter. Forutom svar ger vi ocksa losningsforslag.
Ett underlag till hjilp for bokforing av klassens resultat finns att himta pa niitet.

Ritta elevernas losningar och redovisa resultaten pa webbadressen ncm.gu.se/kanguru/

Om du far problem med att redovisa via nitet, hor av dig till oss pa kanguru@ncm.gu.se

eller pa telefon 031-786 69 85. Vi ber er redovisa era resultat senast 29 april.

Uppmiirksamma giirna goda prestationer i klassen och i skolan. Namnen pa de elever som fatt bist
resultat, i varje arskurs, kommer att publiceras pa webben. Dir publiceras ocksa l6sningsfrekvenser pa
alla uppgifter liksom en sammanstillning av hur elevernas resultat fordelar sig pa olika poingintervall.
Du kan sedan jimfora dina elevers resultat med 6vriga elever i samma aldersgrupp och du kan se om de
problem som dina elever hade svart fér ocksa var svara for andra. Vi ir medvetna om att redovisningen
tar tid, men vi ber er inda att redovisa resultaten. De ir virdefulla for oss och forhoppningsvis ger en
sammanstillning av klassens resultat dven er ett bra underlag for vidare arbete. Méanga efterfragar ocksa
en sammanstillning med 16sningsfrekvenser och denna blir férstas bittre ju fler som redovisar.

Lat eleverna fd en ny chans att lésa de problem de inte hann med

Endast ndgra enstaka elever hinner att 16sa alla problem under tivlingstillfillet. Ordna dirfor girna
ett extra tillfille utom tivlan, dir klassen kan Idsa problemen utan tidsbegrinsning. Méanga skulle
sikert utmanas av de svirare problemen, om de fick tid att arbeta med dem.

Arbeta vidare med problemen
Efter redovisningssidorna i detta dokument foljer forslag till hur ni kan arbeta vidare med problemen.
Dir finns ocksa ytterligare kommentarer till [dsningarna i vissa fall.

Nominera till Mikael Passares stipendium

Mikael Passare (1959—2011) var professor i matematik vid Stockholms universitet. Han hade ett stort
intresse for matematikundervisning pé alla nivier och var den som tog initiativ till Kingurutivlingen i
Sverige. Mikel Passares minnesfond har instiftat ett stipendium for att uppmirksamma elevers mate-
matik-prestationer. I ssmband med Kingurutivlingen kommer dirfor en elev fran vardera tivlings-
klass Ecolier, Benjamin och Cadet och en gymnasieelev (Cadet, Junior eller Student) att belonas med
500 kr.

For att kunna nomineras méste eleven ha genomfort tivlingen pé korrekt sitt och klassens resultat
madste vara inrapporterade (dtminstone redovisning A). Nomineringen ska innehélla elevens namn,
skola och arskurs, tivlingsklass, resultat pa drets tivling samt uppgift om vilken dag tivlingen genom-
fordes och namn och e-post till den nominerande liraren. Dessutom ska det finnas en motivering till
varfor just denna elev ir vird att speciellt uppmirksammas. Det kan tex vara en ovanligt god presta-
tion i tivlingen, ovintat bra resultat i relation till tidigare prestationer eller annat hos eleven som ér
virt att speciellt uppmirksammas i relation till arbetet med Kingurun. Férutom detta premieras att
eleven ir hjilpsam och visar gott kamratskap. Ett underlag att anvinda fér nomineringen finns att
himta pa ncm.gu.se/kanguru/.

Nomineringen skickas senast 29 april till: Kingurutivlingen
NCM, Géteborgs universitet
Box 160
40530 GOTEBORG
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Kdngurutavlingen 2016

Svar och l6sningar — Benjamin

3 poang

L.

(C)4

Maria kan exempelvis ta bort den hogra magneten pa de tva dversta korten och pa de
fem nedre korten kan hon ta bort magneten lingst till vinster och tva av magneterna
pé kortet lingst till hoger. Tar man bort fler in fyra magneter sé faller minst ett kort
ner eftersom det finns fyra kort som inte éverlappar varandra.

(E) En tolftedel.
Fyra ginger tre smébitar blir tolv smabitar,

vilket ger att varje smébit dr en tolftedel. /
11 1

3.4 12 \

Det ir tre trafikmirken som har symmetrilinjer: A, C och E. C har tva symmetrilinjer
medan A och E har en var.

/

(©)

(B)2
Aisha ska byta plats pa gaffeln och kniven som ligger mellan den vinstra och
mellersta tallriken. Hon ska dven byta plats pa gaffel och kniv pa den hogra tallriken.

(D)50
25 par skor ricker till 50 fotter. Alltsd behoéver hundrafotingen kopa 50 skor.
100 - 2-25=50

(C)4
Tomas block innehéller 24 klossar. Eftersom Johans understa lager bestar av sex
klossar s& méste den var fyra klossar hog.

(B)

B har gemensamma kanter med de fyra sidorna A, C, D och E. Alltsé ir B botten som
ligger mitt emot den 6ppna sida.

Alt: Nir vi viker 1ddan kommer foljande sidor motas i de fyra hornen i botten: ABC,
CBD, DBE och ABE. B ingér i samtliga fyra horn och dirfor dr B ladans botten.

(A)

Diagonalen i en kvadrat dr lingre in sidan, alltsd kan man inte konstruera figur A.
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Kdangurutavlingen 2016 — Benjamin, svar och lésningar

4 podng

0. (E) 50 cm?
Dra diagonalerna i den mindre kvadraten. Den storre kvadraten
delas da in i atta kongruenta trianglar. Fyra av dem hor till den
mindre kvadraten. Dess area ir da hilften av den storres.

10. (O)2
Om tva personer sover med ansiktena mot varandra s sover den ena pi det hogra
orat och den andra pa det viinstra. Samma sak giller nir tva personer ligger med
ryggarna mot varandra.

1. (Q
Om vi numrerar ndtterna, fran vinster till hoger, 1,2, 3,4, 5 och 6, sd kommer ekorre
A att plocka not 1, ekorre B not 2, ekorre C not 3, ekorre D nodt 5 och ekorre E not 6.
Kvar ir not 4. C kommer forst till den eftersom den bara har sammanlagt fyra steg till
sin forsta not och sedan till not 4. De andra behover ta fler steg.

2. (D)0
Exakt hiften av flickorna sitter bredvid en pojke och alla pojkar sitter bredvid en
flicka. Det innebir att det dr dubbelt sd manga flickor som pojkar i klassen. Alltsd
finns det 10 pojkar och 20 flickor.

13. (E)
Nir Bertil betraktar klockan i spegeln s har vinster och hoger sida bytt plats. Alltsa
pekar klockans timvisare mot drygt 10 och minutvisaren mot kvart éver. Tio minuter
tidigare pekade minutvisaren mot fem 6ver. Spegelbilden sig da ut som E.
Alt: Klockor i speglar gir i motsatt riktning. Nu visar den en kvart i tvd och tio
minuter tidigare visade den fem minuter i tva.

4. (A)S
Mormor képer mat it fyra katter for tolv dagar och det blir 48 dagsransoner. Men nu
har det blivit sex katter, s& da far mormor dela antalet ransoner med sex, dvs maten
rickeri48/6 = 8 dagar.

15 (A)S3
Skulle Kalle vara lika gammal som sina broder skulle summan av brodernas aldrar
vara delbar med 4. Eftersom Kalle ir 3 ar yngre, far vi ett tal delbart med 4 nir vi
lagger till 3 ar till summan av deras aldrar.
Forsoker vi gora det med svarsalternativen sa far vi:
A 53+3=56, B57,C59, D 62 och E 63.
Bara A ger en summa som ir delbar med 4.

16. (D)
Cirkelsektorn som bildas efter den sista vikningen har N
medelpunktsvinkeln 45°. Eftersom klippet sker parallellt med en UT
av sektorns sidor kommer dven den vinkeln vara 45°. Viker man ut AN
den bortklippta delen si har den medelpunktsvinkeln 90°. 45° 45°
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Kdangurutavlingen 2016 — Benjamin, svar och lésningar

5 poang

17.

18.

19.

20.

21.

22.
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(D)6

Eftersom varje figur bestar av fyra smé kvadrater och den stora
kvadraten bestar av 25 sma sa kan det som mest klippas ut sex
sddana figurer. Ar det mojligt? Ja, bilden visar en mojlig variant.

(C)3

Eftersom det ir tvd kranforare som arbetar varje dag och en arbetsvecka har fem
dagar ska de tillsammans arbeta tio dagar. Det innebir att om man tar bort Matildas
tre dagar och Arnes fyra dagar blir det tre dagar kvar at Natalia.

(C)40 cm

Det dr bara hilften av omkretsen av rektanglarna A, B och D som bidrar till den
tjocka linjens lingd, alltsd 30 cm + (20 cm/ 2) = 40 cm. Man kan ocksa siga att den
tjocka linjens lingd minskar med 1/4 och 6kar med 3/4 av de sma rektanglarnas
omkretsar.

(B)S
De tal som uppfyller villkoren ar 11111, 1112, 113, 14 och 122.

(B)10

Beroende pé hur Luigi placerar borden, enkelt eller dubbelt, sa blir det antingen sex
stolar fér manga eller fyra stolar for fa. Skillnaden ir alltsa tio stolar. I en tabell kan
man testa sig fram:

Antalbord| 2 | 4 | 6 | 8 |10 | 12

Antal stolar vid enkelbord | 8 | 16 | 24 | 32 | 40 | 48
Antal stolar vid dubbelbord| 6 | 12 | 18 | 24 | 30 | 36
Skillnad enkel-/dubbelbord| 2 | 4 | 6 | 8 | 10 | 12

Alt: Lat b vara antal bord och s antal stolar. Om Luigi placerar fyra stolar runt varje
enskilt bord saknar han sex stolar, alltsi 4b — 6 = s. Om han gor dubbelbord s kriver
varje enskilt bord tre stolar och han far fyra stolar over, dvs

3b + 4 = 5. Det ger ekvationen 4b — 6 = 3b + 4 med 16sning b = 10.

(D)

Betraktar vi den stora kuben ser vi tre sidoytor pa varje liten
kub, dvs 24 sidoytor. De fem bilderna visar 6 svarta och 14 vita
sidoytor frdn de mindre kuberna. Antal sidoytor av varje farg
maste vara delbart med 3. Det kan antingen vara tva svarta kuber
och sex vita kuber, vilket skulle motsvara att den sjitte sidan

ir D eller tre svarta kuber och fem vita kuber vilket motsvarar
att den sjitte sidan dr E. Sistnimnda dr omojligt for da skulle
ytterligare tvé sidor pa den stora kuben ha tva svarta kuber liggande intill varandra.
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23.

24.
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(E)9

Det andra pastdendet ger [J+ A =[]. Alltsd ir A=0.

Det forsta pastdendetger O + [+ O =[] 10+ A alltsd2-O=9-[.

2- QO irdelbart med 9 alltsi dr O delbart med 9 men 0 < O <10 alltsa O =09.

(E) 537

Nir vi provar oss fram och foérsoker hitta tva tal med sa liten summa som méjligt,
sddana som uppfyller villkoren, sa hittar vi 102 + 435 eller 132 + 407, bida paren med
summan 537.

Ar 537 den minsta mojliga summan? Vi vet i alla fall att den minsta mojliga summan
inte dr storre dn 537.

Lat de tva tresiffriga talen vara abc och def dir a = 0, d = 0 och d = 2¢c. Alltsd ir ¢ = O
samt abc + def <537 och dirmed dra + d <5.

Omece>2sdird>4ocha+d>5 alltsd ir cinte storre in 2, dvs ¢ = 1 eller ¢ = 2.

Om ¢ =1sdird =2 och a=3.Dair tiotalen b och e minst O och 4 och summan av de
tresiffriga talen blir storre dn 540.

Det dterstir ¢ = 2da d = 4 och a = 1. Summan av tiotalen ir som minst 0+3=3 och
summan av entalen dr som minst 2+5=7. Alltsd ir 537 den minsta mgjliga summan.
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Rattningsmall

Uppgift | A B C D E | Poang
1 C 3
2 E 3
3 C 3
4 B 3
5 D 3
6 C 3
7 B 3
8 A 3
9 E 4
10 C 4
n C 4
12 D 4
13 E 4
14 A 4
15 A 4
16 D 4
17 D 5
18 C 5
19 C 5

20 B 5
21 B 5
22 D 5
23 E 5
24 E 5

SUMMA 96
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Kdangurutavlingen 2016 — Benjamin, svar och lésningar

Redovisningsblankett A

Redovisning av resultat sker pa webbadress ncm.gu.se/kanguru. Om du far problem med att redovisa,
hor av dig till oss pa kanguru@ncm.gu.se eller pé telefon 031-786 69 85. Redovisa senast 29 april.

Namn och poing for de 2 bista eleverna i varje arskurs:
Ak Namn Podng

5

Om du har fler elever med mycket bra resultat, mer in 77 poing, kan du redovisa deras namn i ett
e-brev till kanguru@ncm.gu.se.

Antal elever med ak 5 ak 6 ak7
77 — 96 poang
57 - 76 poang
41 - 56 poang
25 - 40 poang
13 - 24 podng
0 - 12 poang
Totalt antal deltagare
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Kdangurutavlingen 2016 — Benjamin, svar och lésningar

Redovisningsblankett B

For fortsatt bearbetning av resultaten dr vi intresserade av [osningsfrekvensen per uppgift.

Antal elever med ratt svar pa uppgiften

Uppgift ak5 ak 6 ak7
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Kangurutavlingen 2016

Arbeta vidare med Benjamin 2016

Nu ir tivlingsdelen av Kingurun avslutad, men vi hoppas att problemen ska kunna vara underlag for
manga intressanta diskussioner. I samband med genomgang passar det bra att lta eleverna resonera
sig fram till 16sningarna i grupp. Uppmuntra dem att hitta s& manga olika losningssitt som méjligt. Lat
alla forst fA mojlighet att 1osa problemen pé egen hand om de inte hann det i samband med tivlingen.

Diskutera gruppernas losningar i klassen och jimfor idéer och angreppssitt. Lat ocksa eleverna fa
granska kamraternas [osningar: Har de tagit hinsyn till alla forutsittningar? Ar de tydliga? Ar resone-
manget korrekt? Fungerar l6sningsmetoden pa andra, liknande problem? Att analysera och diskutera
varandras 1osningar dr bra, men det kriver forstis att man arbetar lingsiktigt si att eleverna vinjer
sig vid att bide ge kritik pa ett konstruktivt sitt och att ta emot kritik. Om de redan fran borjan far
uppleva att det ir en del av undervisningen kan det bli en naturlig och uppskattad form av arbete med
problem.

Att presentera en 16sning som andra kan folja och som ir korrekt uppbyggd ir nigot som eleverna
maste 4 tid och méjlighet att utveckla med hjilp av lirare. Vilj ndgra av arets problem, arbeta igenom
losningarna noga och gor en riktigt genomarbetad redovisning.

Alla problem kan naturligtvis diskuteras utifrin valda losningsmetoder. De flesta problem kan
16sas pa olika sitt och det ir alltid bra att jimfora dessa och se pa likheter och skillnader. Det ir ocksa
bra att beskriva l6sningarna med hjilp av olika uttrycksformer, konkret material, bilder, muntligt eller
skriftligt tal och med symboler. Jimfor de olika formerna och se hur den konkreta representationen
uttrycks i ord och med symboler. Nagra fragor att dterkomma till nir problemet ir 15st:

— Kontrollera att Iésningen verkligen svarar mot fragan. Ar det ett rimligt svar? Hur vet vi det?
— Pdminner problemet om nigot annat problem vi har l6st tidigare?

— Vilka kunskaper hade vi nytta av nir vi loste problemet?

— Vilka nya fragor kan problemet vicka?

— Lirde vi oss nigot nytt av problemet?

G4 ocksé igenom de felaktiga svarsalternativen och resonera om varfor dessa inte ir riktiga. Lat elev-
erna gora forindringar i uppgiften si att de andra alternativen blir riktiga. Utmaningen kan vara att
gora si smé forindringar som mojligt. De felaktiga svarsalternativen kan ocksa anvindas som utgings-
punkt for diskussion om vad som skulle kunna leda fram till dessa svar: "Hur tror ni att den som har
fatt alternativ a som svar har tinkt?”

Matematiskt arbete handlar mycket om resonemang. Elever behover fi resonera om bade
matematikinnehéllet och strategier for att utveckla sin matematiska kompetens. Lit dem ocksé fa
argumentera for sina 1dsningar och sina val av metoder. I arbetet med alla problem bor férmégorna att
resonera och argumentera vara centrala.

[ samband med diskussion av problemen kommer ett antal termer att aktualiseras. G igenom dem.
Lit eleverna anviinda och sjilva f& definiera olika begrepp och dterkom till dem i olika sammanhang.
For definitioner hiinvisar vi till Matematiktermer for skolan (Kiselman & Mouwitz, 2008).

Hir har vi sorterat forslag under rubrikerna Tal, Geometri samt Problemlisning och resonemang.
Naturligtvis kan flera av problemen ocksa passa under andra rubriker. Manga problemtyper dterkom-
mer ar fran ar, i olika skepnader och i olika varianter. Vi hinvisar hir till nagra gamla problem som kan
anvindas i samband med arbetet med drets, men det finns méinga fler att himta pa Kingurusidan pa
niitet, ncm.gu.se/kanguru, dir alla tidigare omgangar dr samlade. Dir finns ocksé forslag pd hur man kan
arbeta vidare med de problemen.

Tidigare problem inom omradet geometri finns dessutom samlade i boken Geometri och rumsupp-
fattning med kdinguruproblem. Lis mer om den pa ncm.gu.se/node/4742.
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Kangurutavlingen 2016 — Benjamin, arbeta vidare

OBS!

Vid nistan alla problem finns det hinvisningar till tidigare liknande problem. Efter angivelsen, tex
B2006 nr 8, foljer antingen hela problemet eller en del av det. Om den kursiverade texten foljs av tre
prickar (...) innebir det att bara en liten del av problemet dr med. Tanken ir att det ska vara enkelt att
bilda sig en uppfattning om ungefir vad det ir for problem, kanske ett som kinns igen fran tidigare
ar, och om det verkar limpligt att titta nirmare pa just nu. Inga svarsalternativ ges, men ibland har
text fran det foreslagna problemets Arbeta vidare med tagits med. Det kan ge en del idéer dven for
hur arets problem kan foljas upp.

Tal

Med utgingspunkt i problem kan vi diskutera egenskaper hos tal. Elever i denna lder kan resonera
om bla riknesittens innebord, faktorisering och delbarhet. Problemen utmanar ocksa elevernas
strategiska tinkande och forhoppningsvis vicker de frigor om tal. Uppmuntra dem dérfor att stilla
fordjupande fragor. Hjilp dem ocksa att se samband bide inom matematiken och mellan matemati-
ken och omvirlden.

2: Ahmeds pizza
P4 ncm.gu.se/matematikpapper finns bilder pa tva olika pizzor som kan skrivas ut och anviindas i
laborativt arbete. Dela pizzorna i olika antal bitar och resonera om hur man skriver brakuttryck pa
olika sitt. Elever behdver méta tal i brakform i ménga olika ssmmanhang. Pizza och tartor ir till-
talande att anviinda som metaforer i undervisningen men eleverna maste se och arbeta med andra
exempel ocksa.

Ibland ir det en fordel att limna de runda pizzorna och tartorna och éverga till rektangulira
chokladkakor. For att konkretisera 1/3 - 1/4 kan "chokladkakemodellen” anvindas. Lis mer om
multiplikation av brik i Wiggo Kilborns material Om tal i brik och decimalform — en rid trid
(s.23), som finns fritt tillgingligt fér nedladdning pa http:/ncm.gu.se/node/2581

Tidigare problem

[ f6ljande problem férekommer det bla broar, dygn, kakor och datavirus. I samtliga fall handlar det
om att ”bli vin med briken”, dvs att titta pa brakuttrycken, férstd samband och finna kloka sitt att
hantera uppgifterna pa.

B2006 nr 8, Hiilften av en hundradel . ..
Olika flexibla kunskaper och strategier att tinka informellt med tal i vart positionssystem blir allt
viktigare genom den 6kande anvindningen i samhille och utbildning. Vad ir hilften av en tion-
del? Hilften av en tusendel? Fjirdedelen av en hundradel? Dubbelt mot en hundradel? Dubbelt
mot fem tusendelar eller fem hundratusendelar?

B2009 nr 6, En bro gdr vinkelritt dver en flod.. ..

E2011 nr 9, Mormor har fodelsedagskalas med tvd likadana tdrtor . ..
I Iosningen kan betydelsen av att bitarna ir lika stora diskuteras. Spelar det nagon roll fr proble-
mets 16sning att bitarna ir lika stora? Ett triddiagram kan ritas.

GyCadet2005nr 9, Hur mdnga timmar dr en halv tredjedel av ett kvarts dygn?
Resonera om delar av &r, minader, dygn, timmar.

B2014 nr 6, En kaka viger 900¢...
Hur mycket viger den storsta biten? Vad viiger de andra bitarna? Hir finns méjlighet att variera
oppenhetsgraden och anpassa problemet till olika elever. Tar eleverna kanske for givet att alla
bitarna ir lika stora? I s fall varfor? Diskussion kan féras om betydelsen av sitta sig in i problemet
och inte ligga till villkor som inte finns.
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JZOO9nr4,Vaddr%av %av%av% av% avg av% av% av% av 10007

1:2:3-4-5:6:7-8-9
2:345:6-7-8-9-10

. _ 1. —
1000 = 10 1000 =100

Detta ir en uppgift som kan bli mycket jobbig om man bérjar multiplicera tiljaren for sig och
niamnaren for sig. Istillet blir det tydligt vilka arbetsbesparande vinster man kan géra om man f6r-
kortar.

C2002 nr 8, Ett datorvirus dter upp utrymmet pd hdrddisken ...
[ uppgiften iter datorviruset en del efter en annan. I 16sningen ir det bra att titta pa hur mycket
som ir kvar och da kan en enkel skiss kan vara till hjilp. [..] Nir kraschar harddisken?

5: Hundrafotingen
Inled med att diskutera vad man far veta i problemet. Ibland stir det fotter och ibland par av fotter.
Nir nigot dr i par dr det ofta detsamma som dubbelt. Det finns elever som upp pa hogstadieniva
inte dr sikra pd vad dubbelt innebir. I Nimnaren 2015:4 (sok under Namnaren pé nitet, ArkivN)
finns ett Uppslag som behandlar dubbelt och hilften.

Strivornaaktiviteten 8A Tusenfotingen har egentligen inget med vare sig "riktiga” hundra- eller
tusenfotingar att gora. Diaremot ir det en mycket bra aktivitet for elever i denna ldersgrupp.
Aktiviteten behandlar bl a multiplikation med tal mindre dn 1.

Tidigare problem

E2010 nr 9, Tusenfotingen Ingemar har 100 fotter ...
Problemet liknar Hundrafotingen till stor del med en blandning av antal fétter och par av skor.
Och man kan ju alltid diskutera varfor Tusenfotingen Ingemar bara har hundra fotter :-) Lit elev-
erna konstruera uppgifter, med antal fétter och par av skor, nir han har tusen fétter.

12: Pojkar och flickor
Inled med att diskutera vad man far veta i problemet. Hur ménga par kan eleverna bilda? Hur ser
paren ut med tanke pa fordelningen pojkar—flickor? Nir exakt hilften av flickorna sitter bredvid
en pojke innebir det att det gir att dela klassen i tre lika stora grupper.

Ett alternativt [6sningssitt r att utgd fran de olika svarsalternativen och féra resonemang om
mdjliga svar: (A) 25: Om det ir 25 pojkar i klassen skulle det innebira att det dr 50 flickor i klas-
sen och det ir alldeles for mycket eftersom det bara éir 30 elever i klassen. [...] (E) 5: Om det ir fem
pojkar i klassen skulle det innebira att det ir tio flickor, ssmmanlagt blir det da for fa elever i klas-
sen.

Ett liknande problem finns bland arets Cadet-uppgifter, nr 17. Lat eleverna undersoka hur lingt
det gir att resonera pa samma sitt som i Benjaminuppgiften. Vad ir lika och vad skiljer mellan
uppgifterna?

Tidigare problem:

E2012 nr 12, I Nadjas klass dr det dubbelt sd mdnga flickor som pojkar. Hur mdnga elever kan det
finnas i den klassen?
Om vi tittar pd uppgiften utan att ha svarsalternativen tillgingliga kan det férst behévas en dis-
kussion om hur stor en klass kan vara. I problemet ir det dubbelt s& manga flickor som pojkar.
Vad innebir det? Om vi vet antalet pojkar ir det relativt enkelt att berikna dubbelt. Men om den
delen ir okind vet vi bara att relationen ir 2:1. Det innebir att hela gruppen maste delasi tre, tva
delar flickor och en del pojkar, och det gor att det kan finnas manga losningar om inte svarsalterna-
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tiv ges. Lat eleverna undersoka detta konkret och med en bild. Undersok vilka antal som ir mojliga
att fordela pé detta sitt. Vad har de gemensamt? Ta upp begreppet delbarhet.

GyCadet2005 nr 4, Tvd flickor och tre pojkar dt tillsammans 16 portioner glass. Varje pojke dt dubbelt
sd mycket som varje flicka ...

C2001 nr 4, Erik har sju manliga klasskamrater fler iin han har kvinnliga. I hans klass gdar dubbelt sd
mdnga pojkar som flickor ...

14: Mormor kdper kattmat
Lit eleverna formulera egna liknande problem dir de varierar med olika antal katter och dagar.

En alternativ [6sning ir att tinka i procent: Antalet katter kar med 50 %, d4 gir det 4t 1,5 ginger
mer mat per dag. Maten ricker da till 12/1,5 = 8 dagar. Hur skulle det kunna illustreras med en
bild?

Tidigare problem
C2002 nr 18, Ett fartyg tar ombord 30 skeppsbruina frin ett vrak ...

15: Brédernas dlder
En algebraisk losning: Antag att trillingarna ir x ar, da ir Kalle x — 3 ar. Tillsammans dr de i r
(3x + x — 3) = 4x — 3. Aven om eleverna inte formellt borjat arbeta med algebra kan det vara intres-
sant for dem att se hur en sddan hir 16sning kan se ut. Resonera exempelvis gemensamt om vad x
star for och ta upp det dolda multiplikationstecknet i 4x. Betona om det behévs att de inte beho-
ver forstd allt, utan att det bara kan vara kul att fa en inblick i algebra och vilka férdelar det finns
med att [6sa uppgifter med den losningsmetoden.

Lét eleverna fortsitta undersoka hur brodernas sammanlagda dlder indras fran ar till ar. Hur
dndras den sammanlagda dldern om Kalle ir tre &r ildre, fem ar dldre, fyra &r yngre osv in sina tril-
lingbroder? Hur indras deras sammanlagda alder om de istillet ir fyrlingar, femlingar etc? Forsok
fa eleverna att se ett monster och dven formulera ett uttryck for den sammanlagda aldern.

Liknande problem finns i drets Ecolier, nr 20 och Cadet, nr 13.

Tidigare problem
B2001 nr 16, For tre dr sedan var trillingarna Paul, Simon och Bill samt deras fyra dr dldre syster Sussie
sammanlagt 24 dr gamla. Hur gammal dr Sussie idag?

20: Richard skriver tal
Richards tal kan finnas genom ett strukturerat letande eller systematiskt resonemang,. Disku-
tera vad som menas med ett tals egenskaper. Gé igenom: forsta siffran, minst lika stor, foregdende,
summan av siffrorna... Siffra eller tal? Likheter och skillnader? Vad finns det mer for egenskaper?
(udda, jimna, delbara, primtal, ...) Lit eleverna konstruera egna liknande problem som bygger pa
ett par valda egenskaper hos tal.

23: Tre symboler
I de fall d4 elever vill prova sig fram kan det litt bli kladdigt pa pappret niir de skriver och suddar.
D4 ir det bittre att de anvinder material som de kan flytta pa. Papperslappar kan fungera, innu
bittre ir ofta kapsyler. De flyttar sig inte av bara ett vinddrag/andetag och de ir litta att greppa.
Skriv en siffra inuti varje kapsyl. Nu ir det enkelt att flytta kapsylerna i letandet och nir en 16sning
ir funnen kan den skrivas ner. Diskutera med hjilp av [6sningen hur man hade kunnat resonera sig
fram istillet.

Vad hinder om vissa forutsittningar indras? Lat eleverna konstruera egna problem.
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Kryptaritmer ir en form av talpussel som passar bra for resonemang. Varje bokstav star for en
siffra, samma bokstav dr samma siffra. Hir dr nigra klassiker att arbeta med:

SEND + MORE = MONEY
ETT+ETT=TVA

TEN + TEN + FORTY =SIXTY
HALF + HALF = WHOLE

Tidigare problem
B2008 nr 16, De fem symbolerna @, €, #, & och § stdr for varsitt tal mellan 1 och 9. Vilket tal dir §? ...

B2012 nr 21, Numren pd de tre hus som jag och tvd av mina vinner bor i bildas av siffrorna A, B och C.
Vira nummer dr ABC, BC och C. Summan av numren dr 912. Vilken siffra dir B?

B2005 nr 19, Peter har ett lds med en tresiffrig kod. Han har glomt koden . ..

24: Tva tresiffriga tal

Prova, s som det beskrivs i nr 23, med siffror i kapsyler, resonera och gor tabeller.

Undersok liknande tal med olika siffror. Férsok att komma fram till ett resonemang som kan
anvindas pd alla tal i motsvarande fall.

Tidigare problem
GyCadet2006 nr 21, Den sista siffran i ett tresiffrigt tal dr 2. Om denna siffra flyttas frdn sista till
forsta plats si minskar talet med 36. Vilket dr talets siffersumma?

E2012 nr 13, Du ska gora tvd tresiffriga tal och du ska anvinda siffrorna l 2, 3,4, 5 och 6. Varje siffra
far du bara anvinda en ging. De tvd talen ska du sedan addera (ligga ihop). Vilken dr den storsta
summan du kan fd?

E2014 nr 1, Lisa ska sdtta in siffran 3 ndgonstans i talet 2014 sd att hon fdr ett femsiffrigt tal. Det femsiff-
riga talet ska bli sd litet som majligt ...

B2001 nr 21, Anvind siffrorna 1, 2,3, 4,5 och 6 och bilda tvd tresiffriga tal. Varije siffra far anvindas
endast en gang. ..

Geometri
Geometri ir ett omrade som limpar sig vl for problemldsning. Att resonera sig fram till 16sningen och
att sedan kunna argumentera for den ir viisentliga delar av problemldsningsférmégan.

[ geometri spelar ocksd bilden en visentlig roll, som underlag fér kommunikation och som stéd for
tanken. Med stigande alder hos eleverna bor vi ocksé stilla storre krav pd hur de anviinder bilder. Hur
vet vi att vinklar ir rita? Hur kan vi vara sdkra pa att en yta ir hilften sa stor som en annan? Att det ser
sd ut dr inte ett tillrickligt starkt argument, utan vi maste ocksé kunna motivera med hjilp av egenska-
per hos de geometriska objekten.

3: Vigmdrken
Strivornaaktiviteten 4C6C Spegelovningar ger eleverna omedelbar feedback pa vad som hinder
dé en spegel vinklas pa olika sitt dver linjer, prickar och geometriska figurer. Diskutera kopplingen
mellan spegeln och symmetriaxlar.

Titta pa de vigmirken som inte har en eller flera symmetriaxlar och diskutera rotationssymmetri.

Ett liknande problem finns i drets Cadet, nr 2.
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Ecolier 2010 nr 3, Mary har en bild pa fyra kingurur. Vilka av linjerna dr sym- 1 2
metrilinjer? AR\

Cadet 2010 nr 1, Hur mdnga symmetrilinjer har figuren? 1 Y/ T 3
(Samma figur som till hoger, men utan symmetrilinjer inritade.) A |

6: Block av klossar 4

Att 6verfora den konkreta upplevelsen av en verklig kropp till en tvidimensionell bild kriver erfa-
renhet och 6vning. Ménga barn far sidan trining i samband med lek men en del maste fa gora sina
erfarenheter i skolan. Ett steg mellan det konkreta och den tvidimensionella bilden kan vi numera
tamed hjilp av digital teknik, med vars hjilp eleverna kan undersika och laborera med virtuella
kuber. Det finns gott om appar till datorplattor och telefoner som kan anvindas for sidana upp-
gifter.

Bygg blocken med byggbara kuber, exempelvis Multilink. Variera storleken pé ritblocket — expe-
rimentera med klossar i olika firger. Bygg exempelvis varje "vining” i var sin firg,

Vilket dr det minsta ritblock som kan gomma klossar av en utvald firg — hur manga kuber ir
dolda? Hur manga roda ir det om det finns sju bld som dr gomda? Om det finns dtta bla? ... 20 bla?

Multilinkkuber kan anviindas till mycket mer in att bygga block av olika slag. I dokumentet
ncm.gu.se/media/nywebb/matematikverkstad/material/multilink.pdf finns forslag pa olika anvind-
ningsomraden som grundliggande talbegrepp, rumsuppfattning, monster, brik och procent,
lingd—area—volym, ekvationer, funktioner, diagram, kombinatorik och sannolikhet.

Tidigare problem
B2013 nr 2, Natalie ville bygga en likadan kub som Elsa hade byggt, men hennes klossar tog slut. Hur
manga klossar till skulle Natalie behéva till sin kub?

Elsas kub Nataﬁes kub

B2014 nr 8, Denna kub dr gjord av 27 sma kuber:
Hur mdnga smd kuber mdste man ta bort for att man ska se den
hdr bilden ndr man ser pd bygget fran sidan, ndr man ser pd det
uppifrdan och nér man ser det framifrin?

C2014 nr 6, Gustaf bygger med kuber som har kantlingden 1 cm. Han anvinder 7
kuber. Hur mdnga fler sadana kuber behover han om han vill bygga en kub med
kantlingden 3 cm?

C2003 nr 11, Micke har 42 likadana smd kuber med kantlingden 1 cm. Han bygger ett ritblock av
samtliga kuber. Ritblockets basyta har omkretsen 18 cm. Vilken dr ritblockets hijd?

E2002 nr 15, Robert bygger en tunnel av smd likadana klossar ...

7: Ladan
Uppgiften handlar om visualisering, att skapa sig en inre bild av ndgot. Uppgiften blir forstas litt-
are att l6sa om man gor det konkret, dvs klipper ut och viker, men vi behover ocksa trina formagan
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att visualisera. Samtala om vad bilden visar och om vad som hinder nir man viker.

Strivornaaktiviteten 4C5C Forst se men inte réra handlar om att vika lidor, forst i tanken och
sedan allt mer praktiskt.

Ett Pentominospel innehaller tolv bitar. P4 ncm.gu.se/matematikpapper finns dessa for utskrift.
Lat eleverna resonera tva och tva om vilka av bitarna som kan vikas samman till en ldda och sitta
ett kryss pa den kvadrat som da kan bli botten. Klipp sedan ut och titta om det stimde. Om inte,
resonera om varfor det inte stimde.

Hur ser en utvikt vanlig tirning ut, om tirningen ir korrekt prickad?

Tidigare problem R S R ‘
C2015 nr 4, Bilden visar en utvikt kub. Stasiek adderar siffrorna pa motstdende

sidor av kuben. Vilka tre summor fir Stasiek? 6
E2015 nr 17, Greta tinker vika en kub av ett papper, dér hon har ritat upp alla sidor som 1]

pa bilden. Av misstag har hon ritat 7 sidor istdllet for 6. Vilken av sidorna mdste hon 2(al7 ‘

ta bort? 5
C2003 nr 3, Rutndtet i figuren klipps ut och viks till en kub. Vilken sida kommer att ‘ 306

hamna mitt emot den kryssmarkerade sidan?

a
bix|c

dle

8: Papperskvadrater
Rumsuppfattning och forestillningar av objekt i planet och rummet ir viktiga men utvecklas
mycket olika beroende pa vilka erfarenheter elever gor. Hir ir det bra att klippa ut tva kvadrater,
prova sig fram och dven rita av olika figurer som kan liggas av kvadraterna. Alternativt kan elev-
erna rita in hjilplinjer pa svarsalternativen for att visa hur kvadraterna ir placerade. Jimfor och
resonera sirskilt om A och E. Varfor funkar E men inte A? Uppmirksamma ocksa ordet "inte”.

Lit eleverna hitta pa fler liknande problem, bide med kvadrater och andra geometriska figurer.

Tidigare problem

B2008 nr 5, Carola ligger olika figurer med sina tvd trekantiga kort, dér sidorna dr lika langa . ..

B2004 nr 5, Du har tvd likadana pusselbitar ...

9: Kvadratens area
Varfor vet vi att den gra ir en kvadrat? Hur ménga olika omraden finns det i figuren? Namnge for-
merna och ta upp likformighet och kongruens.

Vad hinder om man fortsitter rita in allt mindre kvadrater?

Lit eleverna fa forforstaelse av Pythagoras sats. Rita av problemets kvadrat pa centimeterrutat
papper. Rita in kvadrater vid trianglarnas kateter och hypotenusa. Vad uppticker eleverna?

Tidigare problem

C2011 nr 4, Bilden visar tre kvadrater. Mittenkvadratens horn ligger mitt pd den stora kvadratens sidor

GyCadet2007 nr 6, En liten kvadrat ligger inuti i en stérre kvadrat sd som figuren visar ...
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B2011 nr 21, Fyra identiska ritvinkliga trianglar dr ritade inuti en rektangel . ..
E2013 nr 14, Om vi drar linjer mellan mittpunkterna pd sidorna fir vi en ny, mindre triangel . ..

B2002 nr 14, I fyra lika stora kvadrater har sidornas mittpunkter mdrkts ut. I varje kvadrat har en viss
yta mdlats ...

B2002 nr 15, En rektangels area dr lika med 1. Dra en 7t linje genom mittpunkterna pd tvd intilliggande
sidor pd en sddan rektangel . ..

B2001 nr 19, Den stérsta kvadratens area dr 16 cm? och den minsta kvadraten, i mitten, har arean 4 cm?. ..

13: Klockan i spegeln
[ detta fall handlar det inte om tid utan hir ir det mer ett geometriskt problem att kunna se hur
den spegelviinda bilden ser ut.

Resonera om hur visarna forflyttar sig nir man ser dem i en spegel. Anvind giirna en spegel och se
efter. For den (exempelvis liraren) som "kan klockan” ir det nyttigt att se hur svirt det kan vara att
lisa av en klocka. Paradoxalt nog kan det vara si att ju bittre man kan klockan, desto svarare dr det
att avlisa den spegelvint.

Ett annat sitt for att dvertyga sig om vilken [6sning som ir korrekt kan helt enkelt vara att hélla
upp papperet mot ljuset!

Strivornaaktiviteten 4C Tvd konstiga klockor tar upp att den analoga klockan bestar av tva skalor
som ir beroende av varandra. Genom att fokusera pa en visare it gingen kan det bli enklare att
forsta vad var och en av dem visar. Aktiviteten kan vara nog si utmanande att resonera om dven for
elever som ir bra pd att lisa av analoga klockor.

Tidigare problem
E2001 nr 1, Teckningarna forestdller talen 2, 3 och 4 med sina spegel- Sz 8 L4

bilder.Hur ska ndsta teckning se ut?

B2010 nr 2, Siffran fyra speglas tvi ginger sd som pa bilden. Vi gor samma sak med siffran fem ...
Siffran ska forst speglasi en linje och direfter ska den nya figuren speglas i en annan linje. Under-
sok hur vara andra siffror skulle speglas pd motsvarande sitt. Vilka blir oforindrade? Vad beror det
pa? Undersok ocksa bokstiver pd samma sitt. Prova att vrida speglingslinjen. Paverkar det speg-
lingen?

J2008 nr 3, For att fira nydret 2008 tog Bertil pd sig en t-tréja med texten EDDH tryckt pd framsi-
dan. Han stdllde sig sedan pd héinder framfor en spegel. Nina stod pa fotterna bredvid Bertil. Vilken
text sdg hon i spegeln?

16: En vikt cirkel

Vik och vik upp, benimn brakdelarna. Forsok dven vika och klippa de dvriga 16sningarna.

Diskutera grader i en cirkel, hur man kan kiinna igen de vanligaste vinklarna och vad ordet paral-
lellt betyder.

Losningsforslagen ser lite ut som sndstjirnor, men de har bara fyra uddar. Hur viker man papperet
for att fa en sexuddig snéstjirna? Resonera och 1at eleverna prova sig fram. Ett sitt ir att utgd frin
en liksidig sexhdrning och vika fram symmetrilinjerna som gar fran horn till horn.

Lis girna Karin Bojs artikel Klart som kristall att varije flinga dir unik i Nimnaren 2011:1.

Tidigare problem
C2012 nr 7, Viktor viker ihop ett pappersark pd mitten och gor sedan tvd raka klipp med en sax ...

B2004 nr 10, Maria viker ett papper fem ganger som figuren (se ndista sida) visar. Sedan sticker hon hdl
genom det hopvikta papperet ...
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C2003 nr 1, Ett papper viks tvd gianger. Dérefter klipper man hack i det. Hur ser pappret ut nér det veck-
lasut? ...

B2001 nr 2, Hur ser detta ihopvikta papper ut om man vecklar ut det? . ..

17: Skdira ut rutor
Ar det mojligt att fylla hela kvadraten? Resonera om att 25/4 blir lite mer dn 6, dvs bor det vara
mojligt att fa in sex delar men att det blir ndgon ruta éver. 24/4 = 6, alltsd blir det en ruta dver.

Klipp ut och pussla. Anvinder exempelvis 2- eller 3-cmrutat papper som finns att skriva ut frin
ncm.gu.se/matematikpapper. Diskutera ord som viinda, vrida, kongruens och likformighet.

Kan den tomma rutan hamna var som helst? Eller bara p4 vissa positioner? Vilka i sa fall?

Pusselbiten ir konstruerad av fyra smakvadrater. Vilka andra former kan en bit med fyra smakva-
drater ha? Lat eleverna argumentera for att alla dessa olika bitar har samma area. Undersok om de
ocksa har samma omkrets. Vilken form har minst omkrets? Storst?

En bit med tre kvadrater kallas tremino. Vilka olika sidana bitar finns? Vilka kvadrater kan tickas
med sidana? En bit med fem kvadrater brukar kallas pentomino, eller pentamino. Vilka olika
sddana bitar finns? Kan man ticka kvadraten i uppgiften med sidana, om de har en annan form in
alla pa rad? (Se dven undernr7)

Tidigare problem
E2012 nr 6, Du har pusselbitar som bestdr av fyra kvadrater ...
(Samma pusselbit som i drets tivling, men uppgiften ser lite annorlunda ut.)

B2013 nr 10, Leo har en massa bitar som ser ut som den hdr till higer ...
(Annan pusselbit som ska pusslasini en 4 x 5-rektangel.)

C2013 nr 3, Ann har ett rutat papper som pa bilden.[...] Hur mdnga smad kvadrater blir kvar av pappret? ...

C2003 nr 15, Karl har till uppgift att ticka rutnditet [...] Hur mdnga trerutorsbitar mdste han minst
anvinda? ...

19: Rektanglarnas omkrets
For resonemang om hur mycket som liggs till respektive tas bort pa dels den stora rektangeln, dels
pé de sma rektanglarna.

22: Svart-vit kub

Bygg med hijilp av exempelvis multilinkkuber. Diskutera med eleverna hur man utifrin en sida
kan avgora hur de 6vriga sidorna ser ut.

Vad hinder om en vit kub byts mot en svart? Hur kan en sddan attabitars kub se ut? Rita alla sex
sidoytorna.

Lt eleverna konstruera liknande egna problem genom att bygga, formulera problemet, rita, lita
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kamrater l6sa problemet och beskriva sin sin 16sning och slutligen gemensamt resonera om proble-

VG

B2005 nr 7, Vilken av dessa kuber kan du fa om du viker ihop rutménstret till higer? . ..

met och lésningen.

C2014 nr 22, Vi har fyra identiska kuber . ..

Problemldsning och resonemang

Textproblem uppfattas av manga som svéra, speciellt om det dr mycket information att hantera. Elev-
erna behover fa undervisning om hur de ska angripa den typen av uppgifter. Arbeta dirfor gemen-
samt med texterna. G igenom tillsammans och hjilp eleverna att sitta sig in i problemet, exempelvis
med stodjande fragor. Hjilp eleverna att strukturera informationen i texten.

Att forsta vad problemet handlar om ir en forutsittning for att kunna 16sa det. Men att forsta vad
det handlar om och vad som efterfrigas iir inte detsamma som att "veta vad man ska gra”. Problemls-
ning handlar om att komma fran att férsta situationen till att komma pa hur man ska komma fram till
svaret pi den formulerade frigan. Det ir denna process, som bestar av flera steg och ofta innebir bide
misslyckade och lyckade insatser, som ir central i undervisning om problemlésning. I denna process ir
resonemang en viktig del.

I: Magneterna
Lit eleverna jimfora om det ir ssmma magneter de tar bort. Om de tar olika, hur kommer det sig
att alla kort dnda sitter kvar?

Sitt upp olika antal kort med olika antal magneter och éva upp den visuella férmagan att snabbt
kunna se konsekvenserna av att plocka bort de olika magneterna.

4: Besticken
Prova med olika antal bestick och tallrikar.

10: Huvudet pd kudden

Resonera om vad som hiinder om en person vinder sig om? Tva? Tre? Alla fyra?

11: Ekorrarna
Anvind konkret material pa en (ograderad) tallinje eller 14t eleverna dramatisera pa golvet! Reso-
nera om vad som hinder i varje steg,

Tidigare problem
E2013 nr 9, Katten och musen ror sig dt hoger. Nér musen hoppar ett steg hoppar katten tvd steg, pd
samma tid. Pd vilken ruta fangar katten musen?

wo | | L L Pl | [f2]3f4fs] | [ | | ]

- N

Ett spel som pdminner om ovanstdende problem ir Karamellen som finns att himta pa
ncm.gu.se/media/namnaren/npn/arkiv_xtra/karamellen.pdf

18: Kranforarna
Utgé frin de felaktiga svarsalternativen. Om Natalia hade jobbat 1, 2, 4 eller 5 dagar, hur manga
dagar skulle da de andra tva jobba?
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21: Luigis restaurang
Konkretisera problemet med laborativt material, t ex kvadratiska (bord) och runda (stolar) marko-
rer. Ge eleverna ett eller bida l6sningsalternativen och lit dem resonera om kopplingen mellan de
med material konkreta borden och stolarna och de abstrakta ldsningarna.

Tidigare problem

B2014 nr 13, Pd en restaurang finns det 16 bord. Vid varje bord dir det 3, 4 eller 6 platser. Vid de bord
som har 3 eller 4 platser kan det sammanlagt sitta 36 personer. Restaurangen har plats for totalt 72
personer. Hur mdnga bord dr det som har 3 platser?

E2003 nr 18, Jorma har fatt pengar for att kopa tennisbollar. Om han koper fem bollar sd far han 10
kronor kvar, men for att kipa sju bollar mdste han Lana 20 kronor. Hur mycket kostar en tennisboll?

C2014 nr 19, Kapten Krok och hans pirater griver fram guldmynt ...
GyCadet2006 nr 13, Mormor sa till barnbarnen: Om jag bakar 2 pajer till er var . ..
GyCadet2005nr 6, Ndgra kajor sitter pd ndgra stolpar i en tridgdrd....

B2001 nr 13, Om den rida draken hade haft 6 huvuden fler dn den grona ...
J2004 nr 8, Jonny och Tommy spelar pingis. Om Jonny hade haft 5 poing mer ...
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Ndmnaren. I varje nummer finns Problemavdelningen och Kingurusidan. Lis ocksa tidigare artiklar
kring problemldsning. Nimnarenartiklar dldre in ett &r finns fritt tillgingliga som pdf-dokument
pa Ndmnaren pa nitet, namnaren.ncm.gu.se. Du finner dem via artikeldatabasen. Under ArkivN
finns alla publicerade Uppslag och Problemavdelningar samlade. Nimnaren pa niitet presenterar
varje manad nya problem under rubriken Mdnadens problem.

Strivorna finns pa ncm.gu.se/stravorna. Dir finns aktiviteter, problem och artiklar samlade och
ordnade efter kursplanens beskrivning av matematikimnets syfte och mal.

Matematiklyftets lirportal matematiklyftet.skolverket.se. P lirportalen finns moduler om problem-
16sning for alla stadier. Dessa ingér i Matematiklyftet men finns fritt tillgingliga for alla. Modu-
lerna innehaller teoritexter, underlag for lirares gemensamma fortbildning samt problem for elev-
erna. Matematiklyftets material finns alltsa tillgingligt for alla. P4 Lirportalen finns ocks andra
moduler dir problemldsning ingar.
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